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3.2.3. Ruido térmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.4. Calibración de rigidez . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3. Aplicación de la solución de Euler-Bernoulli al sistema amortiguado 44

5



Tabla de contenidos 6

3.3.1. Conclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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móvil donde se incide un rayo de prueba, el movimiento vertical d

de la plataforma se mide con respecto a un espejo fijo montado
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muy parecidas, pero es notorio que la señal del interferómetro es

menos ruidosa por sı́ y que el movimiento real de la plataforma no

es tan sinusoidal como lo programado. La diferencia en el punto
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Capı́tulo 1

Introducci ón

1.1. Antecedentes preliminares

Los orı́genes de la microscopia de fuerzas atómicas (AFM) se atribuyen ge-

neralmente al trabajo de Binnig y Rohrer quienes desarrollaron el microscopio de

efecto túnel [9] en los laboratorios de IBM en Zurich por los años 80, lo que les

valió el premio Nobel de fı́sica en el año 1986. Luego Binnig, Quate y Gerber

desarrollan el primer microscopio de fuerzas atómicas en el mismo año [8]. El

desarrollo de instrumentos de este tipo, considerados dentro de la gama llamada

microscopia de sonda de barrido (SPM), se basa básicamente en una sonda que

hace un barrido sobre una superficie con el objetivo de generar una imagen. Este

principio encierra más de 25 técnicas diferentes [7, 30, 31], esto hace que sea una

herramienta muy atractiva en diferentes áreas de las ciencias, tanto como fı́sica,

quı́mica, biologı́a, ciencias de materiales, etc. Sus capacidades en resolución lo

hacen una herramienta transversal a todas las áreas de la nanotecnologı́a, tema

que tiene un explosivo crecimiento hoy en dı́a.

1.2. Tema de motivaci ón

Los dispositivos comerciales actuales ofrecen una buena gama de alterna-

tivas, junto con un buen número de accesorios que permiten implementar dife-

rentes técnicas alrededor de un mismo instrumento principal, por lo que nuestro

trabajo no estuvo orientado a desarrollar técnicas, sino más bien buscar una alter-

17
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nativa que permita mejorar la resolución del instrumento, que por estos dı́as está

por el orden de los picometros (10−12m) o décimas de picometro. El móvil del

desarrollo de este instrumento básicamente es lograr mejorar la resolución que

uno encuentra a nivel comercial con una técnica que permita acceder a un máxi-

mo de información obtenida por el microcantilever, dispositivo que actúa como el

sensor mecánico que interactúa con la muestra o el ambiente que lo rodea.

Para conseguir el objetivo se ha trabajado sobre el principio de interferometrı́a,

por lo que la óptica laser juega un rol principal para lograr lo buscado. En la

figura 1.1 se muestran la técnica estándar utilizada en los equipos comerciales y

la desarrollada en este trabajo.

a) Método estándar b) Método interferométrico

∆ϕ

Figura 1.1: a) Técnica estándar utilizada en la mayorı́a de los equipos comer-
ciales. Un microcantilever (en amarillo) refleja un rayo de luz proveniente de una
fuente laser y es proyectado sobre el centro de un detector de posición, esto per-
mite calcular la deflexión del microcantilever. b) Esquema de dos rayos reflejados
en la superficie del microcantilever. La diferencia de fase entre ellos depende de
su diferencia de camino óptico. Consiste en medir el cambio en la diferencia re-
lativa de fases ∆ϕ entre un rayo de referencia enfocado en un punto fijo como
el chip del microcantilever (zona gris) y un rayo enfocado en el extremo libre del
microcantilever.
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1.3. Estructura del documento

En el capı́tulo 2 se realiza una descripción detallada del diseño del instru-

mento, tanto teórica como experimental, y de los parámetros de calibración para

obtener finalmente la deflexión del microcantilever.

El capı́tulo 3 está dedicado a la descripción de la mecánica de un microcantile-

ver tanto desde el punto de vista estático como dinámico. Se plantea una solución

basada en la ecuación de Euler Bernoulli para el caso de la viga empotrada. Se

plantea un modelo de oscilador armónico con disipación, donde se ha supuesto

una fuerza externa aleatoria, cuyo origen son las fluctuaciones térmicas del mi-

crocantilever y el medio que lo rodea. Se desarrolla un modelo para describir el

espectro de frecuencias de las deflexiones del microcantilever a través de la Po-

tencia de Densidad Espectral (Power Spectral Density, PSD). Este modelamiento

se desarrolla a partir de la ecuación dinámica del microcantilever y es equivalente

a utilizar el teorema fluctuación disipación.

El capı́tulo 4 describe la electrónica desarrollada para generar una señal de

retroalimentación utilizada para controlar la posición de la muestra al hacer mi-

croscopia AFM, permitiéndonos controlar ésta al menos para baja frecuencia, lle-

gando al orden de los 100 kHz, que lo hace útil para mediciones en modo contacto

y pruebas donde no se requiera alta velocidad en la retroalimentación.

El capı́tulo 5 trata de las mejoras que han sido el tema central de este tra-

bajo, se ha hecho un desarrollo que permitió mejorar la resolución en un orden

de magnitud en la detección de la deflexión, pasando de 3,5× 10−14m/
√
Hz a

3,5× 10−15m/
√
Hz, acá se detalla en extenso las principales fuentes de ruido que

limitan el instrumento, donde se ha elegido la reducción del ruido de disparo (shot

noise) para ver una mejora de la resolución. Se detallan nuevamente los paráme-

tros del interferómetro, esta vez con el objetivo de reducir el ruido en el PSD de

la deflexión. Se finaliza con una muestra de cómo fue disminuyendo el ruido de

fondo en los espectros de la deflexión a medida que aumentamos la intensidad

de la luz laser utilizada en el interferómetro.

En el capı́tulo 6 se hace una revisión crı́tica sobre los efectos que produce

el aumento de potencia de luz sobre el microcantilever, pues se observó cam-

bios en las frecuencias de resonancia ligados a un aumento de la temperatura

del microcantilever, incremento que además no es uniforme, sino que se gene-
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ra un gradiente, debido a que la base del microcantilever es mucho más masiva

que éste y por ende puede disipar el calor de manera más eficiente, suponiendo

ası́ que esta parte masiva se encuentra a una temperatura muy similar a la tem-

peratura ambiente. Se ha trabajado en un modelo teórico que permita orientar

nuestros experimentos para dar una descripción del fenómeno junto con resulta-

dos experimentales que se ajustan al modelo no sin algunas consideraciones que

apuntan a la necesidad de una descripción más completa, abriendo ası́ un nuevo

trabajo de investigación.

Las conclusiones del capı́tulo 7 cierran este documento indicando los hitos

obtenidos y se plantea los pasos futuros para completar el instrumento con el

objetivo de formar imágenes, pues el desarrollo logrado hasta el momento permite

hacer espectroscopia, pero no la generación de imágenes, aun cuando el camino

para ello está bastante avanzado considerando lo expuesto en el capı́tulo 4.
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Interfer ómetro

2.1. Principio de funcionamiento

El instrumento está basado en la interferometrı́a diferencial en cuadratura de

fases [6, 29], cuyas caracterı́sticas se pueden revisar en la figura 2.1 y en la figu-

ra 2.5 donde se ha dividido la descripción del instrumento para la entrada de la

luz hasta el microcantilever y otra para la salida y análisis de la señal. Para hacer

la interferencia se requiere un láser de laboratorio que tenga buena estabilidad en

longitud de onda y en potencia, en principio, un buen láser de Helio Neón de 3mW

a 633 nm es suficiente, aun cuando nosotros hemos utilizado adicionalmente un

laser de estado sólido de 150mW a 532 nm. De acuerdo a la figura 2.1 tenemos

2 rayos, uno es referencia (R) y el otro es prueba (P ), el rayo R va enfocado en

el chip del microcantilever, mientras que el P se enfoca sobre el extremo libre, es

importante también observar que la polarización de los rayos P y R son ortogo-

nales. Para obtener información sobre la deflexión d del microcantilever tenemos

que considerar en la figura 2.1 que d produce una diferencia de camino óptico δL

provocando una diferencia de fase ϕ entre las ondas de los rayos P y R, luego si

consideramos que el rayo refleja y se devuelve por el mismo camino (la deflexión

es lo suficientemente pequeña para que esto sea ası́) observamos que δL = 2d,

esto implica que

ϕ = KδL =
4π

λ
d (2.1)

donde λ es la longitud de onda del láser utilizado y K es el número de onda

(2π/λ). Es posible observar que existe una diferencia de camino óptico adicional

21
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entre R y P debido a la geometrı́a del microcantilever, sin embargo, esta diferen-

cia es constante y puede ser omitida de los cálculos.

RP

d

Figura 2.1: Para obtener información sobre la deflexión d del microcantilever se
divide un rayo láser en dos, una referencia (R) que refleja sobre el chip del mi-
crocantilever y el rayo de prueba (P ) que está enfocado sobre el extremo libre del
microcantilever. Estos rayos tienen sus polarizaciones (en color verde) perpendi-
culares entre sı́.

2.2. Acondicionamiento del l áser para utilizar en el

interfer ómetro

Para enlazar el láser al interferómetro se ha utilizado un sistema de acopla-

miento por fibra óptica (Thorlabs, P5-630PM-FC-2, para el laser de 633 nm y Thor-

labs, P5-488PM-FC-2, para el laser de 532 nm) que facilita cualquier ajuste en el

interferómetro sin tener que volver a alinear la entrada del rayo láser hacia el ins-

trumento. Por lo general, este sistema permite obtener entre un 70% y un 80%

de la luz inicial a la salida de la fibra. Es importante resaltar que la fibra óptica
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utilizada tiene uno de sus terminales asimétrico para evitar reflexiones múltiples

que puedan producir alguna cavidad externa e introducir ruido en la medición.

Otra caracterı́stica de la fibra óptica utilizada, es la estabilidad del estado de pola-

rización de los rayos, ya que se necesita una polarización muy bien definida para

hacer las interferencias. Además, un aislador óptico (Thorlabs, IO-3D-633-PBS,

para 633 nm y Thorlabs, IO-3-532-LP, para 532 nm) evita que algún rayo vuelva a

ingresar al laser produciendo desestabilización. A pesar de que la fibra mantie-

ne la polarización de entrada, se requiere un polarizador con un alto grado de

extinción tipo Glan Taylor (Thorlabs, GT10-A) que limpie la polarización antes de

entrar en el interferómetro, pues dentro de la fibra ocurren fenómenos que tien-

den a volver la luz ligeramente elı́ptica. En la figura 2.2 se muestra como van los

dispositivos de forma esquemática, en las figuras 2.3 y 2.4 se ven fotografı́as del

montaje hasta el interferómetro.

L

AO AF

FO

AI

Figura 2.2: Este esquema detalla la ubicación de los dispositivos ópticos que
acondicionan la luz láser para utilizar en el interferómetro, L es el laser, AO es el
aislador óptico, AF es el acoplamiento para la fibra óptica, FO es la fibra óptica y
AI es el acoplamiento en el interferómetro.

2.3. Análisis y efectos sobre el rayo de entrada

En la figura 2.5 para el rayo de entrada, si el campo eléctrico incidente del láser

se considera como E0ẑ, debemos rotar la lámina λ/2 para que quede polarizado

como (E0/
√
2)(ŷ+ ẑ). Luego, al reflejarse en el cubo divisor BSC el campo queda

como (E0/2)(x̂+ ŷ), perdiendo la mitad de la intensidad del rayo. Posteriormente,

el rayo pasa por la calcita BD0, donde se divide el campo en dos rayos, (E0/2)ŷ

para el microcantilever y (E0/2)x̂ en el chip.
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L

AO

AF

FO

Figura 2.3: En la fotografı́a podemos ver la ubicación y dimensiones relativas de
los dispositivos necesarios para conducir la luz láser hacia el interferómetro en el
montaje de 532 nm. L es el láser, AO es el aislador óptico, AF es el acoplamiento
para la fibra óptica y FO es la fibra óptica.

AI

MO

Figura 2.4: Detalle de la entrada de la fibra óptica en el interferómetro. AI es el
acoplamiento de la fibra óptica en el interferómetro. El color verde del conector
de la fibra indica que es de salida asimétrica para evitar rebotes de luz hacia el
sistema de acoplamiento, MO es una montura óptica que permite alinear el rayo
láser una vez ya colimado.
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FO

Lf

GTP

λ/2

BSC

L0

BD0

C

Rayo de entrada

PD2

BD2

L2

λ/4

BSPD

BSC

L0

C

Salida y análisis

BD0

L1

PD1

BD1

x y

z

Figura 2.5: Rayo de entrada: La luz láser es puesta a la entrada del interferóme-
tro por la fibra óptica FO, Lf es un lente colimador para la salida de la fibra óptica,
GTP es un polarizador tipo Glan Taylor, λ/2 es una lámina de media onda, BSC

es un cubo divisor que dirige el rayo hacia el microcantilever, L0 es un lente con
f0 = 30mm para enfocar el rayo sobre el microcantilever, BD0 es un desplaza-
dor de rayo por polarización hecho de calcita y C es el microcantilever. Salida y
análisis: El camino siguiente es el rayo reflejado en el microcantilever y el chip,
BSPD es un cubo divisor que dirige el rayo hacia los fotodiodos, L1 y L2 son lentes
para enfocar los rayos en los correspondientes fotodiodos PD1 y PD2 que son de
dos cuadrantes, BD1 y BD2 son desplazadores de rayo de calcita y λ/4 es una
lámina de cuarto de onda.
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Debido a que el eje de la calcita se alı́nea en el plano xz el rayo que va al chip

es afectado por el astigmatismo de la calcita, pues el ı́ndice de refracción efectivo

para ese rayo es una combinación del ı́ndice ordinario y el extraordinario de la

forma

neff(θ) =
none√

n2
o sin

2(θ) + n2
e cos

2(θ)
(2.2)

donde θ ≃ 45◦ es el ángulo entre el vector de onda del rayo incidente y el eje

óptico del cristal, los ı́ndices de refracción de la calcita son no = 1, 663 y ne =

1, 489 [1] para una longitud de onda de 532 nm, que corresponde al láser utilizado.

Por lo tanto, el ı́ndice de refracción efectivo en el cristal para el rayo extraordinario

es de neff = 1, 569, todo esto es considerando que el rayo tiene una incidencia

normal a la superficie del cristal. Por otra parte, el espesor de la calcita y el ángulo

θ determinan la separación de los rayos a la salida, para una calcita con θ = 45◦

la separación es alrededor del 10% del espesor. El cristal que se usó tiene un

espesor de 7mm, por lo que la separación de los rayos es alrededor de 700µm,

valor suficiente para la distancia necesaria según podemos ver en la figura 2.6.

Además debemos considerar que antes de la calcita hay un lente (definido

como L0 en la figura 2.5) para enfocar el rayo en el microcantilever, por lo tanto,

los rayos a la salida tienen un cambio en la distancia focal

∆f = h

(
n− 1

n

)
(2.3)

debido a la refracción al pasar por el cristal. Ası́, los rayos enfocan a distancias

distintas entre sı́ debido a la anisotropı́a. Mediante la Ec. 2.4 se obtuvo la distancia

entre los focos para cada rayo:

fo − fe = h

(
no − neff

noneff

)
(2.4)

La distancia focal para el rayo ordinario es más larga que el extraordinario, su

diferencia es de 255µm utilizando una calcita de 7mm de espesor, es por este mo-

tivo que hemos puesto el rayo ordinario sobre el microcantilever y el extraordinario

en el chip. La intención es que ambos rayos estén más o menos enfocados sobre

las respectivas superficies para disminuir la divergencia de cada rayo, aspecto

importante para, posteriormente, mejorar la calidad de las interferencias.
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255µm

fre

fro

700µm

315µm

450µm 180µm

Figura 2.6: Separación de los rayos laser sobre el microcantilever y distancia tı́pi-
ca entre la superficie del chip del microcantilever y éste. Además se muestra la
posición del foco para el rayo ordinario (fro ) y la posición del foco del rayo extra-
ordinario (fre ), se hace incapié en que el plano focal para el rayo extraordinario
no alcanza a quedar en la superficie del chip del microcantilever por una pequeña
diferencia.
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2.4. Rayos de salida y contrastes en los fotodiodos

Para revisar la etapa de salida y análisis de la figura 2.5 se considera los

rayos reflejados en el chip y el microcantilever. Como el microcantilever tiene una

deflexión d en su extremo libre, esto impone un desfase ϕ con el campo que

refleja en el chip, resultando los campos (E0/2)x̂ en el rayo del chip y (E0/2)e
iϕŷ

en el rayo del microcantilever. Al pasar por la calcita BD0 los rayos se recombinan

en uno solo, lo que ayuda al sistema a minimizar el ruido que proviene de fuentes

externas, como vibraciones, cambios en el ı́ndice de refracción o cambios de

temperatura. Al cruzar por BSC , el rayo vuelve a disminuir su potencia a un factor

1/2. Lo mismo ocurre en BSPD para cada salida. Además, para el rayo transmitido

hay un desfase adicional debido a la lámina λ/4, la cual se ajusta para obtener

un campo E0/4(x̂ + ei(ϕ−π/2)ŷ), en el caso del rayo reflejado se tiene un campo

E0/4(ẑ + eiϕŷ). Tanto la calcita BD1 como BD2 tienen su eje óptico rotado en 45◦

respecto del eje óptico de la calcita BD0, esto permite que para los segmentos

del fotodiodo PD1 lleguen los campos E0/8(1 + eiϕ)(ŷ + ẑ) y E0/8(1− eiϕ)(ŷ − ẑ),

de igual forma, en el fotodiodo PD2 llegan los campos E0/8(1 + ei(ϕ−π/2))(x̂+ ŷ) y

E0/8(1− ei(ϕ−π/2))(x̂− ŷ), ası́, la intensidad de cada segmento queda como

I1A =
c

32
ǫ0E

2
0(1 + cosϕ)

I1B =
c

32
ǫ0E

2
0(1− cosϕ)

I2A =
c

32
ǫ0E

2
0(1 + sinϕ) (2.5)

I2B =
c

32
ǫ0E

2
0(1− sinϕ) (2.6)

De acuerdo con las intensidades de la Ec. 2.6, se ha perdido el 75% de la inten-

sidad de entrada, suponiendo que a la entrada del interferómetro tenemos

I0 =
1

2
cǫ0E

2
0 (2.7)

lo que se debe a las pérdidas en BS1, (ver análisis de la figura 2.5).
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2.5. Cálculo de desfase y deflexi ón

Para recuperar la información del desfase ϕ (entre los rayos de referencia y

prueba de la figura 2.1) se debe hacer una operación que calcula los contrastes

en cada fotodiodo, esto se logra calculando la diferencia dividida por la suma de

cada segmento

C1 =
I1A − I1B
I1A + I1B

= cosϕ (2.8)

C2 =
I2A − I2B
I2A + I2B

= sinϕ (2.9)

En teorı́a, de las Ecs. 2.8 y 2.9 obtenemos un cı́rculo unitario perfecto si gra-

ficamos C1 vs C2 cuando la fase hace un recorrido de 2π. Sin embargo, por

la electrónica de adquisición, intensidades remanentes en los fotodiodos y pe-

queños defectos de la óptica utilizada, la señal obtenida es mejor modelada co-

mo las Ecs. 2.10 y 2.11, donde C1E y C2E son los contrastes calculados de forma

digital al hacer la adquisición electrónica, A1 y A2 son las amplitudes de la señal

(A1 < 1, A2 < 1), o1 y o2 son los respectivos offset y ψ es la diferencia de fase

respecto de una cuadratura perfecta.

C1E = A1 cosϕ+ o1 (2.10)

C2E = A2 sin (ϕ + ψ) + o2 (2.11)

Ası́, para hacer una calibración del instrumento se debe hacer un barrido en la

deflexión d tal que ϕ haga un recorrido de 2π, esto produce una elipse completa

que sirve para ajustar los parámetros A1, A2, o1, o2 y ψ, tal como se muestra en

la figura 2.7. Lo que hacemos es ajustar la curva

(
C1E − o1

A1

)2

+

[
C2E − o2

A2

−
(
C1E − o1

A1

)
sinψ

]2
1

cos2 ψ
= 1 (2.12)

que proviene de utilizar la identidad cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1 aplicado a las Ecs. 2.10

y 2.11. La Ec. 2.12 nos permite ajustar los parámetros para minimizar la distancia
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Ajuste elı́ptico

Datos experimentales

Elipse ideal

C
y

Cx
−1,5 −1 −0,5 0 0,5 1 1,5

−1,5

−1

−0,5

0

0,5

1

1,5

Figura 2.7: Se muestra la elipse ideal (circunferencia de radio 1) y los datos ex-
perimentales que se ajustan a la curva descrita en la Ec. 2.12. Los parámetros
ajustados fueron A1 = 0,77, A2 = 0,76, o1 = 0,0004, o2 = −0,0024, ψ =−0,023 rad.

cuadrática media entre los datos experimentales y el modelo. Una vez que se

tienen los parámetros ajustados, ϕ se calcula como

ϕ = tan−1

(
A1(C2E − o2)− A2(C1E − o1) sinψ

A2(C1E − o1) cosψ

)
(2.13)

para luego obtener la deflexión d desde la Ec. 2.1. Para una elipse completa,

significa una amplitud punta a punta de oscilación de 266 nm utilizando un láser

con longitud de onda de 532 nm. Además, vı́a software se puede llevar una cuenta

del número de vueltas de la elipse, permitiendo medir valores de ϕ mayores a 2π.
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2.6. Conclusi ón

El interferómetro descrito es capaz de obtener información angular de la fase

en el rango (0, 2π), obteniendo una ventaja sobre otros dispositivos [26]. Por otro

lado, si definimos el contraste C como

C = cosϕ+ i sinϕ = eiϕ (2.14)

vemos que la sensibilidad bajo esta configuración es independiente del valor de

la deflexión d y de cualquier diferencia constante de fases, pues

∣∣∣∣
dC
dd

∣∣∣∣ =
4π

λ
(2.15)

Para los rayos de prueba y referencia hemos elegido el rayo ordinario para enfocar

sobre el microcantilever, pues el foco está más lejos que el extraordinario y se ve

de mejor aspecto en cuanto a la geometrı́a (bastante más circular), por su parte el

rayo extraordinario, al estar bajo efectos de astigmatismo, presenta una distorsión

en uno de sus ejes, haciendo que se vea más bien elı́ptico. Cabe destacar que

estas caracterı́sticas sólo son observables a distancias largas, aun cuando sus

efectos sı́ son perceptibles en las mediciones si intercambiamos los rayos, por

lo tanto, la configuración utilizada para los rayos de prueba y referencia sı́ está

justificada.



Capı́tulo 3

Deflexi ón de un microcantilever y

ruido t érmico

Para las dimensiones de cualquier microcantilever utilizado, todos en el orden

de los micrones, se requiere analizar cómo es afectado de manera fluctuante por

la energı́a térmica a la cual está sometido, pues el mismo microcantilever presen-

ta fluctuaciones en su red cristalina de silicio además de los recubrimientos que

pudiese tener. Por otro lado está el ambiente en que está inmerso el dispositivo,

pues el impacto de las mismas moléculas del aire son capaces de inducir movi-

miento en el microcantilever. Estas interacciones y procesos internos producen

una deflexión que se logra ver como ruido mecánico [10, 14, 28], pudiendo ob-

servarse, bajo mediciones espectrales, frecuencias en las que este movimiento

es resonante, elemento útil para caracterizar el dispositivo mecánicamente.

3.1. Movimiento de un microcantilever, ecuaci ón de

Euler-Bernoulli

Asumiendo que el largo L del microcantilever es mucho mayor a su ancho W

y que a su vez W es mucho mayor a su espesor H, la dinámica del movimiento

se puede estudiar a partir de la ecuación de Euler-Bernoulli en la Ec. 3.1, que

32
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x
y

z

d(x, t)

W

H

L

Figura 3.1: Diagrama para el sistema coordenado utilizado en la descripción de
la geometrı́a y movimiento del microcantilever.

describe el movimiento de una viga [5, 22]

ρWH
∂2d(x, t)

∂t2
+

∂2

∂x2

(
EWH3

12

∂2d(x, t)

∂x2

)
= fext(x, t) (3.1)

donde ρ es la densidad del microcantilever, W es el ancho, H es el espesor, E es

el módulo de Young, d es la deflexión que ocurre en el eje z, x es la coordenada

espacial longitudinal al microcantilever, cuyo valor es 0 en el extremo fijo y L en

el extremo libre, t es el tiempo y fext(x, t) es una fuerza externa por unidad de

longitud. La figura 3.1 aclara la geometrı́a y el sistema coordenado utilizado.

3.1.1. Deflexi ón est ática

Para analizar el comportamiento del microcantilever se evalúa primero una

fuerza puntual estática ( ∂2

∂t2
= 0) aplicada sobre su extremo libre como se indica

en 3.2, además se considera que el módulo de Young es constante, salvo que se

indique expresamente lo contrario.

fext(x, t) = ftipδ(x− L) (3.2)

La Ec. 3.2 implica que ∂4d
∂x4 = 0. Si además aplicamos las condiciones de borde

en x = 0 de una barra empotrada y que en x = L no hay torque debido a que fext
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x

y

z

M

ftip

d(x = L)

Figura 3.2: Una fuerza externa fext = ftip es aplicada en x = L produciendo una
deflexión d en el mismo punto. La relación estática entre ambas variables conduce
a una expresión similar a la ley de Hooke.

se aplica sólo en ese punto, tenemos las Ecs. 3.3 a 3.5

d(0) = 0 (3.3)

d′(0) = 0 (3.4)

d′′(L) = 0 (3.5)

Con las condiciones 3.3 y 3.4 resolvemos la Ec. 3.1 partiendo de un polinomio

de orden 3

d(x) = ax3 + bx2 + cx+ d

∴ d(x) = ax3 + bx2 = ax2(x+ b′) (ab′ = b) (3.6)

Luego aplicamos la condición 3.5

d(x) = ax2(x− 3L) (3.7)

Para encontrar el valor de a debemos utilizar la ecuación de momento en

el punto x = L, en la figura 3.2 se ha dispuesto la ubicación de las variables

relacionadas en el microcantilever
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ftip = − dM

dx

∣∣∣∣
x=L

= − d

dx

(
EWH3

12

d2d

dx2

)∣∣∣∣
x=L

d3d

dx3

∣∣∣∣
x=L

= 6a

∴ ftip =
EWH3

4L3
d(L) = k0d(L) (3.8)

donde M es el momento de flexión en la sección transversal del microcanti-

lever. La solución en la Ec. 3.8 permite encontrar una rigidez del microcantilever

k0 = EWH3

4L3 , que tiene una forma similar a lo que se ve en un sistema masa-

resorte.

3.1.2. Modos normales, comportamiento din ámico

Ahora podemos estudiar los modos normales en ausencia de fuerzas exter-

nas, la Ec. 3.1 se reescribe como

mc
∂2d(x, t)

∂t2
+
k0L

4

3

∂4d(x, t)

∂x4
= 0 (3.9)

donde mc es la masa del microcantilever. Se puede buscar una solución de la

Ec. 3.9 del tipo d(x, t) = Φ(x)eiωt

L4 ∂
4d

∂x4
= −3

mc

k0

∂2d

∂t2

d4Φ

dx4
=

(α
L

)4
Φ (3.10)

donde

α4 = 3
mc

k0
ω2 (3.11)

Luego, la solución general de esta ecuación queda

Φ(x) = A sin
(α
L
x
)
+B cos

(α
L
x
)
+ C cosh

(α
L
x
)
+D sinh

(α
L
x
)

(3.12)
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Las condiciones de borde de un cantilever (viga empotrada en uno de sus extre-

mos con el otro libre) son

Φ|x=0 = 0 (3.13)
dΦ

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0 (3.14)

d2Φ

dx2

∣∣∣∣
x=L

= 0 (3.15)

d3Φ

dx3

∣∣∣∣
x=L

= 0 (3.16)

Que aplicadas a la Ec. 3.12 queda el sistema de ecuaciones

Φ(0) = B + C = 0 (3.17)

Φ′(0) = A+D = 0 (3.18)

Φ′′(L) = −A sinα− B cosα+ C coshα +D sinhα = 0 (3.19)

Φ′′′(L) = −A cosα +B sinα + C sinhα +D coshα = 0 (3.20)

Reemplazamos 3.17 y 3.18 en 3.19 y 3.20

A(sinα + sinhα) +B(cosα + coshα) = 0 (3.21)

−A(cosα+ coshα) +B(sinα− sinhα) = 0 (3.22)

Luego, del sistema dado por las Ecs. 3.21 y 3.22 encontramos una condición para

α como se observa en la Ec. 3.23

1 + cosα coshα = 0 (3.23)

La Ec. 3.23 impone que sólo algunos αn sean solución: α1 = 1,875, α2 = 4,694,

α3 = 7,855 · · · donde la solución aproxima a αn = (n− 1/2)π para n lo suficiente-

mente grande. Esto condiciona las frecuencias de resonancia del microcantilever

(ver Ec. 3.10 y definición de α). Volviendo a la ecuación original (Ec. 3.12) y apli-

cando las condiciones encontradas obtenemos la Ec. 3.24 para las autofunciones



Capı́tulo 3. Deflexión de un microcantilever y ruido térmico 37

del microcantilever.

Φn(x) =
[
cos
(
αn
x

L

)
− cosh

(
αn
x

L

)]
− cosαn + coshαn

sinαn + sinhαn

[
sin
(
αn
x

L

)
− sinh

(
αn
x

L

)]

(3.24)

Estos Φn(x) forman una base ortogonal de funciones de x en el intervalo [0, L].

La forma de los 3 primeros modos se ven en la figura 3.3. Por otro lado, de la

definición para αn tenemos que

mcω
2
n = k0

α4
n

3
= kn (3.25)

Ası́, cada modo es como un oscilador armónico de frecuencia ωn, rigidez kn y ma-

sa mc [10]. Cada deflexión puede ser descompuesta en sus modos ortogonales

como

d(x, t) =

∞∑

n=1

βn(t)Φn(x) (3.26)

donde los βn son las soluciones del oscilador armónico simple

d2βn(t)

dt2
= −ω2

nβn(t) (3.27)

βn = β0
ne

iωnt (3.28)

Se debe notar que |Φn(x = L)| = 2, por lo tanto, se debe hacer una normalización.

En la figura 3.4 se pueden identificar 5 resonancias que indican los 5 prime-

ros modos normales de vibración para un microcantilever (Nanosensors, PPP-

CONTPt) según el modelo descrito. Este microcantilever tiene valores nominales

de 450µm de largo y 50µm de ancho con un espesor de 2µm (y además un recu-

brimiento de platino iridio).

Usando la Ec. 3.25 podemos ver una relación entre las frecuencias angulares

de cada resonancia ωn y los valores de α que cumplen la condición de la Ec. 3.23

y que hemos llamado αn,
ω2
n

α4
n

=
k0
3mc

= K (3.29)

luego, este resultado de la Ec. 3.29 debiese ser una constante K posible de deter-

minar en cada una de las resonancias, tal como se muestra en el cuadro 3.1. Se

puede comparar los valores de K del cuadro 3.1 con el valor calculado utilizando
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modo 3

modo 2

modo 1

Algunos modos normales de la deflexión d del microcantilever
Φ

n
(x
)

Posición normalizada x/L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

−2,5

−2

−1,5

−1

−0,5

0

0,5

1

1,5

2

2,5

Figura 3.3: Los 3 primeros modos para un microcantilever, es decir, considerando
n = 1, 2, 3.

modo fn(kHz) αn K(kHz2)

1 13.83 1.875 15.47
2 86.67 4.694 15.47
3 242.2 7.855 15.41
4 473.0 11.00 15.28
5 779.1 14.14 15.19

Cuadro 3.1: Con los valores fn de las resonancias de la figura 3.4 y los valo-
res αn para cada modo, podemos calcular una constante K que relaciona estos
parámetros, la cual es independiente del modo medido.
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P
S

D
m

/√
H
z

Frecuencia (Hz)

PSD de la deflexion de un microcantilever con recubrimiento de PtIr en aire

103 104 105 106
10−15

10−14

10−13

10−12

10−11

Figura 3.4: Densidad espectral de potencia (PSD) de la deflexión debido al ruido
térmico (datos experimentales) de un microcantilever puesto en aire y medido con
nuestro interferómetro. Se pueden apreciar rápidamente las 5 primeras resonan-
cias o modos de vibración del sensor.

valores nominales dados por el fabricante del microcantilever Kfab = 16,11 kHz2,

con lo que podemos verificar el modelamiento y la correcta ubicación de los αn.

3.2. Disipaci ón de un oscilador arm ónico, funci ón

de transferencia y fluctuaci ón cuadr ática me-

dia de la deflexi ón

Para que un modelo de oscilador armónico como el descrito sea compatible

con las condiciones experimentales nuestras, falta agregar un término disipativo,
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pues el microcantilever está inmerso en un fluido (aire) y además hay efectos disi-

pativos del mismo material debido a fluctuaciones térmicas, esto lleva a resolver

el problema considerando una fuente de ruido térmico [18] y considerar que las

fluctuaciones de la deflexión se relacionan con la disipación del sistema a través

del teorema fluctuación disipación (FDT) [12, 28].

Para estudiar esto, asumimos la ecuación de un oscilador armónico amorti-

guado con la forma

mq̈ + γq̇ +mω2
0q = F (t) (3.30)

donde m es la masa, q la variable de posición (luego será lo mismo que d en el

microcantilever), γ el coeficiente de amortiguación viscosa, ω0 la frecuencia de

resonancia sin amortiguar y F (t) alguna fuerza externa dependiente del tiempo,

luego γq̇ es la fuerza viscosa. Si m se reemplaza por L y γ por R, esta es la

ecuación de un circuito RLC . Multiplicando 3.30 por q̇ y reordenando términos

se obtiene una expresión para la potencia de la forma

dH

dt
=

d

dt

(
mq̇2

2
+
mω2

0q
2

2

)
= q̇F − γq̇2 (3.31)

y relaciona el cambio de la energı́a almacenada con la potencia proporcionada

por la fuente externa q̇F y la potencia disipada por pérdidas de fricción γq̇2.

3.2.1. Funci ón de transferencia

Este oscilador armónico simple tiene una respuesta lineal a la fuerza impul-

sora F (t). Si F (t) es una señal sinusoidal Fωe
−iωt y la respuesta es qωe

−iωt, la

Ec. 3.30 se puede escribir como qω = G(ω)Fω, donde

G(ω) =
1

m(ω2
0 − ω2)− iγω

(3.32)

es la función de transferencia del sistema, desde el punto de vista de análisis de

señales, esta es la función que relaciona la entrada F con la salida q del sistema.

Si F (t) tiene la forma más general

F (t) =

∫
∞

−∞

dωF (ω)e−iωt (3.33)



Capı́tulo 3. Deflexión de un microcantilever y ruido térmico 41

luego la solución es

q(t) =

∫
∞

−∞

dωq(ω)e−iωt (3.34)

donde las componentes de Fourier están simplemente relacionadas por la función

de respuesta lineal

q(ω) = G(ω)F (ω) (3.35)

Los valores cuadráticos de los coeficientes de Fourier se relacionan como

|q(ω)|2 = |G(ω)|2 |F (ω)|2 (3.36)

para alguna forma particular de F (t).

3.2.2. Densidad espectral de potencia (PSD)

La respuesta del oscilador armónico simple a una perturbación aleatoria es-

tacionaria es considerada ahora. Podemos tomar un promedio del ensemble a

cada lado de la Ec. 3.36, y luego el lı́mite, como el intervalo de medición τ se

torna grande, puede ser escrito como

ĺım
τ→∞

1

τ

〈
|q(ω)|2

〉
= |G(ω)|2 ĺım

τ→∞

1

τ

〈
|F (ω)|2

〉
(3.37)

donde los coeficientes de Fourier q(ω) y F (ω) están definidos en el intervalo de

medición

q(ω) =
1

2π

∫ τ

−τ

dτ q(τ)eiωτ (3.38)

F (ω) =
1

2π

∫ τ

−τ

dτ q(τ)eiωτ (3.39)

El carácter de |G(ω)|2 es fijado por la función respuesta del sistema y es indepen-

diente del promedio. La función impulsora es descrita por la densidad espectral de

la fuente o SF (ω). Para una fuerza impulsora aleatoria estacionaria, eso es, una

fuerza para la cual 〈F (t)F (t+∆t)〉 es independiente de t, la densidad espectral

Sq(ω) de la coordenada q es

Sq(ω) = |G(ω)|2 SF (ω) (3.40)



Capı́tulo 3. Deflexión de un microcantilever y ruido térmico 42

3.2.3. Ruido t érmico

Si el oscilador armónico simple está en equilibrio térmico con su entorno, por

perı́odos cortos de tiempo, el sistema puede ser visto como aislado y la energı́a

del sistema es

H =
1

2
mq̇2 +

1

2
mω2

0q
2 (3.41)

Si q(t) es expandido en términos de los coeficientes de la integral de Fourier q(ω),

podemos escribir el Hamiltoniano como

H =

∫
∞

−∞

dω

∫
∞

−∞

dω′

[
1

2
m
(
ωω′ + ω2

0

)]
[q(ω)q(ω′)∗] ei(ω

′
−ω)t (3.42)

Del teorema de equipartición, el valor térmico promedio de H es 〈H〉 = kBT . Ası́

el ensemble promedio de la Ec. 3.42 es independiente de la variable temporal t y

esto sólo es posible con ω = ω′. Mediante la operación

ĺım
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dτ 〈 〉

sobre la Ec. 3.42 quedamos habilitados para la introducción apropiada de δ(ω−ω′)

por la integración temporal y la introducción de la densidad espectral Sq(ω) para

la coordenada q. La Ec. 3.36, Sq(ω) = |G(ω)|2 SF (ω), puede ser utilizada para

reemplazar Sq(ω) por la densidad espectral de la fuente. Con esas operaciones,

la expresión se reduce a

kBT = m

∫
∞

0

dω
(
ω2 + ω2

0

)
|G(ω)|2 SF (ω) (3.43)

La resolución de esta integral está detallada en el Apéndice C, encontrando ası́

una relación para la densidad espectral de la fuente térmica de la forma

SF (ω) = 2
γ

π
kBT (3.44)
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Con este resultado podemos construir una expresión para la densidad espectral

de la coordenada q

Sq(ω) =
2γ

π
kBT

1

m2 (ω2
0 − ω2)

2
+ γ2ω2

(3.45)

Sq(ω) =
2kBT

πkω0

1/Q

(1− u2)2 + (u/Q)2
(3.46)

acá el factor 2 indica que sólo estamos considerando las frecuencias positivas,

para estar acorde a un escenario experimental, ω0 es la frecuencia angular de

resonancia sin amortiguar, Q = mω0/γ es el factor de calidad, k = mω2
0 es la

rigidez del microcantilever y u = ω/ω0 es la frecuencia reducida. El resultado de

la Ec. 3.46 es el mismo que se obtiene al hacer el cálculo mediante el teorema

fluctuación disipación (FDT) [28].

3.2.4. Calibraci ón de rigidez

Hemos calculado (Ec. 3.8), sólo por condiciones geométricas y alguna carac-

terı́stica del material, que k0 = EWH3

4L3 , k0 es la constante de rigidez, E módulo de

Young del material, L, W y H son el largo, ancho y espesor del microcantilever

respectivamente. Sin embargo, determinar la rigidez sólo por la geometrı́a del mi-

crocantilever entrega valores nominales alejados del valor real, esto debido a las

condiciones geométricas que son variables y diferentes a las especificadas por

el fabricante, sobre todo por el espesor H. El uso de la Ec. 3.46 permite predecir

el espectro en frecuencia de la deflexión debido al ruido térmico considerando el

modelo mecánico de un oscilador forzado. La densidad espectral calculada tiene

una forma lorentziana con un pico en f0 = ω0

2π
, tal como se puede apreciar en la

figura 3.5. Utilizando el PSD para d (la señal que tiene fluctuaciones debido al

ruido térmico, donde 〈d〉 = 0) en la Ec. 3.47 y el principio de equipartición en la

Ec. 3.48, es posible encontrar un valor experimental para la rigidez k [21], la cual

puede ser calculada para cada modo de vibración como se vió en la Ec. 3.25

∫
∞

0

Sd(ω)dω =
〈
d2
〉
= kBT/k (3.47)

1

2
k
〈
d2
〉

=
1

2
kBT (3.48)
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PSD de la deflexion de un microcantilever
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Figura 3.5: Gráfica de la Ec. 3.46 para el modo fundamental con los parámetros
k = 0,4N/m, f0 = 11,5 kHz, T = 300K y Q ≈ 50. El factor de calidad Q se puede
tomar del ancho de la resonancia a la altura media, mientras que la rigidez k se
puede calcular de la integral de la curva utilizando el teorema de equipartición.

3.3. Aplicaci ón de la soluci ón de Euler-Bernoulli al

sistema amortiguado

La representación anterior como oscilador armónico simple (SHO, de la sigla

en inglés) para el movimiento del microcantilever es aproximadamente válida sólo

cuando estamos interesados en el primer modo o modo principal de vibración. Pe-

ro como ya vimos por la representación de Euler-Bernoulli, hay más información

en el movimiento, ésto dado por la descomposición en los modos normales de
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vibración, similar al desarrollo que vimos para la Ec. 3.26. Podemos aplicar aho-

ra una fuerza viscosa debido al fluido que rodea el microcantilever, el desarrollo

teórico utilizado es el modelo de Sader [15, 16, 27], agregando además el teore-

ma fluctuación disipación para cada modo de vibración, partimos por la ecuación

dinámica
k0
3
L3∂

4d(x, t)

∂x4
+
mc

L

∂2d(x, t)

∂t2
= fext(x, t) + ffluido(x, t) (3.49)

equivalentemente, en el espacio de Fourier

k0
3
L3d

4d(x|ω)
dx4

− mc

L
ω2d(x|ω) = fext(x|ω) + ffluido(x|ω) (3.50)

donde k0 y mc son la rigidez y masa del microcantilever, fext y ffluido son las fuer-

zas externa y del fluido por unidad de longitud, respectivamente. Cuando estas

fuerzas son cero tenemos la solución de los modos normales, resueltos anterior-

mente en la Ec. 3.24

En el modelo de Sader, se supone el movimiento del fluido como bidimensio-

nal en el plano (y, z), un segmento dx de espesor H y ancho W en la posición x

a lo largo del microcantilever es tratado como si éste tuviese una longitud infinita

a lo largo de x. Ası́, ffluido(x|ω) es vertical y depende sólo de d(x|ω)

ffluido(x|ω) =
mc

L
ω2τ(ω)d(x|ω) (3.51)

donde τ(ω) = τr(ω) + iτi(ω) es la función hidrodinámica de un microcantilever

rectangular. En el trabajo de Sader está la forma explı́cita de esta función para

cualquier tamaño del microcantilever. Para resolver la Ec. 3.50 relacionando la

deflexión d con la fuerza externa fext, proyectamos ambas variables sobre la base

de los modos normales Φn

d(x|ω) =

∞∑

n=1

βn(ω)Φn(x) (3.52)

fext(x|ω) =
1

L

∞∑

n=1

ηn(ω)Φn(x) (3.53)

Además podemos proyectar la Ec. 3.50 en la base de los modos normales Φn
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para obtener la función de transferencia 1/Gn del modo n

(
k0
3
α4
n −mcω

2[1 + τ(ω)]

)
βn(ω) = ηn(ω) (3.54)

Luego,

Gn(ω) =
ηn(ω)

βn(ω)
(3.55)

=
k0
3
α4
n −mcω

2[1 + τr(ω)]− imcω
2τi(ω) (3.56)

= kn −meff(ω)ω
2 + iγeff(ω)ω (3.57)

De acuerdo con este resultado, cada modo normal para un microcantilever su-

mergido en algún fluido se comporta como un oscilador de rigidez kn, masa

meff(ω) = mc[1 + τr(ω)] que corresponde a la masa del microcantilever más un

término inercial dado por el fluido que se encuentra a lo largo del microcantilever

y un coeficiente de amortiguación γeff(ω) = −mcωτi(ω). Si aplicamos el mismo

procedimiento anterior para encontrar la densidad espectral con esta función de

transferencia tenemos

Sβn
(ω) =

2kBT

π

γeff(ω)

(kn −meff(ω)ω2)2 + (γeff(ω)ω)2
(3.58)

Para geometrı́as razonables de un microcantilever, meff(ω) y γeff(ω) tienen lenta

variación con la frecuencia, por lo tanto, cada modo es cercano a las resonancias

de un oscilador armónico de rigidez kn masa meff(ωn) y coeficiente de amortigua-

ción γeff(ωn). En la figura 3.6 se muestra un ejemplo del modelo de Sader para

las 5 primeras resonancias de un microcantilever tı́pico. En el modelo de Sader,

la disipación es homogénea a lo largo del microcantilever, por lo tanto, el ruido

térmico actuando sobre cada modo no está correlacionado, esto implica que las

fluctuaciones de la deflexión medida en la coordenada x es la suma directa de la

contribución de cada modo

Sd(x, ω) =

∞∑

n=1

Sβn
(ω)|Φn(x)|2 (3.59)

Además, la no correlación entre los modos debido al ruido térmico nos permite
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PSD de la deflexion de un microcantilever simulado con el modelo de Sader
P

S
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Figura 3.6: Hemos graficado la Ec. 3.59 para las 5 primeras resonancias de un
microcantilever de silicio cuyas dimensiones son 450µm de largo, 50µm de ancho
y 2,0µm de espesor. Si lo comparamos con la figura 3.4 vemos que tiene un com-
portamiento muy similar, limitado sólo por el ruido de base. Las resonancias son
muy similares, pues los valores utilizados son los nominales para un microcanti-
lever como el de la figura 3.4.

ajustar cada resonancia de los espectros en frecuencia para la deflexión de forma

independiente.

3.3.1. Conclusi ón

Se ha hecho una descripción teórica del ruido de la deflexión que ajusta bien

a lo observado en los experimentos. El modelamiento de Euler Bernoulli es útil a

pesar de las dimensiones del microcantilever, sólo fue necesario agregar fenóme-

nos adicionales debido a la naturaleza misma del sistema, puesto que está inmer-
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so en un fluido y dentro del mismo microcantilever existen efectos disipativos de

energı́a que a la escala del sistema utilizado produce efectos del orden de la

energı́a térmica, mostrando movimientos o fluctuaciones que son detectables por

nuestro interferómetro. La Ec. 3.58 en conjunto con el teorema de equipartición

de la energı́a permiten calcular un valor experimental de la rigidez para cada mo-

do de vibración, hecho importante para tener una buena calibración, ya que por

lo general, los fabricantes de microcantilevers adjuntan una hoja de datos donde

el valor de la constante de rigidez del primer modo no está para nada bien aco-

tada, sino que varı́a a lo menos en un orden de magnitud. Las dimensiones un

tanto diferentes entre cada microcantilever de un mismo modelo y marca hacen

que sea necesario realizar esta calibración, pues la dimensión más crı́tica es el

espesor H y por ser muy delgado puede generar grandes diferencias sólo con un

∆H = 1µm, donde además k0 es proporcional a H3.



Capı́tulo 4

Electr ónica de retroalimentaci ón

El interferómetro por sı́ solo (más un sistema de adquisición de datos) es su-

ficiente para medir la deflexión del microcantilever en experimentos donde se re-

quiere medir fuerzas respecto de una distancia. Para realizar tareas de microsco-

pia de fuerzas atómicas se requieren imágenes, donde ya sea en modo contacto

o modo dinámico se debe hacer un control sobre la posición de la plataforma que

soporta a la muestra. Este control se realiza mediante un sistema de retroalimen-

tación entre la deflexión del microcantilever y la posición del soporte de la mues-

tra. En este capı́tulo se describe una posible electrónica de acondicionamiento

de las salidas del interferómetro para realizar esa tarea de retroalimentación que

controla la posición de la muestra.

4.1. Problema inicial

En nuestros experimentos hemos evaluado un circuito electrónico para obte-

ner una señal de retroalimentación que se utiliza en modo contacto o de fuer-

za constante. La principal dificultad para obtener esta información está en las

señales de salida de nuestro instrumento, pues inicialmente tenemos 4 canales

que son procesados por software, de donde finalmente se calcula la deflexión (ex-

plicado en el capı́tulo dedicado al interferómetro) y necesitamos sólo una señal de

retroalimentación. Es posible calcular analógicamente los contrastes, pues son

sumas, restas y divisiones realizables con electrónica dedicada a operaciones

aritméticas como el multiplicador analógico (Analog Devices, AD734) utilizado

49
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por nosotros, esto permite reducir las señales a 2

C1a = 10V
I1A − I1B
I1A + I1B

= B1 cosϕ+ b1 (4.1)

C2a = 10V
I2A − I2B
I2A + I2B

= B2 sin(ϕ+ ψ) + b2 (4.2)

Estas ecuaciones son equivalentes a los contrastes digitales de las Ecs. 2.10

y 2.11, donde además los parámetros son

− B1 y B2 amplitudes no ideales (< 10V)

− b1 y b2 centro de la elipse (idealmente (0V, 0V))

− ψ rotación de la elipse (idealmente 0)

Una opción rápida puede ser utilizar sólo una de las señales de contraste, pe-

ro el problema está en que la sensibilidad de cada contraste depende del punto

de trabajo sobre la elipse formada por los contrastes en eje x y eje y, por ejem-

plo, si ϕ ∼ 0, C2a ∼ sinϕ ∼ ϕ lo cual es bueno, pero C1a ∼ cosϕ ∼ 1 − ϕ2/2

lo cual serı́a inadecuado, esto hace que debamos definir el cero y sintonizarlo

ópticamente para obtener la mejor sensibilidad y por consiguiente, una tolerancia

a las desviaciones o corrimientos limitada a algún pequeño rango alrededor de

este punto de trabajo.

4.2. Principio para una soluci ón de retroalimenta-

ci ón

Para lograr la retroalimentación adecuada presentamos una solución basada

en el procesamiento electrónico de ambas señales de contraste, la idea básica

es utilizar una expresión en el campo de los complejos para las Ecs. 2.8 y 2.9

C = C1 + iC2 = cosϕ+ i sinϕ = eiϕ (4.3)
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Y hacemos pequeñas variaciones de ϕ alrededor de un valor ϕ0, si escribimos

ϕ = ϕ0 + δϕ y Cn = C0
n + δCn, tenemos

C1 + iC2 = eiϕ (4.4)

C0
1 + δC1 + i

(
C0

2 + δC2

)
= ei(ϕ0+δϕ) (4.5)

C0
1 + iC0

2 + δC1 + iδC2 = (1 + iδϕ)eiϕ0 (4.6)

Como C0
1 + iC0

2 = eiϕ0 podemos despejar una expresión para δϕ desde la Ec. 4.6

iδϕ = e−iϕ0(δC1 + iδC2) (4.7)

iδϕ = (δC1 + iδC2)(C
0
1 − iC0

2 ) (4.8)

δϕ = C0
1δC2 − C0

2δC1 (4.9)

= C0
1

(
C2 − C0

2

)
− C0

2

(
C1 − C0

1

)
(4.10)

δϕ = C0
1C2 − C0

2C1 (4.11)

La Ec. 4.11 se puede obtener analógicamente y usar como señal de retroalimen-

tación cuidando los otros parámetros de las Ecs. 4.1 y 4.2 (los contrastes).

El primer paso es ajustar los pequeños offsets a cero (b1 y b2), ubicando lo

mejor posible los fotodetectores con un algoritmo de ajuste en tiempo real de la

elipse durante la alineación, se debe procurar que la óptica esté tan centrada

como sea posible y eventualmente, corregir el error remanente electrónicamente.

Luego las Ecs. 4.1 y 4.2 se reducen a

C1a = B1 cosϕ (4.12)

C2a = B2 sin(ϕ+ ψ) (4.13)

4.3. Retroalimentaci ón para modo contacto

Para configurar el sistema de retroalimentación se debe definir una posición

de referencia para el microcantilever (un set-point de la deflexión) correspondiente

a una fase que llamamos ϕRST. Luego se almacena el valor de los contrastes en

esta posición inicial CRST
na (n = 1, 2) en un dispositivo de muestreo y retención.

Basándonos en la Ec. 4.11 podemos producir un voltaje UR como resultado de
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esa operación matemática con electrónica analógica1

UR =
1

10V

(
CRST

1a C2a − C1aC
RST
2a

)
(4.14)

Usamos las Ecs. 4.12, 4.13 y 4.14 para calcular la relación explı́cita entre el voltaje

de retroalimentación y los parámetros del interferómetro

CRST
1a C2a − C1aC

RST
2a = B1B2 [cosϕRST sin(ϕ+ ψ)

− cosϕ sin(ϕRST + ψ)] (4.15)

UR =
B1B2

10V
cosψ sin(ϕ− ϕRST) (4.16)

Al final tenemos una señal UR ∝ sin(ϕ−ϕRST ) ∼ ϕ−ϕRST , cuando |ϕ− ϕRST | ≪ 1,

esta señal se puede usar como señal de retroalimentación.

4.4. Prueba de la electr ónica de retroalimentaci ón

El dispositivo electrónico utilizado para hacer las relaciones matemáticas de

la Ec. 4.14 ha sido desarrollado en los talleres de electrónica de la ENS de Lyon,

basado en el multiplicador analógico AD734 antes mencionado. Como nuestro

objetivo es evaluar la electrónica para la retroalimentación no fue posible usar

un microcantilever como el objeto que produce las diferencias de fase entre los

laser que interfieren, puesto que no podemos acceder a todas las frecuencias

que queremos medir, esto por el comportamiento mecánico del microcantilever.

En su lugar, hemos utilizado un generador de funciones arbitrarias (Agilent, ar-

bitrary waveform generator 33522A) con el que simulamos los contrastes de las

Ecs. 4.12 y 4.13, donde se supone una deflexión sinusoidal d0 sinωt del micro-

cantilever produciendo una fase del tipo

ϕ =
4π

λ
(z0 + d0 sinωt) = ϕ0 +

4π

λ
d0 sinωt (4.17)

donde λ es la longitud de onda del laser, ϕ0 es un equivalente a la suma de todas

las constantes que producen diferencias de camino óptico entre el rayo de prueba

1En la práctica, el dispositivo electrónico aplica un factor 1/10V para el producto de las señales
de entrada, ası́ que UR tiene un valor máximo de 10V.
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y el de referencia, por ejemplo, al interior de la calcita o la diferencia en el punto

de reflexión entre el chip y el microcantilever (ver figura 2.6). Se ha explorado un

rango de frecuencias desde 1 kHz hasta 1MHz. El comportamiento del dispositivo

se ha analizado graficando la ganancia en función de las frecuencias, conside-

rando diferentes amplitudes B1, B2 para los contrastes y diferentes amplitudes d0
para la deflexión, también se consideró hacer variaciones en los parámetros ψ y

ϕ0.

Para calcular las ganancias hemos ajustado los voltajes de salida del disposi-

tivo (UR) a una función linealizada

ŨR = GRd0 sin(ωt+ φR) (4.18)

linealizando la Ec. 4.16 uno obtiene que, idealmente,

GR =
B1B2

10V
cosψ

4π

λ
(4.19)

φR = 0 (4.20)

Debemos destacar que el parámetro z0 al ser ajustado por ϕRST

ϕRST =
4π

λ
z0 = ϕ0 (4.21)

no aparece.

En lo que sigue vamos a probar la validez de esta aproximación, estudiando

GR y φR con respecto a la frecuencia y los parámetros de la elipse y del forza-

miento.

4.4.1. Dependencia en ϕ0 y d0

Para ir observando el comportamiento de la señal de retroalimentación hemos

dividido el problema en términos de los parámetros a controlar, se han conside-

rado los parámetros fijos B1 = B2 = 3V y ψ = 0.

Como el término ϕ0 sólo impone la fase inicial del movimiento no tiene ninguna

relevancia al ser controlado por ϕRST, se han realizado varias pruebas con distin-

tas fases iniciales, resultando las mismas curvas, es decir, al mirar las curvas de

ganancia no hay forma de observar efectos de la fase inicial del movimiento (ver
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figura 4.1). En la misma figura, se puede observar además que las frecuencias

óptimas para utilizar el dispositivo van del continuo a los 100 kHz.

Al contrario de los efectos de ϕ0, como se puede ver en la figura 4.1, existe una

diferencia en la ganancia producto de la no linealidad que existe para diferentes

amplitudes de la deflexión, esto puede ser corregido agregando un factor a la

función GR de la forma

GR =
B1B2

10V
g

(
4π

λ
d0

)
4π

λ
cosψ (4.22)

donde g es una función dependiente del argumento de la sinusoidal linealizada.

A primer orden significativo en d0 tenemos, según la Ec. 4.16, que

g(ǫ) = 1− ǫ2

8
(4.23)

Para ajustar alguna forma definida a la función g
(
4π
λ
d0
)

realizamos una secuencia

de d0 desde 1 nm hasta 50 nm uno por uno a una frecuencia fija de 10 kHz. El ajuste

de los datos se ha realizado con una función del tipo a− bx2 con

a = 0,9844± 0,0003

b = 0,1213± 0,0006 (4.24)

corroborando que estos valores están muy cerca del modelo (ver figura 4.2). Si

aplicamos este factor de corrección las ganancias son las mismas independiente

de la amplitud de la deflexión como se ve en la Fig. 4.3.

4.4.2. Dependencia en B1 y B2

Al cambiar la amplitud de los contrastes (B1 y B2), podemos ver que GR se ve

inmediatamente afectado, pues es proporcional al producto de ambos contrastes

(ver Ec. 4.22), el efecto se ve claramente en la figura 4.4 donde se han elegido

3 amplitudes diferentes de 1,0; 3,0 y 4,8V. Esto se traduce a probar distintos ta-

maños en la elipse de los contrastes, que a su vez significa probar situaciones

donde se tiene mejor o peor ganancia, por ejemplo, microcantilevers con mejor o

peor reflectividad.
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Figura 4.1: Para unos contrastes de amplitud B1 = B2 = 3V podemos observar
que las ganancias se agrupan dependiendo de la amplitud del movimiento del
microcantilever, donde d10, d30 y d50 representan las amplitudes de deflexión d0 de
10, 30 y 50 nm respectivamente. Cada amplitud de deflexión d0 ha sido medida a
diferentes fases iniciales ϕ0 para las que no se observa efectos significativos.
Se observa además un comportamiento homogéneo hasta una frecuencia de
100 kHz.
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Figura 4.2: Función de no linealidad g medida a baja frecuencia (10 kHz). El fac-
tor 10V del multiplicador analógico se observa un poco atenuado al valor 9,844V
según la gráfica. Esto se debe a la electrónica adicional y del mismo chip multi-
plicador.
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Figura 4.3: Al aplicar la función de corrección g con los parámetros calculados
en la Ec. 4.24 se ha logrado una respuesta independiente de la amplitud de la
deflexión a baja frecuencia. Las amplitudes de deflexión utilizadas son las mismas
que en la figura 4.1.
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B1 = B2 = 4,8V
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B1 = B2 = 1,0V
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Figura 4.4: Se han medido las ganancias para diferentes amplitudes de contras-
tes B1 y B2 de valores 1,0 ; 3,0 y 4,8 V, se observa claramente la dependencia,
además se ha utilizado la función de corrección g para las mismas amplitudes
de deflexión d0 de 10, 30 y 50 nm, no es posible notar diferencias a causa de d0
debido al correcto funcionamiento de la corrección impuesta.
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Normalización de la ganancia
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Figura 4.5: Se ha logrado una respuesta normalizada en la ganancia para dis-
tintas amplitudes de contraste de 1,0 ; 3,0 y 4,8V, a la vez que cada una tiene
diferentes amplitudes de la deflexión de 10, 30 y 50 nm, donde además hay dis-
tintas fases iniciales para cada grupo. Es posible observar una ganancia pareja
para todas las condiciones hasta una frecuencia de 100 kHz

Luego, si dividimos la ganancia por el factor B1B2, esto debiese ajustar todas

las curvas para una ganancia independiente de la amplitud de los contrastes, tal

como se observa en la figura 4.5.

4.4.3. Dependencia en ψ

Otra medición interesante fue la capacidad de la electrónica para seguir la

elipse con un término de cuadratura (ψ) distinto de cero. De la Ec. 4.22 podemos

despejar el término trigonométrico, de donde obtenemos la Ec. 4.25 al considerar

la función g(d0) que ya calculamos en la figura 4.2 y se detalla en la Ec. 4.23,
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Figura 4.6: Probamos diferentes valores para el parámetro de cuadratura ψ. Los
cı́rculos representan los valores experimentales y la lı́nea un ajuste para una
función módulo de coseno, pues esto de acuerdo a la Ec. 4.25 debiese ajustar
a un coseno de amplitud unitaria. El término g hace referencia a la función de
linealización calculada anteriormente, en este caso tiene un valor g = 0,94 para
una amplitud de deflexión d0 =30 nm.

si además consideramos sólo las amplitudes de las señales debemos calcular

entonces un valor absoluto.

|cosψ| = GR10Vλ

4πg(d0)B1B2
(4.25)

Esto significa rotar y cambiar aspectos geométricos de la elipse de contrastes.

Los parámetros utilizados fueron B1 =3 V, B2 =4V, una frecuencia de la deflexión

de 10 kHz, una amplitud de deflexión de 30 nm, un valor de g = 0,94 y una fase

inicial ϕ0 = 0, los resultados se muestran en la figura 4.6.
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4.5. Conclusi ón

De acuerdo con estos resultados, nuestro dispositivo electrónico para la retro-

alimentación puede trabajar hasta frecuencias alrededor de 100 kHz que es sufi-

ciente para mediciones de fuerza constante o modo contacto, probándose tam-

bién su correcto funcionamiento para amplitudes hasta 50 nm en la deflexión del

microcantilever. Además, puede detectar bajas amplitudes en los contrastes para

microcantilevers de baja reflectividad y es capaz de seguir la señal de cuadratu-

ra en caso que la cuadratura no sea perfecta. Sólo se requiere que las señales

tengan un offset nulo, que de no ser posible de eliminar con la alineación de la

óptica se puede hacer electrónicamente.
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Mejoras en resoluci ón

En la figura 3.4 de la densidad espectral de potencia (PSD) de un microcanti-

lever se puede notar que el ruido de fondo sobre el que se observan las resonan-

cias es del orden de 10−14m/
√
Hz. Este fondo se debe al ruido propio del sistema

de detección, el cual no ha sido posible anular, pero sı́ disminuir hasta el orden

de 10−15m/
√
Hz. Esto se logró aumentando la potencia del laser utilizado para la

medición interferométrica.

En este capı́tulo vamos a analizar las fuentes de ruido del sistema de de-

tección y describir como logramos bajar este ruido utilizando un laser DPSS de

532 nm (Spectra Physics, Excelsior).

5.1. Ruidos presentes en el sistema de detecci ón

Para iniciar nuestro análisis suponemos un ruido mecánico controlado o al

menos bien caracterizado, de modo que no es un tema a discutir en este capı́tu-

lo. Las fuentes principales de ruido identificables en el sistema de detección son

el ruido de corriente oscura (dark current) en los fotodiodos del interferómetro, el

ruido de Johnson o ruido térmico del amplificador de corriente, el ruido electróni-

co del amplificador operacional utilizado y el ruido de disparo (shot noise) de los

fotodiododos. Para un análisis más detallado de estas fuentes de ruido es reco-

mendable ver la referencia [13] y las notas técnicas del mismo fabricante de los

fotodiodos utilizados, OSI Optoelectronics [2]. Vamos a comparar estos ruidos,

estimando por cada fuente su contribución a la PSD de la corriente amplificada.

62
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5.1.1. Ruido de corriente oscura

El ruido de corriente oscura se debe a la emisión de electrones desde el foto-

diodo aún en ausencia total de luz, esto debido a la radiación de fondo más carac-

terı́sticas propias del semiconductor, para el modelo de fotodiodo utilizado (OSI

Optoelectronics, SPOT-2DMI) la corriente oscura es del orden de 1 nA. Además

la potencia equivalente en ruido (NEP ) nos permite saber que potencia de luz

es equivalente a una señal sólo de ruido en el fotodiodo. Para nuestro dispositivo

el NEP tiene un valor de 6× 10
−
15W/

√
Hz, para saber en términos de corriente

debemos multiplicar por la responsividad de los fotodiodos (valor dependiente de

la longitud de onda utilizada), dando un valor

Sco ≈ 4× 10−30A2/Hz (5.1)

5.1.2. Ruido Johnson

El ruido Johnson o ruido térmico del amplificador de corriente ocurre en la

transimpedancia (resistencia de retroalimentación del amplificador operacional

que convierte la fotocorriente en voltaje), la expresión de este ruido y el valor

aproximado según nuestro montaje es

S633
J =

4kBT

R
≈ 1,66× 10

−25A2/Hz con λ = 633 nm (5.2)

S532
J =

4kBT

R
≈ 2,96× 10

−24A2/Hz con λ = 532 nm (5.3)

Las diferencias con λ = 633 nm y λ = 532 nm se deben a la resistencia R de la

transimpedancia que es diferente en cada caso, para el laser de 633 nm tiene un

valor de 100 kΩ y para el de 532 nm R vale 5,6 kΩ.



Capı́tulo 5. Mejoras en resolución 64

5.1.3. Ruido del amplificador operacional

El ruido en voltaje del amplificador operacional (Analog Devices, AD8067) es

de 6,6 nV/
√
Hz según datos del fabricante, esto equivale a un ruido de

S633
VAO

= 4,36× 10−27A2/Hz λ@633 nm (5.4)

S532
VAO

= 1,39× 10−24A2/Hz λ@532 nm (5.5)

Por otro lado, el ruido en corriente propiamente tal, está especificado como

SIAO
= 3,60× 10−31A2/Hz (5.6)

5.1.4. Shot noise

Por último, está el ruido de disparo, esto debido a que la carga eléctrica es

discreta. El ruido de disparo es proporcional a la corriente eléctrica I de la señal

SSN = 2eI (5.7)

donde e es la carga del electrón. En nuestro caso las corrientes obtenidas son del

orden de

I633 ≈ 10µA λ@633nm (5.8)

I532 ≈ 200µA λ@532nm (5.9)

y con estas corrientes calculamos los PSD del shot noise

S633
I = 3,20× 10

−24A2/Hz λ@633 nm (5.10)

S532
I = 6,41× 10

−23A2/Hz λ@532 nm (5.11)

5.1.5. Balance sobre los ruidos presentes

Al comparar estos valores obtenidos para los ruidos identificados podemos

concluir que el efecto mayor se debe al ruido de disparo o shot noise, que viene

dado por la misma corriente de la señal. Este es entonces el limitante para el ruido
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base de los espectros tomados para medir las resonancias del microcantilever.

Con el objetivo de lograr mejor resolución en la capacidad de detectar deflexiones

de nuestro instrumento, se ha trabajado especı́ficamente en disminuir este ruido.

5.2. Ruido de disparo o shot noise

5.2.1. Fundamentos

La figura 5.1 muestra un espectro de ruido térmico de un microcantilever a la

cual le queremos disminuir el ruido base, que en este caso es el ruido de disparo

o shot noise, por su nombre en inglés. El shot noise es el ruido producido por los

fotodiodos debido a que la carga eléctrica es discreta, pues los fotodiodos liberan

electrones cuya cantidad depende de cuanta luz está incidiendo en la superficie

del sensor, un primer estudio de este fenómeno es atribuido a Schottky en el año

1918 y es muy común encontrar discusiones o como ejemplo en distintos textos

de mecánica estadı́stica, instrumentación electrónica y óptica [13, 20, 23].

Una expresión para la densidad espectral de potencia del shot noise es obte-

nida por la derivación de Van der Ziel (1950) [4]. En primer lugar, se define una

corriente I como un número n de electrones pasando por un punto durante un

intervalo de tiempo τ ,

I =
ne

τ
(5.12)

y la corriente promedio en el tiempo 〈I〉 se relaciona con el número promedio en

el tiempo 〈n〉 como

〈I〉 = 〈n〉 e
τ

(5.13)

Si asumimos que el transporte de electrones es un proceso aleatorio que si-

gue una estadı́stica de Poisson, tenemos una varianza de σ2 = 〈n〉 (o una des-

viación estándar σ =
√

〈n〉),

σ2 = 〈n− 〈n〉〉2 =
〈
n2
〉
− 〈n〉2 = 〈n〉 (5.14)

que nos da una relación entre la fluctuación cuadrática media 〈n2〉 y el número

promedio 〈n〉. Para describir el shot noise estamos interesados en las fluctuacio-
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Figura 5.1: En el espectro de ruido se puede identificar fácilmente una región a
baja frecuencia que va como 1/f relacionada con la viscoelasticidad del recu-
brimiento del microcantilever [25] (tema no tratado en este trabajo), resonancias
que corresponden a los modos propios del microcantilever (Nanosensors, PPP-
ContPt con recubrimiento de platino iridio) y un ruido de fondo limitado por el shot
noise de los fotodiodos del interferómetro. Se ha utilizado un laser de HeNe (CVI
Melles Griot, 05-LHP-691) con una potencia de salida de 3,5mW. Esta medición
ha sido tomada en aire y sin ninguna aislación del ambiente. La potencia enfoca-
da en el microcantilever es de 0,5mW. Este es el punto de partida tomado como
referencia en la búsqueda de disminuir el shot noise.
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nes medias de la corriente,

〈
∆I2

〉
=
〈
I2
〉
− 〈I〉2 =

〈(ne
τ

)2〉
−
〈ne
τ

〉2
(5.15)

Insertando las fluctuaciones cuadráticas 〈n2〉 (Ec. 5.14) y la corriente media

(Ec. 5.13) en la Ec. 5.15, encontramos que,

〈
∆I2

〉
=

〈n2〉 e2
τ 2

− 〈n〉2 e2
τ 2

= 〈n〉 e
2

τ 2
= 〈I〉 e

τ
(5.16)

lo que significa que la raı́z cuadrática media de las fluctuaciones irms de la co-

rriente (el shot noise) es proporcional a la raı́z cuadrada de la corriente media

〈I〉,

irms =
√

〈∆I2〉 =
√
e 〈I〉
τ

(5.17)

Para obtener el espectro de potencia S(f) del shot noise, tenemos que relacionar

la escala de tiempo τ con la frecuencia f . Podemos definir la corriente en un

circuito RCL como una superposición de picos de corriente (parametrizados con

funciones δ) resultado de electrones individuales que llegan en tiempos aleatorios

tj ,

I(τ) =
∑

j

eδ(t− tj) (5.18)

Este perfil temporal I(t) contiene fluctuaciones aleatorias de pulsos muy cortos

(funciones δ). La duración τ de un pulso de corriente puede ser definido por la

función de autocorrelación RI(t),

RI(t) = ĺım
τ→∞

1

τ

∫ τ/2

−τ/2

I(t′)I(t+ t′) dt′ (5.19)

El teorema de Wiener-Khintchine [18] postula que la densidad espectral de

potencia SI(f) de un proceso aleatorio estacionario es la transformada de Fourier

de la correspondiente función de autocorrelación R(t),

SI(f) = 2

∫
∞

−∞

RI(t)e
−i2πft dt, (5.20)

donde SI(f) es la densidad espectral de potencia de un solo lado (conducente a
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un factor 2 delante de la integral).

Aplicando la función de autocorrelación RI(t) (Ec. 5.19) a los pulsos de co-

rriente con formas de función δ (Ec. 5.18) tenemos,

RI(t) = ĺım
τ→∞

e2

τ

∑

k

∑

k′

∫ τ/2

−τ/2

δ(t′ − t′k)δ(t+ t′ − t′k′) dt
′ (5.21)

RI(t) = ĺım
τ→∞

e2

τ

∑

k

∑

k′

δ(t′k − t′k′ + t) (5.22)

La suma sobre t′k = t′k′ contribuye δ(t) para N valores de t′k en el rango de −τ/2 <
t′k < τ/2, mientras que las contribuciones de t′k 6= t′k′ son nulas para valores

distribuidos aleatoriamente, luego usando N/τ = 〈I〉 /e,

RI(t) = ĺım
τ→∞

Ne2

τ
δ(t) (5.23)

RI(t) = 〈I〉 eδ(t) (5.24)

La transformada de Fourier de esta función de autocorrelación RI(t) produce lue-

go el espectro de potencia SI(f) de acuerdo con el teorema de Wiener-Khintchine

(Ec. 5.20),

SI(f) = 2e 〈I〉 (5.25)

el cual es el teorema de Schottky, que postula que el espectro del shot noi-

se es una constante y se extiende uniformemente sobre todas las frecuencias,

fenómeno que también es llamado espectro de ruido blanco.

Se debe hacer notar que este resultado aplica a pulsos muy cortos caracte-

rizados como funciones delta. Si relacionamos el intervalo de tiempo τ con la

frecuencia de muestreo de Nyquist, ∆f = 1/2τ , vemos (con la Ec. 5.17) que la

densidad espectral de potencia corresponde a las fluctuaciones de corriente rms

i2rms por unidad de ancho de banda ∆f ,

SI(f) = 2e 〈I〉 = 2i2rmsτ =
i2rms

∆f
(5.26)
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5.2.2. Ruido en los contrastes debido al shot noise

Debemos recordar del capı́tulo referente al interferómetro, que los fotodiodos

utilizados son segmentados y lo que hacemos es calcular el contraste en el par

de segmentos de cada dispositivo, como indican las Ecs. 2.8 y 2.9. Utilizando

la misma notación del capı́tulo del interferómetro, definimos IA y IB como las

fotocorrientes de cada segmento en un fotodiodo segmentado de 2 cuadrantes

y suponemos que todo está fijo (no hay variaciones de camino entre el rayo de

prueba y el de referencia).

El contraste experimental, calculado como

CE =
IA − IB
IA + IB

(5.27)

tiene ruido debido a los propios de cada fotocorriente [24], entonces

∆CE = ∆

(
IA − IB
IA + IB

)
(5.28)

∆CE =
2IB∆IA − 2IA∆IB

(IA + IB)2
(5.29)

luego las fluctuaciones son

〈
∆C2

E

〉
=

〈
(2IB∆IA − 2IA∆IB)

2

(IA + IB)4

〉
(5.30)

=
4I2B 〈∆I2A〉+ 4I2A 〈∆I2B〉 − 8IAIB✘✘✘✘✘✘✿ 0

〈∆IA∆IB〉
(IA + IB)4

(5.31)

〈
∆C2

E

〉
=

8I2BeIA + 8I2AeIB
(IA + IB)4

(5.32)

=
8eIAIB

(IA + IB)3
(5.33)

donde se ha considerado que el término 〈∆IA∆IB〉 es nulo porque no hay co-

rrelación entre el ruido de IA y IB. Por otro lado, hemos utilizado el hecho que

〈∆I2n〉 = 2eIn donde n = A,B, esto de la Ec. 5.26 sobre el shot noise y se ha

reemplazado en la Ec. 5.33. La Ec. 5.33 se puede reescribir en términos de la
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suma S = IA + IB y la diferencia D = IA − IB de las corrientes, quedando como

〈
∆C2

E

〉
= 2e

S2 −D2

S3
=

2e

S
(1− C2

E) (5.34)

De acuerdo a la forma de calcular la deflexión podemos relacionar el ruido del

contraste con el ruido de la deflexión, luego de la Ec. 2.1 y la Ec. 4.9 podemos

escribir

∆d =

(
λ

4π

)
∆ϕ =

(
λ

4π

)
(C1∆C2 − C2∆C1) (5.35)

Si escribimos C1 y C2 en términos de los contrastes medidos y utilizamos las

Ecs. 2.10 y 2.11 sin considerar los términos de offset (que siempre pueden ser

eliminados electrónicamente), tenemos que

C1 =
C1E

A1

(5.36)

C2 =

(
C2E

A2

− C1E

A1

sinψ

)
1

cosψ
(5.37)

luego los ruidos de C1 y C2 quedan como

∆C1 =
∆C1E

A1

(5.38)

∆C2 =

(
∆C2E

A2

− ∆C1E

A1

sinψ

)
(5.39)

y reemplazamos en los términos cruzados de los contrastes en ∆d

C1∆C2 − C2∆C1 =
C1E

A1

(
∆C2E

A2
−

✟
✟
✟
✟
✟
✟✟∆C1E

A1
sinψ

)
1

cosψ

−
(
C2E

A2

−
✟
✟
✟
✟
✟✟C1E

A1

sinψ

)
1

cosψ

∆C1E

A1

=
1

A1A2 cosψ
(C1E∆C2E − C2E∆C1E) (5.40)

luego

∆d =

(
λ

4π

)
1

A1A2 cosψ
(C1E∆C2E − C2E∆C1E) (5.41)

Ası́, las fluctuaciones aparentes de la deflexión que se deban al shot noise se

obtienen usando las Ecs. 5.34 y 5.41, se debe notar además que 〈∆C1E∆C2E〉 =
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0. Las fluctuaciones quedan como

〈
∆d2

〉
=

(
λ

4πA1A2 cosψ

)2{
C2

1E

2e

S2

(
1− C2

2E

)
+ C2

2E

2e

S1

(
1− C2

1E

)}
(5.42)

Volviendo a las Ecs. 2.10 y 2.11 para una fase ϕ0 y sin considerar los offset,

tenemos

C1E = A1 cosϕ0 (5.43)

C2E = A2 sin(ϕ0 + ψ) (5.44)

y reemplazamos en la Ec. 5.42

〈
∆d2

〉
= 2e

(
λ

4π cosψ

)2 [
1

S2

cos2 ϕ0

(
1

A2
2

− sin2(ϕ0 + ψ)

)

+
1

S1
sin2(ϕ0 + ψ)

(
1

A2
1

− cos2 ϕ0

)]
(5.45)

Con esta información podemos ajustar parámetros para minimizar el ruido de la

deflexión 〈∆d2〉, se debe disminuir la longitud de onda λ del laser utilizado, au-

mentar la amplitud de los contrastes A1 y A2, minimizar el término de cuadratura

ψ y aumentar la intensidad del laser utilizado para aumentar los valores de S1 y

S2. Una visualización más directa se puede obtener al elegir un valor determinado

de ϕ0

con ϕ0 = −ψ :

〈
d2
〉

= 2e

(
λ

4π

)2
1

S2

1

A2
2

(5.46)

con ϕ0 = π/2 :

〈
d2
〉

= 2e

(
λ

4π

)2
1

S1

1

A2
1

(5.47)

Asumiendo que otro valor de ϕ0 producirá un efecto similar y determinado por

estos 2 valores extremos.
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Figura 5.2: Hemos dispuesto un sistema de filtros de manera tal que podamos ir
cambiando la intensidad del laser utilizado, los dispositivos son L laser, NDF filtro
utilizado, OI aislador óptico, FC acoplamiento para fibra óptica, FO fibra óptica, IC
interferómetro

5.3. Pruebas de potencia sobre el microcantilever

Para verificar si nuestro sistema se comporta como indica la Ec. 5.45 hemos

utilizado un laser Spectra Physics, modelo Excelsior de 532 nm y 100mW de po-

tencia de salida, además se ha montado un sistema de filtros neutros (Thorlabs,

NEK01) como se muestra en la figura 5.2 de manera que podamos cambiar la

intensidad del laser utilizado de forma totalmente pasiva, evitando ası́ cualquier

ruido electrónico adicional que pueda ser inducido si utilizamos algún sistema

activo u ópticamente más complejo.

Con la configuración indicada en la figura 5.2 hemos probado 5 filtros diferen-

tes, además de calcular aproximadamente la potencia con que enfoca el rayo del

microcantilever, en la figura 5.3 podemos ver los espectros de ruido térmico para

cada potencia utilizada.

Para hacer un análisis cuantitativo hemos graficado el valor del ruido de fondo,

debido al shot noise, versus la intensidad total aplicada sobre los fotodiodos en

la figura 5.4. Es pertinente indicar además que hay un diafragma antes de los

fotodiodos, esto se utiliza para ayudar a mejorar el contraste de la señal cuando

los rayos no convergen del todo, reduciendo ası́ los efectos de la luz que no hace

interferencia en los fotodiodos.

De acuerdo a la Ec. 5.45, el ruido por shot noise debe disminuir como el in-

verso de la potencia utilizada, sin embargo, como podemos ver en la figura 5.4, la

disminución del ruido tiene una razón de cambio más acentuada a potencias más

bajas y en la potencia más alta se ve algo similar a lo predicho por la Ec. 5.45.
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Figura 5.3: Probamos varios PSD para distintas potencias aplicadas sobre el mi-
crocantilever (Nanosensors, PPP-ContPt). El microcantilever utilizado tiene un re-
cubrimiento de Platino Iridio (PtIr) cuya propiedad es tener una alta reflectividad.
Estas mediciones han sido obtenidas en aire, sin ningún tipo de protección para
el ruido ambiental.
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Ruido de fondo atribuido al shot noise
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Figura 5.4: Se ha tomado el valor de fondo de los espectros de ruido térmico y
graficamos en función de la potencia utilizada, en principio se espera una pen-
diente que va inverso a la potencia utilizada (es decir, ∝ P−1 como la lı́nea roja,
donde la pendiente es m = −1), como se observa en las potencias más altas, sin
embargo, a potencias más bajas la pendiente es mayor (∝ P−2 como se ve en la
lı́nea verde, donde la pendiente es m = −2).
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En principio, podemos atribuir este efecto a luz remanente que no hace interfe-

rencia, pero sı́ llega a los fotodiodos, aportando una cantidad de luz constante y

que luego de aumentar la potencia a valores más altos tiende a saturar la parte

remanente, percibiendo sólo los efectos del cambio de potencia. Esto se ve en

el experimento al observar un cambio de los diámetros de la elipse de contras-

tes, que a medida que la potencia aplicada es mayor, tiende hacia un valor fijo,

confirmando la hipótesis de una luz remanente que no hace interferencias. En las

Ecs. 5.46 y 5.47 corresponde al contraste máximo A1 o A2 que a su vez dependen

de la intensidad S1 o S2, como A1 y A2 mejoran con una potencia más alta, eso

explica que el ruido de fondo caiga, inicialmente, más rápido que el inverso de la

potencia.

5.4. Conclusi ón

Hemos logrado mejorar la resolución en un orden de magnitud, partiendo des-

de 3,5× 10−14m/
√
Hz como se ve en la figura 5.1 llegando a 3,5× 10−15m/

√
Hz

como se vió en la figura 5.3, esto se ha logrado cambiando la longitud de onda

del laser utilizado desde los 633 nm a los 532 nm y cambiando la potencia de sa-

lida desde los 3,5mW a los 100mW. La forma en que se produce la disminución

del shot noise es proporcional al inverso del cuadrado de la potencia del laser

para potencias bajas, sin embargo, esto satura a potencias más altas llegando al

comportamiento esperado, es decir, que disminuye proporcional al inverso de la

potencia, según lo descrito por la Ec. 5.45.



Capı́tulo 6

Efectos sobre el microcantilever

debido a calentamiento por laser

Hasta ahora hemos concentrado nuestra atención en el comportamiento del

microcantilever y la mejora en resolución para la detección de la deflexión de

éste. Ası́, hemos logrado llegar a una resolución del orden de los femtometros

como ya se mostró anteriormente. Sin embargo, para lograr esta resolución ha

sido necesario aumentar la potencia del laser utilizado en alrededor de 2 órdenes

de magnitud. Como consecuencia de utilizar un rayo más potente, se ha observa-

do un fenómeno que hasta el momento no ha sido bien caracterizado (al menos

por la literatura actual). En este capı́tulo se describe un fenómeno de corrimiento

en las frecuencias de resonancia del microcantilever. Este efecto ha sido posible

observarlo en distintas configuraciones de tamaño y recubrimientos. Se ha res-

ponsabilizado de este fenómeno a efectos térmicos inducidos por calentamiento

del microcantilever partiendo desde el punto donde se refleja el laser [3].

6.1. Observaciones experimentales

Durante los experimentos que se hicieron para mejorar la resolución del inter-

ferómetro, hemos trabajado con un set de filtros de densidad neutra para comen-

zar con una potencia muy baja (se atenuó la potencia del laser directamente a

su salida en un factor 10) y luego se incrementó la potencia cambiando por unos

filtros menos densos de forma progresiva. Este procedimiento tuvo inicialmente 2

76
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objetivos, cuantificar cómo cambia el shot noise al variar la potencia del laser y

determinar si al pasar cierto umbral de potencia, el microcantilever pudiese sufrir

algún daño. Como no se tuvo ningún inconveniente evidente a primera vista, se

logró llegar a la máxima potencia del laser (esta vez sin filtro) y se encontró que si

bien los PSD de la deflexión no presentaban diferencias a gran escala, salvo por

la disminución del ruido de fondo, se pudo observar, al hacer un acercamiento en

las frecuencias de resonancia, que habı́a un corrimiento de todas las frecuencias

y que éste era progresivo a medida que se cambiaba la potencia, tal como se

puede ver en la figura 6.1. Como ya sabemos del modelamiento desarrollado en

el Capı́tulo 3, la relación de dispersión es

mω2
n = α4

n

k0
3

= kn (6.1)

luego si consideramos que la masa m del microcantilever se conserva constante

en el experimento, se obtiene que

δωn

ωn
=

1

2

δkn
kn

(6.2)

y recordando que k0 = EWH3

4L3 concluimos que los cambios en frecuencia obser-

vados se originan por cambios geométricos debido a la dilatación del material o

cambios en el módulo de Young E, ambos efectos de origen térmico debido al

calentamiento del microcantilever.

6.2. Algunos datos preliminares

En este capı́tulo hemos trabajado con la cooperación del Dr. Éric BERTIN, de

la ENS-Lyon, que nos ha apoyado en el modelamiento teórico para una buena

descripción de estos efectos.

Aun cuando no hay una teorı́a acabada del fenómeno observado, tenemos

como referencia los trabajos de Wachtman [32] y Gysin [17], donde se estudia el

comportamiento del módulo de Young de un cristal al cambiar su temperatura (de

manera uniforme) y se explica como una consecuencia de efectos anarmónicos

en la vibración de la red cristalina del sólido. En estos trabajos se encuentra que a
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9.5 mW

6.8 mW

3.2 mW

1.0 mW

Detalle de resonancias de los modos 1 y 2 al cambiar potencia del laser

Frecuencia (kHz)

S
d

(m
/√

H
z)

88,5 89 89,514 14,1 14,2

10−12,9

10−12,7

10−12,5

10−12,3

10−12,1

10−11,5

10−11,4

10−11,3

10−11,2

10−11,1

Figura 6.1: Es posible observar corrimientos de frecuencia al aumentar la poten-
cia del laser en todos los modos normales de vibración. Se ha utilizado un micro-
cantilever tipo “all in one”, del cual se ocupó el de mayores dimensiones (Budget
Sensors AIO, con 500µm de largo por 30µm de ancho y un espesor de 2,7µm),
además este microcantilever ha sido tratado con un recubrimiento dieléctrico para
aplicaciones de mediciones viscoelásticas muy particulares [11] y las mediciones
se han realizado en aire. Se ha comprobado que el efecto térmico ocurre inde-
pendiente del recubrimiento utilizado como se ve en mediciones posteriores. Para
modos más altos el efecto es más notorio, siendo del orden de 0,5%.
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altas temperaturas, dentro de las cuales está la temperatura ambiente, el módulo

de Young sigue un comportamiento del tipo

E(T ) = E0K − BT exp (−TD/T ) (6.3)

donde E0K es el módulo de Young en el cero absoluto, las constantes B y TD

son mayores que cero e independientes de la temperatura, lo que indica una

disminución del módulo de Young a medida que aumentamos la temperatura.

Esto en términos de frecuencia es coherente con lo observado, pues el módulo

de Young y la rigidez estática, tanto como la rigidez dinámica y la frecuencia de

resonancia, se relacionan como

kE =
E(T )WH3

4L3
(6.4)

kn = mω2
n = α4

n

kE
3

(6.5)

donde kE es la rigidez calculada sólo al aplicar una deflexión fija al microcantilever

y una temperatura uniforme, W , H y L son el ancho, el espesor y la longitud del

microcantilever, respectivamente, kn es la rigidez dinámica para el modo n, m es

la masa del microcantilever y ωn es la frecuencia angular de resonancia para el

modo n.

Queremos saber dónde es más notorio el efecto de la temperatura, entre la

geometrı́a o las caracterı́sticas propias del material, para eso podemos comparar

el coeficiente de dilatación lineal αℓ con el coeficiente de temperatura del módulo

de Young, valores obtenidos a temperatura ambiente son [7, 19]

αℓ =
1

L

(
∂L

∂T

)
≈ 2,6× 10

−6K−1 (6.6)

αE =
1

E

(
∂E

∂T

)
≈ −64× 10

−6K−1 (6.7)

luego los efectos sobre el módulo de Young son más de 20 veces mayor que los

efectos geométricos, despreciando ası́ este último.

Para comenzar podemos suponer un cambio uniforme de temperatura sobre
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todo el microcantilever, de la forma

T = T0 +∆T (6.8)

lo que significa que si tenemos una primera aproximación lineal en la dependencia

del módulo de Young E con respecto a la temperatura T , la rigidez kE queda como

kE = k0(1 + αE∆T ) (6.9)

ası́, el corrimiento relativo en frecuencia queda como

δωn

ωn
=

1

2
αE∆T (6.10)

luego se concluyó que este modelo simple no es suficiente, pues según lo obser-

vado el corrimiento relativo en frecuencia es dependiente del modo de resonan-

cia.

Para continuar, se ha supuesto un modelamiento de un perfil de temperaturas

de la forma

T (x) = T0(1 + θ(x)) (6.11)

donde T0 es la temperatura ambiente y θ(x) es el perfil de la diferencia de tempe-

raturas normalizado, con x la coordenada espacial longitudinal al microcantilever.

Con este perfil vamos a estudiar el cambio en rigidez y frecuencia.

6.3. Descripci ón est ática

Para comenzar la búsqueda de un modelo que describa correctamente el

fenómeno, hemos asumido un gradiente lineal de temperatura. Este gradiente

va entre el punto donde incide el laser (extremo libre, en principio) y otro punto en

la base del microcantilever (donde comienza el chip). Luego el perfil queda como

θ(x) =
∆T

T0

x

L
(6.12)

con ∆T la temperatura máxima del microcantilever menos T0.

Asumimos que el punto en la base está a temperatura ambiente, pues com-
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x
y

z
T

Figura 6.2: En una primera aproximación hemos asumido un gradiente lineal de
temperatura. El calor generado por el rayo de prueba en la punta del microcan-
tilever es disipado, en principio, por conducción hacia el chip del microcantilever
que se mantiene a temperatura ambiente por su tamaño.

parando tamaños se comporta como un sumidero de calor. Para aclarar la idea,

podemos ver la figura 6.2. Esta aproximación es notablemente válida si conside-

ramos que el microcantilever está en vacı́o y la potencia del laser se conserva

relativamente baja.

Consideramos que el perfil lineal de temperatura genera un perfil lineal, a su

vez, del módulo de Young, al menos a primer orden:

E = E0

(
1 + αE∆T

x

L

)
= E0

(
1 + ǫ

x

L

)
con ǫ = αE∆T ≪ 1 (6.13)

De comienzo podemos revisar una ecuación estática, tal como se hizo en el

apartado 3.1.1

d2

dx2

{
E0

(
1 + ǫ

x

L

)WH3

12

d2d

dx2

}
= ftipδ(x− L) (6.14)

la solución a la Ec. 6.14 viene dada por

d(x) = 3
ftip
k0

1

ǫ

[(
1 +

1

ǫ

)(
x

L
+

1

ǫ

)
ln
(
1 + ǫ

x

L

)
− x2

2L2
−
(
1 +

1

ǫ

)
x

L

]
(6.15)
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Luego, la rigidez estática queda como

kE =
k0
3

ǫ
(
1 + 1

ǫ

)2
ln(1 + ǫ)− 3

2
− 1

ǫ

(6.16)

Utilizando una expansión a cuarto orden del logaritmo natural obtenemos

kE = k0

(
1 +

ǫ

4

)
(6.17)

= k0

(
1 +

αE∆T

4

)
(6.18)

La temperatura promedio del microcantilever es T0 + ∆T/2, por lo tanto, la

rigidez estática del microcantilever cambia en un factor αE∆T/4, lo que es equi-

valente a un microcantilever de temperatura uniforme T0 +∆T/4. Pues para una

deflexión estática es muy importante tomar en cuenta el perfil de temperatura

para describir el sistema. Como el modo 1 de oscilación es muy parecido a esa

deflexión estática, también debe ser importante en la descripción dinámica.

6.4. Descripci ón din ámica

Para saber que ocurre en el microcantilever en modo dinámico debemos con-

siderar de nuevo la ecuación de Euler-Bernoulli (Ec. 3.1) con la parte temporal

y con las respectivas fuerzas de excitación aleatoria η(x, t) y disipación fdis(x, t)

(ambas por unidad de longitud).

ρWH
∂2d

∂t2
+

∂2

∂x2

(
E(x)

WH3

12

∂2d

∂x2

)
= fdis(x, t) + η(x, t) (6.19)

luego, en el espacio de Fourier tenemos

fdis(x, ω) = −iωγ(x, ω)d(x, ω) (6.20)

〈η(x, ω)〉 = 0 (6.21)

〈η(x, ω)η(x′, ω)〉 = Γ(x, ω)δ(x− x′) (6.22)

Γ es una función que describe la distribución espacial y comportamiento en fre-

cuencia de este ruido estocástico, γ(x, ω) es la disipación local. Para el modelo de
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Sader, por ejemplo, tendrı́amos γ(x, ω) = mωτ(x, ω)/L como se vió en la Ec. 3.51.

Podemos entonces reescribir la Ec. 6.19 en el espacio de Fourier para hacer

explı́cita la dependencia en temperatura

−mω2d+
k0
3

∂2

∂x2

[
(1 + βθ(x))

∂2d

∂x2

]
+ iωγ(x, ω)d = η(x, ω) (6.23)

donde β = αET0. Con las condiciones de borde de la viga empotrada con un

extremo libre, es decir

d(x = 0, ω) = 0
∂d(x, ω)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (6.24)

∂2d(x, ω)

∂x2

∣∣∣∣
x=1

= 0
∂3d(x, ω)

∂x3

∣∣∣∣
x=1

= 0 (6.25)

Además ahora hemos normalizado x a L para facilitar los cálculos.

6.4.1. Temperatura uniforme

Revisamos primero el caso donde θ(x) = 0, Γ(x, ω) = Γ0(ω) y γ(x, ω) = γ0(ω).

Introducimos el operador L0 = ∂4/∂x4 en el espacio D de funciones que cumplen

las condiciones de borde del cantilever empotrado. Este operador es autoadjunto

en este espacio para el producto interno

(φ, ψ) =

∫ 1

0

dxφ(x)ψ(x) → (L0φ, ψ) = (φ,L0ψ) (6.26)

y los autovectores del operador L0 forman una base ortonormal de D. Ellos son

los modos normales φ0
n clásicos del modelo de Euler-Bernoulli de la viga con

un extremo libre y el otro empotrado, ya definidos anteriormente en la Ec. 3.24

que ahora los renombramos como φ0
n para efectos prácticos en la notación usada

en el desarrollo de este capı́tulo. A su vez, los autovalores λ0n del operador L0

correspondientes a cada modo normal son λ0n = α4
n, donde α4

n son las soluciones

de la Ec. 3.23.

Podemos proyectar la Ec. 6.23 sobre esta base para obtener la evolución de
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la amplitud de cada modo

[
−mω2 +

k0
3
α4
n + iωγ0(ω)

]
dn(ω) = ηn(ω) (6.27)

con dn = (d, φ0
n), ηn = (η, φ0

n). El forzamiento estocástico de estos osciladores

armónicos no están acoplados

〈ηn(ω)〉 =

〈∫ 1

0

dxη(x, ω)φn(x)

〉
= 0 (6.28)

〈ηn(ω)ηn′(ω)〉 =

〈∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′η(x, ω)η(x′, ω)φ0
n(x)φ

0
n′(x′)

〉

= Γ0(ω)δn,n′ (6.29)

En ausencia de fuerzas externas, tenemos una colección de osciladores cuasi

armónicos forzados por ruidos térmicos independientes. Las frecuencias angu-

lares resonantes ωn de los osciladores están relacionadas con los autovalores

espaciales por la relación de dispersión

mω2
n =

k0
3
α4
n =

k0
3
λ0n (6.30)

Usando el teorema fluctuación disipación, podemos relacionar la amplitud del

ruido térmico con el coeficiente de amortiguación para cada modo, luego la den-

sidad espectral de potencia (PSD) Sη de la fuerza estocástica se escribe

Sηn(ω) = Γ0(ω) =
2kBT0
πω

Im
(
ηn(ω)

dn(ω)

)
=

2

π
kBT0γ0(ω) (6.31)

En los experimentos, el factor de calidad de las resonancias es alto, ası́ que

la disipación sólo es importante cerca de los picos de resonancia. Por lo tanto, la

aproximación armónica esta justificada, ası́ podemos aproximar el coeficiente de

amortiguación de cada modo por su valor en la resonancia. La Ec. 6.27 describe

el comportamiento de un oscilador armónico simple de masa m, rigidez kn =

k0α
4
n/3 y coeficiente de amortiguación γn = γ0(ωn).
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También, podemos calcular directamente el PSD de la deflexión

Sdn(ω) =

∣∣∣∣
dn(ω)

ηn(ω)

∣∣∣∣
2

Sηn(ω) =
2kBT0
π

γn
(kn −mω2)2 + (γnω)2

(6.32)

La integración de esta última ecuación conduce al teorema de equipartición

〈
d2n
〉
=

∫
∞

0

dωSdn(ω) =
kBT0
kn

(6.33)

6.4.2. Perfil arbitrario de temperatura: corrimiento de fre cuen-

cia

Ahora permitimos cualquier perfil de temperaturas, pero trabajamos en el lı́mi-

te de pequeñas perturbaciones a la rigidez del cantilever: βθ(x) ≪ 1. Introducimos

el operador

L =
∂2

∂x2

[
(1 + βθ(x))

∂2

∂x2

]
(6.34)

el cual aún es autoadjunto en el espacio D. Los autovectores φn asociados a

los autovalores λn de este operador define una base ortonormal de D. Ellos son

definidos por

Lφn = λnφn (6.35)

Desarrollemos esta relación a primer orden en β con L = L0+βL1, φn = φ0
n+βφ

1
n

y λn = λ0n + βλ1n

L0φ
1
n + L1φ

0
n = λ0nφ

1
n + λ1nφ

0
n (6.36)

Proyectando esta última ecuación en φ0
n y usando la propiedad de que L0 es

autoadjunto, encontramos

λ1n = (φ0
n,L1φ

0
n) (6.37)
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Luego, usando la expresión explı́cita de L1 = ∂2/∂x2(θ(x)∂2/∂x2) calculamos λ1n

λ1n =

∫ 1

0

dxφ0
n

d2

dx2

(
θ(x)

d2φ0
n

dx2

)
=

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿
0

φ0
n(x)

d

dx

(
θ(x)

d2φ0
n

dx2

)∣∣∣∣
1

0

−
∫ 1

0

dx
dφ0

n

dx

d

dx

(
θ(x)

d2φ0
n

dx2

)
(6.38)

= −
✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0
dφ0

n

dx

(
θ(x)

d2φ0
n

dx2

)∣∣∣∣
1

0

+

∫ 1

0

dxθ(x)

(
d2φ0

n

dx2

)2

(6.39)

λ1n =

∫ 1

0

dxθ(x)

(
d2φ0

n

dx2

)2

(6.40)

los términos que se anulan son a causa de las condiciones de borde del micro-

cantilever (Ecs. 6.24 y 6.25). Con esto, para cualquier perfil de temperatura dado

θ(x), es por lo tanto, fácil calcular el corrimiento inducido de los autovalores es-

paciales. Luego podemos usar las relaciones de dispersión mω2
n = k0λn/3, para

deducir el corrimiento en la frecuencia de resonancia

δωn

ωn
=

1

2

δλn
λn

=
β

2

λ1n
λ0n

(6.41)

=
β

2α4
n

∫ 1

0

dxθ(x)

(
d2φ0

n

dx2

)2

(6.42)

El corrimiento en frecuencia es entonces dependiente del modo, el ablandamiento

del cantilever debido a un incremento de la temperatura es ponderado por el

cuadrado de la curvatura local, eso es donde el cantilever está más doblado.

Una excepción es el caso de un incremento uniforme de la temperatura ∆T =

θT0, el corrimiento en frecuencia relativo es independiente de n para este perfil

especı́fico de temperatura y se evalúa como

δωn

ωn
=
βθ

2
=
αE∆T

2
(6.43)

Para una potencia baja de la luz enfocada en el extremo del cantilever, en

vacı́o, la disipación de calor ocurre principalmente por conducción a lo largo del

microcantilever. Se puede aplicar la ley de Fourier y conducir a un perfil lineal de

temperatura θ(x) = x∆T/T0, donde ∆T es el incremento de temperatura en el
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modo 1 2 3 4 5 6
κn 0.387 0.812 0.953 0.967 0.980 0.987

Cuadro 6.1: Corrimento en frecuencia relativo de un microcantilever para un perfil
lineal de temperatura normalizado por un corrimiento en frecuencia relativo de un
microcantilever con la misma temperatura promedio, pero un perfil uniforme de
temperatura. La forma explı́cita de κn se ha descrito en la Ec. 6.46.

extremo libre del cantilever. En el cuadro 6.1 están los coeficientes esperados κn
relacionando el corrimiento en frecuencia relativo de este perfil de temperatura

con el corrimiento relativo en frecuencia de un cantilever a temperatura uniforme

(ambas temperaturas medias siendo las mismas, eso es T0 + ∆T/2). Explı́cita-

mente, estos coeficientes κn se originan de

δωn

ωn
=

β

2

1

α4
n

∫ 1

0

dx
∆T

T0
x

(
d2φ0

n

dx2

)2

(6.44)

=
αE∆T

2α4
n

∫ 1

0

dx x

(
d2φ0

n

dx2

)2

(6.45)

4

αE∆T

δωn

ωn

=
2

α4
n

∫ 1

0

dx x

(
d2φ0

n

dx2

)2

= κn (6.46)

Este coeficiente es menor que 1 para el primer modo, donde la curvatura es mayor

más cerca del extremo fijo, donde la temperatura es menor al promedio. Y tiende

a 1 para los modos más altos, los cuales presentan una fuerte curvatura a lo largo

del cantilever.

6.4.3. Perfil arbitrario de temperatura: ruido t érmico

Proyectamos la Ec. 6.23 en la base φn para obtener la evolución de amplitud

de cada modo

[
−mω2 +

k0
3
λn

]
dn(ω) + iω

∞∑

n′=1

dn′(ω)

∫
∞

0

dxγ(x, ω)φn′(x)φn(x) = ηn(ω) (6.47)

con dn = (d, φn), ηn = (η, φn). Para γ(x, ω) podemos aproximar ω = ωn del mis-

mo modo que en el caso con temperatura uniforme. Podemos ası́ despreciar el
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acoplamiento de γ

[
−mω2 +

k0
3
λn + iωγn

]
dn(ω) = ηn(ω) (6.48)

con

γn =

∫ 1

0

dxγ(x, ωn)φn(x)
2 (6.49)

Para una temperatura uniforme T0, el ruido térmico es consecuencia de la

fuerza estocástica η(ω), el PSD es proporcional a la energı́a térmica kBT0 y al

coeficiente de disipación γ0(ω) (Ec. 6.31). Hacemos la hipótesis de que podemos

extender esta descripción al caso de una temperatura no uniforme, la fuerza es-

tocástica queda descrita ası́ por un PSD proporcional a la energı́a térmica local

kBT (x) y al coeficiente de amortiguación local γ(x, ω), eso es

Γ(x, ω) =
2

π
kBT (x)γ(x, ω) (6.50)

El forzamiento estocástico actuando sobre el modo n es ηn(ω) = (η(x, ω), φn(x)),

esto es descrito estadı́sticamente como

〈ηn(ω)〉 = 0 (6.51)

〈ηn(ω)ηn′(ω)〉 =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′ 〈η(x, ω)η(x′, ω)〉φn(x)φn′(x′) (6.52)

=

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dx′
2

π
kBT (x)γ(x, ω)δ(x− x′)φn(x)φn′(x′) (6.53)

=
2

π
kB

∫ 1

0

dxT (x)γ(x, ω)φn(x)φn′(x) (6.54)

En general, existe acoplamiento entre el ruido estocástico actuando en cada mo-

do. Sin embargo, considerando de nuevo, que la separación entre modos es lar-

ga, despreciamos la correlación 〈ηn(ω)ηn′(ω′)〉 para n 6= n′. Para n = n′, la última

ecuación conduce al PSD del ruido para un modo

Sηn(ω) =
2

π
kB

∫ 1

0

dxT (x)γ(x, ω)φn(x)
2 (6.55)
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Calculemos ahora el PSD de la deflexión

Sdn(ω) =

∣∣∣∣
dn(ω)

ηn(ω)

∣∣∣∣
2

Sηn(ω) =
1

(kn −mω2)2 + (γnω)2
Sηn(ω) (6.56)

con kn = k0λn/3. En el orden de obtener una relación equivalente al teorema de

equipartición, integramos la última ecuación en el rango completo de frecuencias.

Sin embargo, mientras que sólo frecuencias cercanas a la resonancia contribu-

yen significativamente a la integral, podemos reemplazar Sηn(ω) por su valor en

resonancia

〈
d2n
〉

=

∫
∞

0

dωSdn(ω) (6.57)

=

∫
∞

0

dω
1

(kn −mω2)2 + (γnω)2
Sηn(ωn) (6.58)

=
π

2γnkn
Sηn(ω) (6.59)

=
1

γnkn
kB

∫ 1

0

dxT (x)γ(x, ωn)φn(x)
2 (6.60)

luego podemos escribir
1

2
kn
〈
d2n
〉
=

1

2
kBTn (6.61)

donde Tn es la temperatura efectiva del modo n:

Tn =

∫ 1

0
dxT (x)γ(x, ωn)φn(x)

2

∫ 1

0
dxγ(x, ωn)φn(x)2

= T0

(
1 +

∫ 1

0
θ(x)γ(x, ωn)φn(x)

2

∫ 1

0
dxγ(x, ωn)φn(x)2

)
(6.62)

La temperatura efectiva es ası́ dependiente del modo, la subida local de tem-

peratura es ponderada por la disipación local. En efecto, la potencia disipada

localmente es dada por fdis(∂d/∂t), la cual es proporcional a γφ2
n para el modo

n. Si la temperatura del cantilever es uniforme, luego la temperatura efectiva es

independiente del modo y corresponde a la temperatura de equilibrio.



Capı́tulo 6. Efectos sobre el microcantilever debido a calentamiento por laser 90

6.4.4. Pruebas experimentales para el corrimiento en frecu en-

cia

Se ha utilizado un microcantilever rectangular sin recubrimiento (BudgetSen-

sors, AIO-TL) y cuyas dimensiones son largo L = 500µm, ancho W = 30µm y

espesor H = 2,7µm, todos valores nominales entregados por el fabricante. El

laser utilizado es de 100mW de salida (Spectra Physics, Excelsior) y se ha con-

trolado la potencia utilizando un banco de filtros de densidad neutra (Thorlabs,

NEK01), los mismos utilizados para medir el shot noise en el capı́tulo 5, de igual

modo el montaje va como el descrito en la figura 5.2. Las mediciones se han rea-

lizado en presión atmosférica y además en un poco de vacı́o entre los 5,8 y 8,5Pa

para comparar.

Los muestreos del ruido térmico se han realizado a 2MHz, esto nos ha permi-

tido obtener una visualización de 5 modos de resonancia para el microcantilever

descrito. Cada modo es ajustado como

SSHO
d (f) = Bg + 4kB

T

kn

1

Qnωn

1
(
1−

(
ω
ωn

)2)2

+
(

ω
Qnωn

)2 (6.63)

donde Bg es el ruido de fondo del instrumento, limitado principalmente por el shot

noise, kn,Qn y ωn = 2πfn son la rigidez, el factor de calidad y la frecuencia angular

de resonancia del modo n, respectivamente. Se debe recalcar en esta ocasión

que el ajuste de la ecuación a los datos experimentales en realidad conducen a

la razón T/kn, puesto que a priori no conocemos la temperatura T si suponemos

los efectos de calentamiento.

En las figuras 6.3 y 6.4 mostramos los corrimientos relativos de frecuencia

δfn/fn para vacı́o y presión ambiente para cada modo n como función de la inten-

sidad de luz I del rayo de prueba enfocado en el extremo libre del microcantilever.

Se puede ver que esas curvas son dependientes del modo n y de la presión que

rodea al microcantilever.

Partimos suponiendo que el intercambio de calor con el aire es bajo. La mayor

cantidad de disipación del calor (absorbido como energı́a de la luz por el silicio)

se produce por conducción térmica debido a la diferencia de temperatura entre el

extremo libre del microcantilever y su base. Se consideró que la base se encuen-
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Figura 6.3: Corrimiento de frecuencia relativo δfn/fn versus la potencia de luz I
que incide sobre el extremo libre del microcantilever, la presión del aire que rodea
al microcantilever es de 7 Pa. Las lı́neas segmentadas son ajustes lineales.
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Figura 6.4: Corrimiento de frecuencia relativo δfn/fn versus la potencia de luz I
que incide sobre el extremo libre del microcantilever, esta medición se realizó a
presión atmosférica. Las lı́neas segmentadas son ajustes lineales.
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tra a temperatura ambiente debido al tamaño del chip. Además se consideró que

el flujo de calor es homogéneo en la sección transversal del microcantilever. El

perfil de temperatura estacionario se puede calcular utilizando la ley de Fourier

para la transferencia de calor

J =
αI

WH
= λ(T (x))

1

L

dT

dx
(6.64)

donde J es el flujo de calor (en W/m2), α es la fracción de luz absorbida por el

microcantilever y λ es la conductividad térmica del silicio. Para una intensidad no

muy alta de luz vamos a considerar que la conductividad λ no es dependiente de

la temperatura T , luego el perfil de temperatura queda lineal

θ(x) =
L

WHλ0T0
αIx (6.65)

En cuyo caso, la dependencia del corrimiento en frecuencia para cada modo n

queda modelado por los coeficientes κn del cuadro 6.1, calculado para un perfil

lineal de temperatura

δfn
fn

= κn
αE∆T

4
= κnαE

L

4WHλ0
αI (6.66)

Para probar esta dependencia hemos ajustado cada corrimiento en frecuencia a

una función lineal. La pendiente de estos ajustes, (δfn/fn)/I, se han graficado

contra κn en la figura 6.5. Un análisis en la figura 6.5 nos corrobora que el mo-

delamiento es adecuado, pero falta considerar efectos adicionales que producen

resultados fuera del modelo. Por ejemplo, para el aire se debe considerar la disi-

pación por convección, por otro lado, es posible que la base del microcantilever

no esté a temperatura ambiente del todo, pues hay que considerar como es el

contacto térmico entre el chip del microcantilever y el soporte. Esto último pue-

de ocasionar que tengamos una componente en el corrimiento de frecuencias

proporcional a la intensidad de luz I que sea independiente del modo n.

No se ha calculado la diferencia de temperatura ∆T , porque esta medición

requiere un control fino en la ubicación del rayo sobre el microcantilever, pues

para obtener la temperatura se requiere calcular el valor de la rigidez de forma

precisa. En caso que el rayo quede reflejado sobre un punto muy próximo a un
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Figura 6.5: La relación de los corrimientos relativos de frecuencia con los coe-
ficientes κn debiese ser proporcional, sin embargo en nuestro caso se observa
un pequeño offset para ambos casos (vacı́o y atmósfera), efecto que nos lleva a
considerar que aun cuando el modelo elegido describe bien el fenómeno, le faltan
términos a considerar para una descripción más completa. Las lı́neas segmenta-
das son ajustes lineales.
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nodo del microcantilever no tendremos casi nada de resonancia, esto implica

obtener un valor de rigidez falso porque no corresponde al area bajo la curva

y por lo tanto una información sobre la temperatura que no es fidedigna. Por

otro lado, tambin se requiere tener una posición fija del microcantilever, para lo

cual se requiere un sistema de monitoreo para la ubicación del rayo sobre el

microcantilever.

6.5. Conclusi ón

El aumento de potencia sobre el rayo que va sobre el microcantilever produ-

ce efectos sobre la red cristalina del silicio debido al calentamiento de éste. En

estricto rigor, este fenómeno ocurre incluso trabajando a baja potencia como se

ve en las figuras 6.3 y 6.4. Se ha modelado con un buen grado de éxito el com-

portamiento del corrimiento de las frecuencias de resonancia del microcantilever

debido a un gradiente de temperatura a lo largo de éste, relacionando un efecto

de temperatura uniforme con un gradiente de temperatura.



Capı́tulo 7

Conclusi ón y proyecciones futuras

Se ha logrado obtener una mejora en resolución del instrumento en un orden

más de magnitud para los resultados previos, partiendo de 3,5× 10−14m/
√
Hz y

llegando a 3,5× 10−15m/
√
Hz. Como esto es el valor del ruido de fondo del ins-

trumento, esta modificación ahora permite observar comportamientos por sobre

este orden, por ejemplo, esta mejora fue útil a la hora de hacer caracterizacio-

nes viscoleásticas que se habı́an complicado con la resolución previa. El método

utilizado para aumentar la resolución del instrumento ha planteado una nueva

interrogante, planteada y estudiada parcialmente en el capı́tulo 6, donde se ha

tratado de modelar el comportamiento del microcantilever al ser sometido a un

gradiente de temperatura, los resultados del modelo ajustan parcialmente a lo

observado, dejando el tema aún abierto para seguir trabajando.

Si bien existe una variada gama de instrumentos de este tipo en el mercado,

las ventajas de nuestro sistema quedan demostradas, pues primero la resolución

lograda es altamente competitiva con los desarrollos actuales. Por otro lado, está

la ausencia total de las llamadas “cajas negras”, pues uno tiene acceso a toda

la información obtenida con el instrumento. También es posible hacer modifica-

ciones siempre de manera reversible, pues el sistema es totalmente modular en

todas sus piezas, lo que hace sencillo armar y desarmar para probar modificacio-

nes al sistema.

Para seguir complementando este diseño instrumental se debe terminar el sis-

tema de retroacción que controle la plataforma donde se monta la muestra, esto

tiene variadas alternativas que deben ser estudiadas y ojalá todas probadas. La

96
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electrónica de retroalimentación mostrada acá permite un control para modo con-

tacto sin ningún problema, pero a frecuencias más altas (por sobre los 100 kHz)

la electrónica estudiada no funciona adecuadamente. Esto propone buscar otras

alternativas que son bastante interesantes desde el punto de vista del desarrollo

instrumental, una opción puede ser la utilización de la tecnologı́a FPGA (Field

Programable Gate Array), que permite procesar las señales por canales dedica-

dos a una tarea asignada, programando la electrónica desde el nivel más básico

con el objetivo de tener un sistema flexible, pero a la vez orientado especı́fica-

mente a realizar tareas determinadas a las velocidades que permita el reloj del

sistema. También existen equipos comerciales que integran el sistema FPGA con

el DSP (Digital Signal Processor) diseñados exclusivamente para el control de un

AFM, como el Mk2-A810 de SoftdB que permite implementar un controlador con

software libre.

Durante el perı́odo que se estuvo en la ENS de Lyon, se estuvo trabajan-

do paralelamente por algunos perı́odos en la construcción e implementación del

mismo interferómetro en la Universidad de Santiago, con el objetivo de trabajar

en aplicaciones con el desarrollo logrado hasta este momento. Por ahora, se está

estudiando la posibilidad de realizar mediciones en áreas biológicas, para lo cual

se están diseñando experimentos que, por ejemplo, permitan medir cambios de

masa sobre alguna muestra depositada en el microcantilever o adhesiones que

se realicen en la superficie por algún tipo de muestra.



Apéndice A

Otras mediciones realizadas con

interfer ómetro

Utilizando el mismo interferómetro del microcantilever se han realizado opera-

ciones adicionales para probar dispositivos que necesitamos para nuestros expe-

rimentos. Dentro de las labores realizadas se han caracterizado plataformas pie-

zoeléctricas de resolución subnanométrica y además dispositivos laser de muy

buena estabilidad donde se ha podido observar el comportamiento temporal de

éstos.

A.1. Caracterizaci ón de plataformas piezoel éctricas

Se han caracterizado dos plataformas piezoeléctricas (NPoint, y PI, P-733.3DD)

utilizando el mismo principio para medir las deflexiones del microcantilever, es de-

cir, utilizando un divisor de rayo de calcita se ha dirigido un rayo de referencia en

un espejo fijo y un rayo de prueba sobre un espejo móvil montado sobre la plata-

forma, tal como se muestra en la figura A.1. El objetivo es medir las fluctuaciones

que hay de la plataforma debido a su sistema de control y a la misma mecánica

de ésta para ası́ comparar su estabilidad. Las plataformas piezoeléctricas poseen

un sistema electrónico que puede funcionar en lazo cerrado (o servo ON) y lazo

abierto (o servo OFF), además también se midió la plataforma totalmente des-

conectada del controlador para saber la estabilidad mecánica por sı́ sola. En la

figura A.2 se muestran las mediciones de estos PSD realizados sobre las pla-
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Desplazador de calcita

Rayo de referencia
Rayo de prueba

d

Espejo móvil

Plataforma
piezoeléctrica

Mesa óptica
Espejo de referencia

Figura A.1: Para hacer pruebas de estabilidad sobre una plataforma piezoeléctri-
ca se ha fijado un espejo a la plataforma como un espejo móvil donde se incide
un rayo de prueba, el movimiento vertical d de la plataforma se mide con respecto
a un espejo fijo montado sobre la mesa óptica, en donde se hace incidir el rayo de
referencia. El desplazador de calcita utilizado es de marca Melles Griot de 40mm

de largo que produce una separación de 4mm entre los rayos.
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taformas en todas las condiciones señaladas anteriormente. Debemos destacar

que ambas plataformas son de resolución subnanométrica según se indica en las

especificaciones, esto se ve comprobado en los espectros de ruido obtenidos,

donde incluso en la función de lazo cerrado se observa la buena resolución en

el control de posición, que a su vez es más ruidoso debido a la electrónica que

intenta mantener la posición programada previamente.

También se ha probado la capacidad del interferómetro para describir correc-

tamente una señal en el tiempo. En la figura A.3 se probó una curva sinusoidal

de amplitud de 10 nm de punta a punta y otra amplitud de 310 nm de punta a pun-

ta. En ambas mediciones se ha comparado la información del sensor interno del

dispositivo con la procesada por el interferómetro.

De acuerdo a los resultados obtenidos de los espectros de ruido y sabien-

do la capacidad de control de ambos dispostivos, se ha optado por adquirir la

plataforma de la compañı́a PI, modelo P-733.3DD por haberse comprobado un

desempeño superior para nuestras aplicaciones.

A.2. Pruebas de estabilidad de laseres

Otras pruebas importantes se hicieron para elegir un laser con la estabilidad

adecuada, tanto de potencia como de longitud de onda, necesarios para nuestro

experimento. Como ya se decı́a en el capı́tulo sobre el aumento de resolución,

hemos adquirido un laser con potencia bastante más alta que un HeNe tı́pico.

Para poder elegir el laser adecuado hemos comparado su comportamiento en

un perı́odo largo de tiempo como también sus espectros de ruido. La gama de

laseres elegidos son de semiconductor del orden de los 100 a 150mW de potencia

de salida.

Para medir el comportamiento de los laseres se ha dispuesto un montaje muy

similar al de la figura A.1 con la diferencia que ahora no hay espejo móvil, sino que

ambos rayos van reflejados sobre un mismo espejo. Para entender lo que ocurre

en cuanto a los desplazamientos debemos considerar que éste en realidad es

artificial, pues ambos rayos del interferómetro caen sobre un solo espejo fijo. Si
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Figura A.2: Los PSD calculados del movimiento vertical de las plataformas se han
probado en las condiciones indicadas en la leyenda, donde servo ON indica que
el controlador está funcionando en lazo cerrado y servo OFF significa un control
en lazo abierto. Se han probado las plataformas de Physik Instrumente (PI) y
la de NPoint. El espectro altamente ruidoso se debe en gran parte al montaje
provisorio, pues sólo nos interesa saber el comportamiento de las plataformas
con sus respectivos controladores.
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Figura A.3: Se ha probado la capacidad del interferómetro en contraste con el
sensor interno de la plataforma piezoeléctrica, para reproducir un movimiento
sinusiodal de 10 nm de amplitud de punta a punta. La frecuencia de la señal se
ha programado en 10Hz. Las señales son muy parecidas, pero es notorio que la
señal del interferómetro es menos ruidosa por sı́ y que el movimiento real de la
plataforma no es tan sinusoidal como lo programado. La diferencia en el punto
base para la señal del interferómetro ha sido desplazada arbitrariamente para
comparar ambas curvas.
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Prueba de desplazamiento de 310 nm en plataforma PI
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Figura A.4: Teniendo un buen comportamiento del interferómetro con señal pe-
queña, se probó una amplitud de 310 nm de punta a punta, donde también se
observa un muy buen seguimiento de la señal al comparar con el sensor interno
del dispositivo piezoeléctrico. La señal de la onda sinusoidal tiene una frecuencia
de 10Hz.
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analizamos la Ec. 2.1 de forma más ampliada tenemos

ϕ =
4π

λ
d (A.1)

δϕ =
4π

λ
δd− 4π

λ2
dδλ (A.2)

δϕ =
4π

λ

(
δd− d

λ
δλ

)
(A.3)

Si consideramos ahora que δd es cero (espejo fijo), al menos en un perı́odo corto

de tiempo, podemos atribuir la salida del interferómetro a cambios en λ, esto sig-

nifica que el desplazamiento equivalente tiene un factor adicional de d/λ, donde

d es la diferencia de camino óptico de los rayos en un trayecto simple. En este

caso esa diferencia viene dada por los ı́ndices de refracción diferentes para el

rayo ordinario y el extraordinario, que en el caso de la calcita son n532
o = 1, 663 y

n532
eff = 1, 569, respectivamente para una longitud de onda de 532 nm y n633

o = 1,656

y n633
eff = 1,564 para una longitud de onda de 633 nm. Se debe indicar que el ı́ndice

extraordinario efectivo (neff) utilizado en este caso, corresponde a una combina-

ción de los ı́ndices ordinario y extraordinario como se indicó en la Ec. 2.2 respec-

to del eje óptico de la calcita. Con estos valores podemos calcular el factor que

acompaña a δλ

d = (no − neff)× 40mm (A.4)
d

λ

∣∣∣∣
λ@532 nm

= 7,07× 103 (A.5)

d

λ

∣∣∣∣
λ@633 nm

= 5,81× 103 (A.6)

considerando que la calcita utilizada tiene una longitud de 40mm y los laseres

usados tienen una longitud de onda de 532 nm y 633 nm. En esta sección utiliza-

mos esto para hacer una corrección y escribir la estabilidad del laser en términos

de δλ. Ası́, el ruido observado se atribuye a efectos térmicos sobre el sistema

cuando estamos en escalas de tiempo largas y a la estabilidad de la longitud de

onda por la electrónica de control en tiempos cortos.

En la figura A.5 se muestran los espectros de ruido de los laseres medidos,

donde el laser de HeNe con longitud de onda de 633 nm es un Melles Griot, mo-

delo 05-LHP-691, de 3,5mW de potencia de salida, que ha sido tomado como el
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laser de referencia para todas las mediciones. Los otros laser son de estado sóli-

do y tienen una potencia entre 100 y 150mW, con una longitud de onda de 532 nm

para todos. Las marcas y modelos utilizados son Quantum modelo Torus, Cobolt

modelo Samba y Spectra Physics modelo Excelsior. Todos ellos con su respec-

tivo sistema electro óptico de estabilización. En todos los PSD de esta figura se

observa una zona ruidosa asociada a ruidos mecánicos.

Los comportamientos en el tiempo se pueden observar en la figura A.6, donde

el tiempo medido fue alrededor de 1100 s, se debe señalar que los cambios vistos

a tiempo largo es muy probable que sean por dilataciones térmicas más que por

el sistema de control y estabilización de los laseres. En un análisis más detallado

del laser Quantum en la figura A.7, se puede observar que la amplitud para la

variación de la longitud de onda no sobrepasa los 7 pm y parece mantenerse en

el rango. Sin embargo hay cambios bruscos en la longitud de onda que se ven

como saltos, además se observan pulsos muy cortos en el tiempo y de amplitud

muy pequeña.

Con estos antecedentes se ha optado por utilizar el laser de Spectra Physics,

Excelsior, pues demuestra tener buena estabilidad en el tiempo y su espectro de

ruido tiene un lı́mite dentro de lo esperado.
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Figura A.5: Los espectros de cada laser muestran ruidos similares, excepto el del
laser de HeNe que tiene un valor lı́mite más alto, esto debido a la baja potencia
de este laser comparado con los otros de estado sólido, por efecto del shot noise.
Los picos son ruidos mecánicos residuales, pues utilizamos un montaje provisorio
con el único objetivo de probar los diferentes laseres. Se puede observar una
marcada resonancia al aplicar modulación al laser Quantum, mostrando ası́ la
frecuencia de modulación impuesta por la electrónica de estabilización.



Apéndice A. Otras mediciones realizadas con interferómetro 107
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Figura A.6: La estabilidad es fácilmente comparable en esta figura, el laser de He-
Ne es bastante estable junto al de Quantum con el estabilizador apagado, el laser
Cobolt tuvo problemas en conservar el punto inicial mostrando una clara variación
y el laser Spectra Physics muestra una partida un tanto variable, pero después
logra una buena estabilidad comparable al laser de HeNe. Los laseres de Cobolt
tanto como el de Spectra Physics no tienen la opción de detener la electrónica de
estabilización, por lo cual el único que pudimos probar sin estabilizador fue el de
Quantum.



Apéndice A. Otras mediciones realizadas con interferómetro 108

Variación de longitud de onda del laser Quantum con modulación
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Figura A.7: El comportamiento del laser Quantum Torus tiene efectos debido a
la modulación que estabiliza la longitud de onda del dispositivo. Estos efectos se
ven marcados fuertemente en los saltos de la señal, además hay una modulación
oscilante, cuyo efecto se ve del orden de los 7 pm de amplitud de punta a punta,
además puede observarse pequeños pulsos muy cortos dentro de la señal que
también son generados por la electrónica de control. La estabilización funciona
bien, pero los saltos en λ molestan demasiado para nuestros experimentos.
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Láminas retardadoras

Las láminas retardadoras o waveplates, por su nombre en inglés, utilizadas

en nuestro instrumento están construidas de cristal de cuarzo por sus propieda-

des birrefringentes. En principio, lo que se busca es producir un cambio en la

polarización de la luz que pasa por el cristal, esto se logra al ingresar un rayo de

luz polarizado en algún ángulo respecto del eje óptico o eje lento (el cuarzo es

un cristal uniaxial positivo), con esto, sólo una componente del campo eléctrico

de ese rayo de luz pasa por el eje óptico (Fig. B.1) produciendo una diferencia

de fases entre la componente paralela al eje óptico del cristal y la componente

perpendicular a éste.

Para producir la diferencia de fases requerida se debe conocer los ı́ndices de

refracción para el eje rápido y el eje lento del cristal además de la longitud de

onda de la luz que se utiliza. Podemos escribir el número de propagación como

k =
2π

λ
(B.1)

k = 2π
f

c
n (B.2)

Luego el desfase en una lámina de longitud L es kL = 2π f
c
nL y para cada eje

tenemos

109
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θ

θ

e

Figura B.1: Lámina retardadora, se ilustra cómo al pasar un rayo con una compo-
nente de su polarización (determinada por el ángulo θ) en el eje rápido e sufre un
cambio en la fase respecto de la otra componente perpendicular, resultando un
cambio en la polarización de la onda de entrada.
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φx = 2π
f

c
nxL (B.3)

φy = 2π
f

c
nyL (B.4)

Se le llama término de retardo (Γ) a la diferencia relativa de ambas fases

Γ = φy − φx (B.5)

= 2π
f

c
L (ny − nx) (B.6)

Ası́, cuando una lámina es un λ/2 el término de retardo es Γ = π y para una

lámina λ/4 es Γ = π/2

Las láminas retardadoras, por lo general, no tienen sólo un desfase para la

fracción de longitud de onda buscada, pues esto requiere que el espesor de la

lámina sea de sólo algunos micrones, este tipo de desfase es conocido como or-

den cero. Lo más común es encontrar láminas de órdenes múltiples, dentro de

las cuales entran muchas ondas encontrándose el desfase necesario a la salida,

pero además con varias ondas enteras de diferencia, esto hace que el desfase

de la lámina retardadora de multi orden sea muy sensible a cambios de tempera-

tura o a la longitud de onda del rayo entrante. Las láminas utilizadas en nuestro

montaje son de pseudo orden cero, esto consiste en dos láminas pegadas cuyos

ejes opuestos coinciden, es decir, que el eje rápido de una se sobrepone con el

eje lento de la otra, los espesores se eligen para que la salida tenga el desfase

buscado, este tipo de configuración entrega resultados más robustos a cambios

de temperatura y cambios en la longitud de onda.
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Integraci ón de la funci ón respuesta

de un oscilador arm ónico

El valor medio del Hamiltoniano y la función respuesta del oscilador armónico

simple, dentro de un entorno en equilibrio térmico se relacionan como

kBT = m

∫ +∞

0

dω
(
ω2 + ω2

0

)
|G(ω)|2 SF (ω) (C.1)

Ya que esta integral es invariante a las elecciones de f0 y γ, la densidad espectral

de la fuente SF (ω) debe ser independiente de la frecuencia angular. SF (ω) puede

ser tomada fuera de la integral y luego integramos la función respuesta |G(ω)|2

|G(ω)|2 =
∣∣∣∣

1

m (ω2
0 − ω2)− iγω

∣∣∣∣
2

=
1

m2 (ω2
0 − ω2)

2
+ γ2ω2

(C.2)

y la integral queda

m

∫ +∞

0

dω
(
ω2 + ω2

0

)
|G(ω)|2 SF (ω) =

SF (ω)

m

∫ +∞

0

dω
(ω2 + ω2

0)

(ω2
0 − ω2)

2
+ α2ω2

(C.3)

con α = γ/m. Esta integral la resolvemos por el método de los residuos haciendo

uso de variable compleja. Renombramos la variable ω pasando al plano complejo

como z, luego reescribimos la integral

∮

C

dz
z2 + ω2

0

(z − z1) (z − z2) (z − z3) (z − z4)
(C.4)
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donde C es una semicircunferencia cuya parte recta va desde −∞ a +∞ en el

eje real y la parte curva pasa por los cuadrantes I y II del plano complejo. Como

el integrando es una función par debemos dividir el resultado final por un factor

2 para que sea coherente con el intervalo original (0,+∞). Los polos para el

integrando son

(
ω2
0 − z2

)2
+ α2z2 = 0 (C.5)

z1 = −iα
2

+

√
−α

2

4
+ ω2

0 (C.6)

z2 = −iα
2

−
√

−α
2

4
+ ω2

0 (C.7)

z3 =
iα

2
+

√
−α

2

4
+ ω2

0 (C.8)

z4 =
iα

2
−
√

−α
2

4
+ ω2

0 (C.9)

Debemos calcular los residuos R3 y R4 para los polos z3 y z4 que son los que

quedan dentro de la integral de lı́nea

R3 = ĺım
z→z3

(z2 + ω2
0) (z − ω3)

(z − ω1) (z − ω2) (z − ω3) (z − ω4)
(C.10)

R4 = ĺım
z→z4

(z2 + ω2
0) (z − ω4)

(z − ω1) (z − ω2) (z − ω3) (z − ω4)
(C.11)

R3 =

2

(
ω2
0 − α2

4
+ iα

2

√
ω2
0 − α2

4

)

4iα

(
ω2
0 − α2

4
+ iα

2

√
ω2
0 − α2

4

) =
1

2iα
(C.12)

R4 =

2

(
ω2
0 − α2

4
− iα

2

√
ω2
0 − α2

4

)

4iα

(
ω2
0 − α2

4
− iα

2

√
ω2
0 − α2

4

) =
1

2iα
(C.13)



Apéndice C. Integración de la función respuesta de un oscilador armónico 114

El resultado de la integral en el plano complejo es

∮

C

dz
z2 + ω2

0

(ω2
0 − z2)

2
+ α2z2

= 2πi (R3 +R4)

=
2π

α
=

2πm

γ
(C.14)

Entonces la integral en el dominio real y en el intervalo original (0,+∞) es

∫ +∞

0

dω
ω2 + ω2

0

(ω2
0 − ω2)

2
+ α2ω2

=
1

2

∫ +∞

−∞

dω
ω2 + ω2

0

(ω2
0 − ω2)

2
+ α2ω2

= π
m

γ
(C.15)
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