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Resumen

En esta tesis se estudia sistematicamente el problema de un sistema de mu-
chas particulas, utilizando un modelo tridimensional de mecanica cuantica no
conmutativa, covariante bajo rotaciones.

En particular se revisa el problema de la superconductividad no convencional
de spin triplete, utilizando el mecanismo de apareamiento de Cooper, sobre un
espacio no conmutativo covariante bajo rotaciones.

Como resultado de este procedimiento, en la formacion de los pares de Cooper
se incluye tanto el estado de spin singlete como el triplete, siendo este ultimo el
estado de menor energia en el caso no conmutativo. Luego, utilizando este me-
canismo generalizado, se estudia el problema de la superconductividad de spin
triplete.

La conclusién es que la no conmutatividad provee un mecanismo para la for-
macién de un superconductor triplete, en base al mecanismo estandard utilizado
en la teoria BCS generalizada.

Es importante destacar que las propiedades de la superconductividad triplete

en el presente caso han sido observadas experimentalmente.
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Capitulo 1

Introduccion

El inicio del siglo XX fue testigo del nacimiento de dos de las teorias mas
exitosas de la fisica actual, a saber, relatividad general y mecanica cuantica. Sin
embargo, a pesar de que estas dos teorias nos permiten describir una gran can-
tidad de fendmenos, aln existen varios problemas abiertos que no se han podido
entender bajo esta descripcion. Este hecho sugiere la posibilidad de implementar
nuevas herramientas que nos permitan al menos vislumbrar posibles soluciones
a algunos de estos problemas.

Un antigua idea que surgié mediante esta linea de razonamiento, es la no
conmutatividad. En efecto, en los inicios de la teoria cuantica de campos, una
propuesta que intentaba resolver los problemas de las auto-energias divergentes,
fue la posibilidad de implementar un espacio no conmutativoﬂ.

Esta propuesta se debe originalmente a Heisenberg, quien sugirié a Peierls,
que un principio de incerteza en las coordenadas podria disminuir los proble-

mas de las auto-energias [1]. Luego motivado por esta sugerencia, Snyder cons-

! Lo que es equivalente a un principio de incerteza entre las coordenadas.



truyd un espacio-tiempo con relaciones de conmutacion, de la forma?
[-fjmi'u] :ieuua (11)

donde i = 0,1,.. y 6, un tensor antisimétrico. Como resultado, este espacio no
conmutativo preserva la invariancia de Lorentz [2], si 6;; = a®€;1.Li Y 00; = a*M;,
con a una escala de distancia, que regula los efectos de no conmutatividad.

Recientemente el descubrimiento del mapa de Seiberg-Witten [3], despert6 nue-
vamente el interés en la no conmutatividad, la cual ha sido estudiada en diversos
contextos, tales como teoria de cuerdas [3] 4], geometria no conmutativa [5), 6],
D—branas [71}, 18], gravedad cuantica [9, [10, (11}, 12] y teoria cuantica de campos
no conmutativa [13, /15,14, [16, 17, 18], [19].

En fisica de altas energias, la construccion de una teoria cuantica de campos
sobre un espacio-tiempo no conmutativo, ha sido una propuesta que ha desperta-
do gran interés por su relacion con la violacidon de la simetria de Lorentz [29, 21].
No obstante, en la gran mayoria de los experimentos realizados, los resultados
indican que los efectos debidos a la violacion de la simetria de Lorentz, estan
altamente suprimidos [22, 23|, 24, 25, 26, 27, 28, 29, [30, 31}, 32, 33].

Por otra parte, como limite de bajas energias, una propuesta que ha sido am-
pliamente explorada los Ultimos anos es la construccion de una teoria de mecani-
ca cuantica no relativista sobre un espacio no conmutativo [34, 35, 36, 37, 38, 41].

En este caso la propuesta de un algebra no conmutativa, obedece al hecho de
que en una teoria no relativista, el tiempo es soélo un parametro, y por tanto, la de-
formacion del espacio sélo afecta a las coordenadas, i.e. se proponen relaciones
de conmutacion, de la forma

(24, 2] = 0,5, (1.2)

2A lo largo de esta tesis, las coordenadas conmutativas seran denotadas por z; y las coorde-

nadas no conmutativas por z;.



donde 6;; es un tensor antisimétrico.

Utilizando un espacio no conmutativo con este tipo de relaciones de conmu-
tacion, se ha demostrado que un modelo de mecanica cuantica no conmutativa
puede ser escrito como un modelo de mecéanica cuantica estandard, [35, 137, 38].
Esta equivalencia entre dos modelos distintos, sugiere la posibilidad de utilizar el
modelo sencillo para describir un fenédmeno. De tal forma que si el sistema en
el espacio no conmutativo es mas simple, la no conmutatividad en este caso, se
puede entender como una herramienta que permitiria simplificar el estudio de un
sistema cuantico.

Es importante destacar que en el contexto de mecanica cuantica, un intere-
sante escenario donde emerge la no conmutatividad es en el problema de Landau
[74]. En este caso el sistema admite de forma natural una descripcidon en términos
de variables no conmutativas. Presumiblemente este es el primer ejemplo de un
problema de mecanica cuantica no conmutativa. Por lo demas, se ha demostrado
que la no conmutatividad también podria ser relevante en la teoria del efecto Hall
cuantico [39, 140, 41,42, 43| 44, 45| 46, 147].

De esta forma, motivados por los ejemplos anteriores, en esta tesis explo-
raremos los efectos de la no conmutatividad en sistemas de muchas particulas
interactuantes. El propédsito de esto, es intentar explicar fenomenos que a la luz
de la teoria estandard aun no encuentran una completa descripcion. Siguiendo
esta linea de argumentacion, es posible encontrar diversos ejemplos de sistemas
de este tipo, donde ha sido necesario implementar nuevas ideas. Tal es el caso
de los superconductores no convencionales [48, 149,150, 51,159, 53, 54] donde aun
no existe un consenso sobre el mecanismo que provoca la superconductividad.

La superconductividad convencional se debe a la condensacién de un con-

junto de pares de electrones de conduccidon a bajas temperaturas, los que se



encuentran en un estado de spin total s = 0 (singlete) y con momento angular
orbital (relativo) I = 0, i.e. es decir en un estado con un momento magnético nulo.
El mecanismo para la formacion de estos pares, es la interaccion electrén-fonon.
Dicha interaccidn genera estados de pares de electrones mediante el mecanismo
de apareamiento Coopefff]

Por otra parte, se llama superconductividad no convencional, al estado con-
densado formado por pares de electrones ya sea con s # 0 o con [ # 0. Actual-
mente no existe un consenso acerca del tipo de interaccion responsable para la
formacion de pares en estos casos. De hecho, el caso de un superconductor de
spin triplete s = 1 [55] 156, 57, 58|, 59, 92) 61], 62] es excluido por el mecanismo
electrén-fonon.

El propédsito de esta tesis, sera estudiar las consecuencias fenomenolégicas
de la no conmutatividad en sistemas de muchas particulas a bajas temperaturas.
En particular, nos concentraremos en el problema del mecanismo microscopico
de la superconductividad no convencional de spin triplete.

La tesis esta basada principalmente en el estudio sistematico de este proble-
ma. De esta forma, comenzando por el estudio del apareamiento de Cooper, en
un espacio no conmutativo, se obtiene una generalizaciéon de este mecanismo
que permite incluir el estado de spin triplete. Luego, utilizando este mecanismo
estudiaremos el problema de la superconductividad con el formalismo de segun-
da cuantizacion.

Es importante destacar que el proposito de utilizar no conmutatividad en estos

3A bajas temperaturas, las propiedades macroscopicas de un sistema de muchas particulas
se ven fuertemente afectadas por las interacciones entre ellas, de tal manera que cualquier mo-
dificacion inducida por no conmutatividad, sin importar lo pequeia que pueda ser, puede producir

un efecto observable a escalas macroscépicas.



problemas, es implementar una herramienta adicional que permita generalizar el
mecanismo del apareamiento de Cooper, incluyendo el estado de spin triplete
como el estado de menor energia.

A continuacion se describe con un poco mas de detalles los problemas que

seran desarrollados en esta tesis:



Generalizacion del mecanismo de apareamiento de Cooper

En 1956 L.N. Cooper demostré que si en un mar de Fermi surge una interac-
cion atractiva entre dos electrones con energias cercanas a la energia de Fermi,
entonces, el estado formado por el par de electrones, tiene menor energia que el
estado de los dos electrones libres, [63].

En el espacio de coordenadas, la interaccion atractiva en el caso de Cooper,
se reproduce por medio de un potencial delta atractivo V(r) = —vd(r). A cortas
distancias, los estados de los dos electrones solo difieren por su proyeccion de
spin, de tal manera que, por el principio de exclusion de Pauli, se favorece la
formacién de pares de electrones en el estado de spin singlete.

De esta forma, una posible modificacién que permitiria incluir el estado de spin
triplete en este mecanismo, como un estado de menor energia que el singlete, es
proponer una interaccién de la forma —o(r + a), con a un vector constante. Sin
embargo, esta modificacion destruye la paridad del potencial delta, y por tanto,
no permite descomponer la funcion de onda en una parte espacial con paridad
definida y una parte espinorial .

En base a este argumento, una posible solucién del problema, podria ser uti-

lizar un potencial doble delta de la forma,
Vir) = 20O r + a) + 89 (r — a)). (1.3)

Aunque esta eleccion permite construir estados de spin total definido, es el es-
tado singlete quien en este caso se ve privilegiado energéticamente por sobre el
estado triplete, ver apéndice (B).

Sin embargo, las modificaciones en el potencial producidas por una no con-
mutatividad de las coordenadas inducen de forma natural la construccion de po-

tenciales con la estructura de (1.3), donde las coordenadas han sido desplazadas



por un término proporcional al spin total del par. En este caso, el estado triplete

tiene menor energia que el estado singlete.

Superconductividad Triplete inducida por una generalizacion del me-

canismo de Cooper

Dentro de un metal los electrones estan sometidos a distintos tipos de in-
teracciones, entre las que se incluye: la interaccion de Coulomb atractiva entre
electron-ion, la interaccion de Coulomb repulsiva entre electron-electron y la in-
teraccion entre los electrones y las vibraciones de la red o fonoénes.

La primera de estas interacciones, depende fuertemente de la estructura pe-
riddica de la red y es la responsable de la aparicion de bandas y gaps en el
espectro de energia de los electrones, lo cual describe en buena medida, las pro-
piedades de conductores, dieléctricos y semiconductores, cominmente a tempe-
ratura ambiente.

Despreciando los efectos de la estructura cristalina de la red, las interaccio-
nes a considerar ahora son electron-electron y electron-ion, de estas, la primera
es siempre repulsiva, de manera que la Unica forma de obtener una interaccion
atractiva entre electrones, que permita la formacion de pares Cooper, reside en

la interaccién electréon-ion.



A través de la interaccion electrén-ion, un par de electrones con energias cer-
canas a la energia de Fermi y con momentos k y —k, experimentan una interac-
cién atractiva, ver apéndide C.

Una rapida estimacion, que permite mostrar que este tipo de interaccion re-
sulta ser relevante a bajas temperaturas es el siguiente. Experimentalmente se
encuentra que la energia de transicion entre la fase normal y la superconductora
esta dada por £ = kT,. Para una temperatura critica del orden de T, ~ 1K, se
obtiene £ ~ 10~ %eV.

Por otra parte, si los procesos de scattering de los electrones se deben a
procesos de absorcion y emision de fonones, entonces el aumento de energia
transferido desde la red a un electron, se puede estimar desde la energia cinética
de un electron en movimiento relativo con el iorf’l Utilizando que la velocidad
de propagacion del sonido en un metal es del orden de v ~ 10%*m/s, entonces la
energia cinética de este electron es del orden de Ey ~ MeV (v/c)* = 107%eV ~ E.
Esto indica que a bajas temperaturas, la energia de interaccion electrén-fonon
es del orden de la energia de transicidén y por tanto, resulta ser relevante en la
superconductividad.

De esta forma, si la interaccidn electron-fonon predomina sobre la repulsion
electrén-electrén entonces la interaccion neta resulta ser atractiva, lo que da paso
a la formacion de pares de Cooper.

Sin embargo, la teoria microscépica de BCS [64] incluye un requerimiento

adicional, a saber, que a T = 0 se produce la condensacion de los pares de

“Esto es sélo una estimacion, la que en ningln caso se debe entender, como que los elec-
trones en un superconductor se mueven con la misma velocidad que los iones, de hecho, los
electrones de conduccién en un metal se mueven a velocidades mucho mayores que la velocidad

de propagacion de los fonones.



Cooper. Este requerimiento, es fundamental para poder definir el estado base del
sistema.

La idea central de la teoria BCS, es suponer que a 7' = 0 este estado base
esta formado por un nimero muy grande de pares de Cooper, nimero del orden
de una fraccion del numero total de particulas.

Luego, cuando se incrementa la temperatura, los estados excitados del siste-
ma se obtienen a partir del estado base destruyendo pares de Cooper. De mane-
ra que las excitaciones se describen ahora como las excitaciones de un estado
normal metalico, i.e. en términos de pares electrén-hueco.

En base a esta suposicion, es posible calcular la temperatura critica del siste-
ma, como la temperatura donde la fase metalica coincide con la fase supercon-
ductora, i.e. cuando se han destruido todos los pares de Cooper

Las modificaciones inducidas por la no conmutatividad en este caso, permiten
estudiar la condensacién de pares de Cooper en el estado de spin triplete. En
otras palabras, proveen un mecanismo para la formacién de un superconductor
de spin triplete.

La presente tesis esta organizada como sigue: En el capitulo Il estudiaremos
la construccion de un espacio no conmutativo covariante bajo rotaciones, don-
de s6lo se han deformando las relaciones de conmutacion de las coordenadas.
Luego revisaremos la construccion de una teoria de mecanica cuantica no con-
mutativa sobre este espacio.

En el capitulo Il se discute la generalizacion del mecanismo de Cooper. Y en
el capitulo 1V se aplica este mecanismo al problema de la superconductividad de
spin triplete.

Finalmente en el capitulo V se discuten las conclusiones generales junto al-

gunos resultados preliminares y futuras lineas de investigacion.
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En lo que sigue utilizaremos unidades naturalescon . = 1,y ¢ = 1, con lo cual
el spin resulta ser una cantidad adimensional, el tiempo se mide en unidades de

longitud y la energia, la masa y el momento en unidades del inverso de la longitud.



Capitulo 2

Mecanica Cuantica No-Conmutativa

con grados de libertad de Spin

En este capitulo, revisaremos la construccion de un espacio no conmutati-
vo, como fue originalmente propuesto en [65], donde se incluyen los grados de
libertad del spin en las relaciones de conmutacién de las coordenadas. A conti-
nuacioén sera revisada la construccion de una teoria de mecanica cuantica, sobre
este espacio no conmutativo.

Con el objetivo de estudiar sistematicamente el problema de muchas particu-
las, se extendera la aplicacién del modélo de mecanica cuantica, al caso de un
sistema de particulas interactuates, donde se estudiara en detalle el problema de
los estados ligados.

A diferencia de los modelos de no conmutatividad en dos dimensiones, en
[65], se presenta un modelo de un espacio no conmutativo tridimensional. En
este caso, las relaciones de conmutacion de las coordenadas incluyen los grados
de libertad de spin, de manera que el algebra es covariante bajo rotaciones.

Cabe senalar, que debido a la naturaleza matricial del spin, las coordenadas

11



2.1 Espacio No Conmutativo y SO(3) 12

no conmutativas en este caso resultan ser matrices.

2.1. Espacio No Conmutativo y SO(3)

En general, los modelos de mecanica cuantica no conmutativa se construyen
en un espacio bidimensional [34, [35] (36 137, 138, 166, 67, 68|, donde las relaciones

de conmutacién deformadas | estan dadas por
[Zi‘i,(i’j] :igij, (21)

donde i,5 = 1,2 y 6;; las componentes de una matriz constante de 2 x 2, de
manera que el algebra es covariante bajo el grupo de simetria abeliano SO(2). Sin
embargo, las relaciones de conmutacion , extendidas al caso tridimensional,
no son covariantes bajo el grupo de rotaciones SO(3).

En relacién con lo anterior, una algebra no conmutativa que preserva la si-

metria de rotacion en tres dimensiones, es el algebra propuesta en [65]

24, 2] = i0%€i1.5r, [Di, p;] = 0, (85, 8j] = i€ 5k,

(%, 8] = 10€;jx 5k, (2, p;] = 1045, [5i, ;] = 0. (2.2)

Es importante destacar que en estas relaciones de conmutacion, tanto las coor-
denadas x como los los momentos p, heredan la naturaleza matricial del spin.
De tal manera que si p y s son matrices hermiticas, entonces x resulta ser una
matriz hermitica, como puede observarse directamente de la relacién de conmu-

tacion entre las coordenadas y el spin.

! Las variables no conmutativas seran denotadas por x, p y 3.



2.2 Dinamica de un Sistema No Conmutativo 13

2.2. Dinamica de un Sistema No Conmutativo

Por otra parte, la dinamica de cualquier sistema cuantico conmutativo esta go-
vernado por la ecuacion de Schrodinger [74),[75]. De esta forma, siguiendo la idea
propuesta en [65], la dindmica de cualquier sistema no conmutativo esta gober-

nada por una ecuacién de Schrddinger, en variables no conmutativas, de la forma
0|0 (t) >= Hye (%, p)|U(t) > . (2.3)

Sin embargo, al proyectar esta ecuacion sobre un espacio de coordenadas no
conmutativas, la funcién de onda ¥ (x,t) =< x|V (t) > resulta ser una funcién de-
pendientes de coordenadas matriciales que no conmutan entre si, de tal manera
que la nocién de distancia en este espacio necesita una prescripcion adicional de
ordenamiento. Esto no quiere decir que la propuesta de un espacio no conmu-
tativo sea inconsistente. Sélo indica que es necesario proyectar la ecuacion de
Schrodinger no conmutativa sobre otro espacio.

Una forma alternativa de solucionar este problema fue presentada en [65]. En
este caso se utiliza un cambio de base que permite recuperar el espacio conmu-
tativo estandard, y de esta forma, distinguir los efectos de la no conmutatividad
en un espacio conmutativo, [34, 35, 36 (37, 138, 66, 67, 68|, 69, [70].

De esta forma, un cambio de base que permite describir el algebra en
términos de las coordenadas conmutativas, se obtiene a partir de la transforma-

cion
T; = x; 1+ 0s;, pi = pil, 8i = si, (2.4)

donde 1 es la identidad en el espacio de las matrices de spin, el cual sera omitido

por simplicidad en lo sigue, de manera que z;1 y p;1, solo seran denotados por z;

Y pi-
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Utilizando este cambio de base y las relaciones de conmutacion en (2.2), se

sigue que el algebra de las variables z;, p; y s;, esta dada por

[z, 2] =0, [pi,pjl =0, (i, 8] = €15k, (2.5)

{xiv Sj] = OJ [xmp]] = 7‘5@]7 [Sl7p]] = 07 (26)

de esta forma, las variables conmutativas satisfacen el algebra de Heisenberg.
Este procedimiento, tiene la ventaja de incorporar los efectos de la no con-
mutatividad directamente en el Hamiltoniano, sin la necesidad de calcular un pro-
ducto generalizado. Como sucede en el caso, en que la no conmutatividad se
representa por un producto modificado entre funciones [33} (71}, 72, [73]. En efec-
to, utilizando el cambio de base la ecuacion de Schrédinger no conmutativa
se lee
i0,|¥(t) >= Hye(x + 0s,p)[¥(1) >, (2.7)

como resultado el potencial ha sido desplazado por x + 0s.

Es importante senalar que en este caso, al proyectar sobre la base de coorde-
nas |x >, ¥(x,t) =< x|¥(t) > resulta ser un spinor que depende de coordenadas
conmutativas.

Finalmente, y en vista de que tr(s;) = 0, entonces, es directo mostrar que la
coordenada conmutativa x;, se puede escribir en términos de la coordenada no

conmutativa z;, a través de la relacion

Esta relacion junto con (2.4), nos proveen de un mapa entre el algebra de va-
riables no conmutativas y las variables conmutativas, lo que a su vez nos permi-
tird describir la dinamica de un sistema no conmutativo en un espacio conmutati-

VO.
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Una razén suficiente para introducir una minima modificacién de esta algebra
es la siguiente. En el caso de un sistema de dos particulas (denotadas por 1y 2),
y en el sistema reducido, el potencial se escribe como una funcién que depende
de la coordenada relativa x = x; — xf] el cambio de base que permite pasar a
las coordenadas conmutativas indica que la coordenada relativa no conmutativa
se escribe como x = (x; — x2) + 0(s; — s2), donde x; y x, son las coordenadas
conmutativas y s; y ss los spin. De esta forma el potencial depende de la coorde-
nada relativa y el spin relativo, y como resultado la base estandard de spin total
no permite diagonalizar el Hamiltoniano en este caso.

Sin embargo, si en la propuesta de un algebra no conmutativa (2.2), se re-
emplaza 6 — if, entonces es posible construir una coordenada relativa no con-
mutativa que en el espacio conmutativo se escriba en términos de la coordenada
relativa y el spin total. Esta modificacion del algebra sera estudiada en la proxima
seccion y sera el algebra utilizada para estudiar el problema de la superconduci-
tividad triplete.

Como resultado de reemplazar § — i6 en el algebra (2.2), obtenemos:

= Las relaciones de conmutacién de la forma
(&3, 5] = —i0€i5 35, [hi, ps] = 0, (81, 85] = d€ijn Sk, (2.9)
[T, 8;] = —0¢€;k Sk, (25, p;] = 165, 15, p;] =0, (2.10)

como resultado las coordenadas no conmutativas z; en este caso, son ma-
trices no hermiticas. Por lo tanto, las variables z; no representan una obser-

vable del sistema. Adicionalmente este hecho indica que el algebra incluye

2 Para cada particula se propone un algebra no conmutativa.
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relaciones de conmutacion de la forma
(1,21 = —i6%€;1.81, (1, p;] = 65, (2.11)

[i‘iT, §j] = Qeijkék, [ZA‘Z'T, Zi'j] = i92€ijk§k- (212)

= En este caso, el cambio de base que permite recuperar un algebra conmu-

tativa resulta ser

T; = x;1 +10s;, jcj = x;1 —10s;, (2.13)

pi = pil, 5; = si, (2-14)

= Finalmente la ecuacion de Schrédinger no conmutativa se lee como
10|V >= Hyo(x + i0s,p)|V > . (2.15)

Sin embargo, debido a la no hermiticidad de las coordenadas no conmutati-

vas 1;, este Hamiltoniano podria no ser hermitico.

De esta forma la variable no conmutativa en este caso resulta ser no hermitica.
Sin embargo, en este caso si es posible proponer una coordenada relativa no
conmutativa que se escriba en términos de la coordenada relativa conmutativa y
el spin total. En efecto, si en el caso de dos particulas definimos la coordenada
relativa no conmutativa por x = %, — %}, el cambio de base en (2.13), permite
escribir esta coordenada no conmutativa como x = (x; — Xg) + i0(s; + S2).

Por otra parte, a pesar de que la variable no conmutativa no es hermitica, es
posible construir al menos dos Hamiltonianos no conmutativos hermiticos, toman-

do m = 1, estos Hamiltonianos son
Hyer(,p) = (ﬁ2 VR + v*(ﬁ))), (2.16)

Hye-(p) = (20760 - V(3. (2.17)
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con V' (x) una funcidn que en el limite ¢ — 0 se reduce al potencial utilizado en el
caso estandard.

Cabe senfalar que la realidad del espectro de Hamiltonianos no hermiticos
complejos, también puede ser incorporada mediante la simetria P T, ver [76] y su
extension supersimétrica [77]. Este ultimo caso, corresponde al limite cuando 6 —
0y x — ix, con x una coordenada espacial con las relaciones de conmutacion
estandard.

A pesar de que este tipo de propuesta es muy interesante, nuestro proposito
principal es distanciarnos lo menos posible de la teoria estandar, por lo que, sélo
nos concentraremos en la posibilidad de utilizar Hamiltonianos hermiticos, de la
forma y (A7), con potenciales reales V' (x).

Por otra parte, suponiendo que la escala de no conmutatividad ¢ es pequena
en comparacion con cualquier otra escala de distancia (que en el presente caso
de un sistema cuantico no relativista podria ser la longitud de onda de de-Broglie)

y utilizando el cambio de base (2.13][2.14), en (A.6y[A.7), la expansién con 6 < 1,

de los Hamiltonianos H, y H_, se puede escribir como

Hyci(x,p) = (%p2> 1+ cos(fs - V)V (x), (2.18)
Hyco-(x,p) = (%p2> 1 —sin(fs - V)V (x). (2.19)

De las expresiones anteriores, es posible observar que estos Hamiltonianos re-
sultan ser matrices hermiticas en el espacio del spin.

Puesto que en el limite 6 — 0,
1 2
Hycy(x,p) = (5p"+V(x) |1, (2.20)

Hye-(xp) = (5971, (2.21)
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en lo que sigue, sélo utilizaremos el Hamiltoniano Hy¢. (que sera denotado sélo
por Hyc), el cual se reduce a un Hamiltoniano diagonal, donde cada una de sus
componentes tiene la forma de un Hamiltoniano de Schrédinger.

En este punto es posible observar que todas las modificaciones inducidas por
no conmutatividad, quedaran codificadas en la forma del potencial en (A.8). Por
lo tanto, no sera necesario volver a hablar de las coordenadas no conmutativas,

en lo que sigue.

2.3. Sistemas de Particulas Interactuantes

En el marco de esta tesis, nos concentraremos en estudiar electrones y bo-
sones compuestos por un par de electrones como los pares de Cooper, como
sucede al estudiar un modelo de un material superconductor, donde las propie-
dades de sistema, se describen por la interaccion entre los electrones y los iones
de la red.

Es importante destacar que en este problema, la no conmutatividad puede
ser pensada como una manifestacion de la estructura interna de la red cristalina
que se modela por medio de un espacio no conmutativo que se revela a escalas
de distancia del orden de 6, pero que, producto de la interaccion electrén-fonén
puede producir efectos observables a escalas macroscopicas.

Puesto que la no conmutatividad aparece a escalas de distancia mucho me-
nores que cualquier escala de distancia caracteristica del sistema, e.qg. la longitud
de onda de de Broglie, en primera aproximacion podemos considerar un Hamilto-
niano, de la forma

Hyco(x,p, 8) = <1p2 + V(x)) 1-— %92(5 V)2V (x). (2.22)

2
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es claro que el caso de una particula de spin s = 0, se reduce trivialmente al caso
estandard de mecanica cuantica.

Por completitud, primero analicemos el problema de un electron, en este caso
s = o /2y el Hamiltoniano se escribe como

Hyeo(x,p) = (%pQ + (1 — %(9/2)2v2)1/(x)) 1, (2.23)
de esta forma, el término a primer orden en la expansion del potencial s6lo con-
tribuye con un término constante en este caso, al igual como ocurriria en el caso
de un sistema de electrones no interactuantes.

El caso de un sistema compuesto por dos fermiones interactuantes, donde
s = (1/2)(o + o’) es el spin total del sistema de dos fermiones, x es la coor-
denada espacial relativa x y p es el momento relativo, el término proporcional a
6% no se reduce como en el caso anterior. Sin embargo, aun podemos estudiar la
modificaciones inducidas por este término en comparacion con el caso estandard.

Utilizando la expresion general para el Hamiltoniano en (2.22), analicemos el
conjunto de operadores compatibles del sistema. Un calculo directo, muestra que

en este caso
[827 HNC(X7 p, 3)] = 0. (224)

Sin embargo, no es directo mostrar que, para un potencial arbitrario, Hy¢(x, p, s)
conmute simultaneamente con s;.

Con el propédsito de determinar bajo que condiciones Hyq(x, p, s) conmuta
con sz, consideremos la transformada de Fourier del potencial V' (x). El conmuta-

dor del término proporcional a 2 y s; estd dado por
(55, (5 - p)2V(x)] = / B re™¥[s, sis, ik V (K). (2.25)

Puesto que [s3, s?] = 0, es claro que la expresién anterior se anula para i = j.
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Por otra parte, para i # j, la integral en (2.25), parametrizada en términos
de coordenas esféricas correspondientes al vector k, resulta ser proporcional a
[ dok;k;U k), con ¢ el angulo azimutal.

Si la transformada del potencial (V' (k)) es independiente de las variables an-
gulares, condicidn que en el espacio de coordenadas se traduce en que V(r) =
V(r), entonces en este caso el conmutador en se anula.

De esta forma, para un potencial central el Hamiltoniano conmuta con
sy s3, de manera que es posible utilizar la base de spin standard |s, m >, donde
s y m, corresponden a los autovalores de s? y s3; respectivamente.

Finalmente, es importante sefalar que el momento angular orbital L y el mo-

mento angular total J = L + s, con las relaciones de conmutacién
[Ji, Jj] = deiudn,  [Li, Lj] = i€ijiLy. (2.26)
forman un conjunto de operadores compatibles con Hy, esto es
[J5, Hve(x, p, 8)] = 0, [J?, Hye(x,p, s)] = 0. (2.27)

De esta forma, para un potencial arbitario una base que diagonaliza el Hamilto-
niano Hyc, resulta ser |jsm’ >, donde j, s y m’ corresponden a los autovalores

de J?, s?y J; respectivamente.

2.4. Conclusiones del Capitulo

Reemplazando 6 — i en el algebra propuesta en [65], se obtiene un algebra
con relaciones de conmutacion adicionales debido a la no hermiticidad de las
coordenadas no conmutativas.

Puesto que el spin hereda su caracter matricial en las relaciones de conmuta-

cion, las coordenadas no conmutativas resultan ser matrices no hermiticas,
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Un cambio de base permite escribir las variables no conmutativas, en términos
de variables conmutativas, que satisfacen el algebra de Heisenberg.

Debido a la no hermiticidad de las coordenadas no conmutativas, dado una
funcién real V(x), es posible construir al menos dos Hamiltonianos no conmutati-
vos hermiticos, de los cuales sélo uno, (2,16), se reduce a la matriz identidad por
el Hamiltoniano de Schrddinger estandard.

Utilizando el cambio de base (2.13] [2.14), se obtiene una realizacion del alge-
bra en términos de coordenadas conmutativas que satisfacen el algebra de Hei-
senberg. Por medio, de esta identificacion es posible mapear la dinamica de un
sistema no conmutativo a un espacio conmutativo con un potencial modificado.

Para el caso de un sistema compuesto por un electron, las modificaciones
inducidas por no conmutatividad, se traducen en una contribucion constante en
la energia del sistema.

Sin embargo, en un sistema compuesto por un par de electrones interactuan-
tes, el Hamiltoniano conmuta con los operadores .J; y J2. Para un potencial cen-
tral, el Hamiltoniano conmuta adicionalmente con s; y s.

En este punto, es importante entender que la discusion inicial acerca de la
construccion de un espacio no connmutativo, y la posterior construccién de una
teoria cuantica sobre este espacio, se resumen en una modificacion del Hamilto-
niano utilizado para describir un sistema.

A primer orden, el Hamiltoniano se escribe ahora con un término adicional,
que es proporcional al spin.

En los capitulos que siguen, aplicaremos este modelo tanto al problema del
apareamiento de Cooper, como al problema de la superconductividad descrita

por una teoria BCS generalizada.



Capitulo 3

Generalizacion del Mecanismo de

apareamiento de Cooper

En este capitulo, estudiaremos el problema del apareamiento de Cooper en un
espacio no conmutativo utilizando las herramientas desarrolladas en los capitulos
anteriores. Esto es, construyendo un Hamiltoniano no conmutativo, en base al
potencial utilizando en el caso estandard, [138].

Con el proposito de distinguir de forma clara y precisa el punto donde se apli-
can las modificaciones inducidas por la no conmutatividad, primero revisemos el

problema del apareamiento de Cooper, en el espacio conmutativo estandard, [63].

3.1. Apareamiento de Cooper

Consideremos un gas ideal de electrones a temperatura 7' = 0, en el que los
electrones de este sistema, ocupan todos los niveles de energia hasta la energia
de Fermi.

Supongamos que dentro del mar de Fermi se enciende una interaccion muy

22
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débil entre dos electrones. Si esta interaccidn es repulsiva, entonces solo se pro-
duce un proceso de scattering entre los dos electrones. Si por el contrario, esta
interaccion resulta ser atractiva, entonces es posible que el par de electrones
formen un estado ligado, quedando confinados a una region finita del espacio.

Por lo débil de la interaccion y como fue demostrado por Cooper [63], es po-
sible demostrar que, en el caso de dos electrones con energias cercanas a la
energia de Fermi, el estado del par posee de menor energia que el estado inicial
de los dos electrones libres.

Con el proposito de demostrar lo anteriormente dicho, calculemos explicita-
mente la energia del par. Para ello, consideremos la ecuacién de Schrédinger en

el sistema de masa reducida, esto es
(=VZ+V(r)¥(r) = EV(r). (3.1)

donde r es la coordenada relativa, ¥(r) es la funcion de onda del pary F es la
energia del par. Noétese que en el presente caso, el término libre se escribe como
—V? debido a que la masa reducida de dos particulas de masa unitaria es 1/2.
Es importante destacar que el par de electrones considerados en el aparea-
miento de Cooper, esta formado por un electron con momento k y otro con mo-
mento —k. De tal forma que utilizando la notacién W™ (r) = U(r)|s,m >, la

funcion de onda del par se escribe como una superposicion de la forma
Plem) (p) = / BT dEm) (k) (3.2)

donde V(r) denota la parte espacial y |s,m > la parte espinorial, mientras que
(k) denota la transformada de Fourier de la parte espacial.
Reemplazando (3.2) en (3.1)), obtenemos

(I)(s,m) (k) — —ﬁ/dsk/]}(k/, k)(p(S,m) (k/>, (33)
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donde

V(K k) = / %e“k’—k)'r\/(r). (3.4)

Reemplazando V() por su transformada de Fourier [ d®qe’d™V(q), la expresion
anterior toma la forma
V(K. k) =V(k —k). (3.5)

Suponiendo que la funcion V (k'—k) se puede separar como V (k'—k) = —U (k") U (k),

entonces la ecuacion (3.3), se puede escribir como

oL (k) —<k(2]<_k)E) / KUK )™ (K),
/ PEDE™ (KU (k) = / d%% / PEUK)DE™ (K,
L= dk% (3.6)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion del gap, y su solucion en términos de
E muestra que E < k2, es decir, que la energia del par de electrones £, es menor
que la energia de los dos electrones libres k?[[] Esto puede ser chequeado por
consistencia, directamente en la ecuacion (3.6).
En el trabajo de Cooper, la interaccidn atractiva en el espacio de coordenadas,
se representa por
V(r) = —(21)°gd® (r), (3.7)

con0<g<<l.

Reemplazando este potencial en (3.4), obtenemos como resultado que U(k) =
g, s decir, obtenemos una interaccion isotropica en el espacio de momentos. Es-
to se traduce en que la formacién de pares no depende de una direccién privile-

giada.

'Restituyendo las unidades la energia de cada electrén libre es 72k?/2m



3.1 Apareamiento de Cooper 25
Con este potencial la ecuacion del gap (3.6), toma la forma
1
_ 3
1= g/d k—(k2 — ) (3.8)

En este punto, es conveniente discutir dos aspectos de este problema que

seran Utiles para el calculo que sigue:

1. Lainteraccidn atractiva en el problema de Cooper, produce un débil aumen-

to en el momento de los electrones. Este leve incremento permite que, solo

los electrones con k = kg, puedan salir del mar de Fermi.

Adicionalmente, esto indica que los momentos de los electrones estan aco-

tados por kr < k < kr + k., donde k. es el momento transferido por la

interaccion.

Por lo tanto, sélo los electrones sobre la superficie de Fermi, contribuyen a

formacién de pares de Cooper.

2. La densidad de estados N(¢) = d*k/de, donde € = k?/2 es la energia de un

electrén, puede ser considerada constante sobre una delgada capa sobre

la superficie de Fermi Er < ¢ < Er + E., con E. = k?/2.

Esto indica que la integral en (3.8), puede ser reemplazada por
kF+kC EF+E(:
/ d’k = N(EF) / de,

kp EF

con N(Er) una constante.

Siguiendo lo dicho en los puntos 1y 2, la ecuacion (3.8) toma la forma
Ep+E. 1

1=gN(FE d
g (F)/EF EQG—E’

de la expresion anterior, y con un poco algebra obtenemos

E = 2(Ep — Ee N Er9),

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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Este resultado muestra que la energia del par, es menor que la energia de los
dos electrones libres, esto es £ < 2Ep, lo cual demuestra que el estado del par

se favorece energéticamente.

3.1.1. Estado de Spin Singlete

El analisis anterior, muestra que dos electrones sobre la superficie de Fermi,
i.e. con momentos iguales a kr, formaran un estado ligado, si existe una débil
interaccién atractiva entre ellos.

Sin embargo, puesto que la interaccién es de contacto, cuando r — 0, la

contribuccion no nula de la funcion de onda en (3.2), esta dada por
Plem) () = /d?’k cos(k - #)®E™ (k). (3.12)

En principio, el par de electrones se puede formar tanto en un estado de spin
singlete como en un estado de spin triplete. Sin embargo, debido a la antisimetria
de la funcién de onda del par, bajo el intercambio de particulas, la funcion de
onda en (3.12), sélo puede estar construida en el estado singlete. En efecto, si

consideramos que bajo la permutacion de particulas, se tiene que
Pp®m (k) = (1) elm) k), (3.13)

donde P;, denota el operador de intercambio de particulas, entonces, es claro
que sélo el estado con s = 0, permite construir una funcion de onda antisimétrica.

En conclusion, por la accion de una débil interaccidn atractiva, dos electrones
sobre la superficie de Fermi, forman un estado ligado de spin singlete, o par de
Cooper. Este mecanismo de formacion de pares, es el responsable de la super-

conductividad convencional descrita por la teoria BCS, [64].
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El estado de spin triplete, no contribuye a la formacion de pares en este ca-
so, puesto que no permite construir una funcion de onda antisimétrica, bajo el
intercambio de particulas.

Sin embargo, en el marco de la teoria no conmutativa desarrollada en los
capitulos anteriores, es posible incluir los estados de spin triplete, como una so-

lucion del problema del apareamiento de Cooper.

3.2. Generalizacion del Mecanismo de Cooper

La teoria de mecanica cuantica no conmutativa, estudiada en los capitulos
anteriores, se puede ver como una modificacion del Hamiltoniano en mecanica
cuantica estandard. Esta modificacion, que sélo afecta al potencial, se debe a
un cambio de base en las coordenadas, que permite recuperar el algebra de
Heisenberg.

Utilizando este modelo de mecanica cuantica no conmutativa, en el problema

del apareamiento de Cooper se implementan las siguientes modificaciones, [138]:
» El potencial se lee ahora como
1

Vne(x,8) = 5(V(x +1i0s) + V(x —ifs)). (3.14)

De esta forma, sustituyendo (3.7) en (3.14) y reemplazando en (3.4), la ex-
pansion a orden 62 del término V(k, k', s) se lee como

V(k,k,s) = —g<1 + %92((k -8)2+ (K - 8)?)

_%92«1{-s)<k'-s)+(k’-s)(k-s))). (3.15)
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= En la ecuacién (3.14), el potencial no es de contacto, de tal manera que
la funcién de onda conserva la forma general propuesta en (3.3). No obs-
tante, puesto que ahora la funcién de onda, contiene la parte impar y par
de la exponencial ¢’*", sera necesario analizar la simetria de paridad en la

soluciones.
Debido a la antisimetria de la funcién de onda del par bajo el intercambio de
particulas, se sigue

M (k) = (—1)"0™) (k), (3.16)

De esta forma, bajo una transformacion de paridad el estado de spin singlete

s = 0 es par, mientras que el estado triplete s = 1 es impar.

» De la misma forma que los diferentes estados de spin tienen diferentes
propiedades de simetria bajo una transformacion de paridad, los distintos
términos en la expansidn del potencial, pueden ser separados por sus pro-

piedades de simetria.

De esta forma, la parte par sera denotada por

VOWK k,s) = %(V(k’, k,s) + V(=K k,s)),

= (i s i) @
y la parte impar por
V(K k,s) = %(V(kﬁk,s)—v(—k’ak,s))?
1

- 59(92<<k-s><k'-s>+<k’-s><k's>>)’ 819

Notese que en el limite  — 0, VO (K’ k, s) = g, mientras que V) (K’ k, 5) =
0.
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= En base a estas propiedades de simetria, y junto con la posibilidad de se-

parar el potencial en una parte par y una parte impar, obtenemos
/ PEVE (K Kk, 8)PE™ (K) ~ by, (3.19)

Como resultado, la contribucién no nula del potencial en el estado singlete,
proviene de la parte par, mientras que la contribucion no nula para el triplete,

proviene de la par impar del potencial.

En conclusion, la modificacion del potencial, permite incluir el estado de spin
triplete. De los términos de la expansidon del potencial, se observa que sélo la
parte par contribuye al estado singlete, mientras que la parte impar contribuye al
triplete.

En las dos secciones que desarrollan a continuacion, se estudia por separado

el caso de un estado de spin singlete y el caso de un estado de spin triplete.

3.3. Estados de spin singlete

Para el estado singlete, la contribucion no nula del potencial se obtiene de la
ecuacion (3.19) con s’ = 0 = s. En este caso es conveniente escribir el potencial

como
VOWK k,s) = —g (1 + %ez(k . 8)2) (1 + %92(1{/ : 3)2)
= —gVOK s)VOK, s). (3.20)

De tal manera que la ecuacion del gap (3.6), se puede escribir como

_ 3, < (VO(k, s))? >0
1 = g/dk: 1 p00) ,

Er+E.
~ gN(0) / d

Er

1 1

- - - 2(k - 5)2 >(00)
€50 47T/d(2 <1+6%k-s5)> (3.21)
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donde los paréntesis indican el valor del operador sobre el estado singlete.

Notese que si g < 0, entonces E®? > 2¢, es decir, en este caso el par tiene
mayor energia que el estado de los dos electrones libres. De tal manera que el
estado ligado aparece en el caso del singlete, sélo si esta interaccién de contacto
es atractiva, esto es, sélo si g > 0.

Utilizamos
(k-s)* = %kQ (1+ (k-o)(k-0')k™?) = k*Sa, (3.22)

donde o/2y o’'/2 son los spin de cada uno de los electrones. Un célculo directo

muestra que, ver (C.3),

1
= [ d2(5)* =o. (3.23)

De esta forma, las modificaciones para el singlete se anulan, y por lo tanto, la
ecuacion del gap se reduce al caso conmutativo

1 2F.
1= §gN(EF) In (1 + 3, — 00 E(O’O)) (3.24)

donde Er = k%/2, E. = k?/2.

Finalmente con un poco de algebra obtenemos
B0 = 2(Ep — E e #/NEr), (3.25)

Como resultado, el caso no conmutativo del estado de spin singlete es equivalente
al caso conmutativo.
En la préxima seccion estudiaremos como las modificaciones inducidas por la

no conmutatividad, pueden producir pares de Cooper en el estado de spin triplete.
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3.4. Estados de spin triplete

En el caso del triplete, la contribucién no nula del potencial, proviene del

término impar, que puede ser escrito como
VO k, 8) = g0 (k- s)(K - 8) + %g@g(k’ k) - s. (3.26)
Es importante notar que debido al dltimo término, el potencial no puede ser sepa-
rado como VW (k', s)V 1V (k, s).
Sin embargo, existen al menos dos condiciones que pueden ser impuestas,

con el propoésito de anular el dltimo término en (3.26).

1. Sila direccion del spin total es paralelo a plano que forman los dos vectores,

esto es (k' x k) - s = 0. Entonces, el potencial se reduce a

VO(K k. 5) = g%(k - )(K - 5). (3.27)

El signo global que acompana a este término, indica si el estado del par
resulta ser un estado ligado. En este caso, esta condicion sera satisfecha si
g < 0, es decir, en este caso la interaccion que provoca el estado ligado es

repulsiva.

2. Sila direccidn de los electrones dispersados es antiparalela a su diraccion

de incidencia, esto es k = —k’. En este caso, el potencial esta dado por
VUK Kk, s) = gb*k-s)K -s), (3.28)

donde k' = k/'(k/k).

A diferencia del caso anterior, el potencial es positivo y por tanto, la energia
del par sera menor que la energia de los electrones libres en el caso en que

g > 0, es decir, en el caso de una interaccion atractiva..
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Por otra parte, en ambos casos la ecuacion del gap se reduce a

o [, <(k-s)? > (Lm)
1= g0 /d e T (3.29)

notar que de esta ecuacion se obtiene que E™ < k?, es decir que la energia
del par es menor que dos veces la energia individual de cada electron.

La expresion anterior se puede reducir introduciendo la densidad de estados
por intervalo de energia, ver (3.21), y ademas utilizando y obtenemos

EF+E(;
4 5 €
Ep

de esta forma integrando esta expresién obtenemos

5 3 o8,
CE)=m (14 e 31
T (2g92N(EF) ) n ( T oE, E(Lm)) (3-31)

siguiendo el mismo procedimiento que en [138], definamos la razén entre la

energia del triplete sobre la energia del singlete

E(m)

T= oo (3.32)

de esta forma la ecuacién (3.31) se puede escribir como

1
C:1+Bxln(1+B(1_$)+eA), (3.33)

donde se ha definido

2 E(00) 3A
A= , B , C=——,
gN(EF) E, 402E,

(3.34)

La ecuacion (3.33) se puede resolver busca simultaneamente la solucion de las

ecuaciones

1
y=C, y:1+Bxln(1+B(1_x)+€_A), (3.35)
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las cuales se han graficado en la Fig[3.1] Es claro que, en el intervalo 0 < z < 1,
existen soluciones que muestran que la energia el estado triplete es menor que
la energia del singlete.

Notese que el paramtro C, es inversamente proporcional tanto al cuadrado del
parametro de no conmutatividad como a la constante de acoplo g.

De esta forma, las soluciones que son predominantes en el estado triplete,
corresponden a valores de C cada vez menores, es decir, cuando #?g >> 1,
[138]. En vista de que la expansion se ha realizado para § << 1, la condicién
anterior solo se satisface en el caso de una interaccion fuerte g >> 1.

Por otra parte, cuando C' es muy grande, lo que en el caso de una interaccion
débil se traduce en que 0 < 6 < 1, puede existir un estado ligado en el singlete o
en el triplete, dependiendo de tipo de interaccion.

De esta manera, una interaccion atractiva produce un estado ligado para el
singlete y el triplete, en el caso que en la interaccion entre los electrones, predo-
mine la formacion de pares con k' = —k'k’/k.

En caso contrario, una interaccion repulsiva produce un estado ligado en el
triplete, siempre que el spin total del par, sea paralelo al plano que forman los

vectores vectores k y k'.

3.5. Conclusiones del Capitulo

En el problema del apareamiento de Cooper, el modelo de mecanica cuantica
no conmutativa desarrollado en los primeros capitulos, permite generalizar los
estados de los pares Cooper, incorporando el estado de spin triplete, [138].

Siendo estos estados favorecidos energéticamente sobre el estado de spin

singlete.
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Figura 3.1: Soluciones simultaneas de (3.33).

Una interaccion atractiva produce un estado ligado para el singlete y un estado
ligado en el tripete si k' = —k'k/k este caso el estado triplete se ve privilegiado
energéticamente si la interaccion es muy fuerte.

Si una interaccién entre dos particulas es capaz de generar un nuevo estado
de menor energia, entonces, en el caso de muchas particulas, esta tendencia se
podra extender rapidamente a un nimero muy grande de particulas, y por tanto,
generar consecuencias observables a nivel macroscopico.

En el proximo capitulo, la generalizacién del apareamiento de Cooper, sera uti-
lizado como el principal mecanismo de la superconductividad, en el contexto de

una teoria BCS generalizada.



Capitulo 4

Superconductividad de Spin Triplete

En este capitulo revisaremos el problema de la superconductividad no conven-
cional, en el marco de la teoria de mecanica cuantica no conmutativa expuesta
en los capitulos anteriores. Para ello, utilizaremos la generalizacion del aparea-
miento de Cooper a un espacio no conmutativo, como mecanismo responsable
de la superconductividad.

Es importante aclarar que nuestro objetivo principal es estudiar un mecanis-
mo microscopico de la superconductividad de spin triplete, basado en un modelo
de mecanica cuantica no conmutativa, con lo cual, la discucion que se expone a
continuacion, se basa esencialmente en la teoria de superconductividad no con-
vencional y las modificaciones inducidas por no conmutatividad.

Cabe senalar, que el problema de la superconductividad convencional en un
espacio no conmutativo, ha sido analizado de forma similar en [79].

Con el propdsito de reconocer la diferencia entre un superconductor conven-
cional y un superconductor no convencional, comencemos revisando las propie-

dades que distinguen a un superconductor convencional, |48, 180, 97, 182, 83].

35
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4.1. Superconductividad Convencional

Hasta donde sabemos, a temperatura ambiente un meta[] se comporta como
un conductor. Sin embargo, a bajas temperaturas, la resistencia eléctrica dismi-
nuye linealmente con la temperatura hasta una cierta temperatura critica, donde
ocurre una transicion de fase, en la cual, el valor de la resistencia eléctrica se
vuelve muy cercano a cero, e.g. del orden de 1075 para Hg.

Ademas de la repentina disminucion de la resistencia eléctrica, por debajo
de la temperatura critica y en presencia de campos magnéticos, surge el efecto
Meissner [84], i.e. el comportamiento diamagnético de un superconductor, el cual,
se debe a la expulsion de los campos magnéticos externos desde el interior del
superconductor.

De esta forma, las dos principales caracteristicas que distinguen a un super-
conductor convencional, son una baja temperatura critica y la ausencia de cam-
pos magnéticos en su interior.

Con respecto al mecanismo que produce la superconductividad, el descubri-
miento del efecto is6topo [85], i.e. la relacion entre la temperatura critica y la masa
de los iones, confirmé la importancia de la interaccidn entre los electrones y los
fonones de la red cristalina.

Como se demuestra en el apéndice [D] a bajas temperaturas la interaccion
electrén-fonon entre pares de Cooper es atractiva. Esto indica que la supercon-
ductividad en este caso, se debe a la formacién de un estado de menor energia
compuesto de pares de Cooper.

A pesar de que la primera teoria de superconductividad fenomenoldgica, fue

'Ademas de los metales, en la actualidad se conocen una gran cantidad de otros materiales

superconductores.
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propuesta en1950 por Ginzburg y Landau [86], no fue sino hasta 1957 que Bar-
deen, Cooper y Schrieffer [64], construyeron la primera teoria de superconducti-
vidad basada en un mecanismo microscopico.

Es importante destacar que la idea principal de la teoria de BCS es que el
estado superconductor surge como un nuevo estado, de menor energia que el
estado normal. En este caso, el estado base del sistema a 7' = 0, esta formado
por un nimero macroscopico de estados de pares de Cooper, i.e. del orden del
numero total de particulas.

La disminucion de la resistencia eléctrica en este caso, se debe a que las vi-
braciones de los iones a lo largo la red, favorecen la propagacion de los electrones
formando estados de pares de Cooper.

Puesto que el momento magnético de un par de Cooper, depende tanto del
spin del par como de su momento angular orbital, la ausencia de campos magnéti-
cos al interior de un superconductor, se debe a un apareamiento de electrones
en un estado de spin singlete s = 0 y con momento angular orbital [ = 0.

Un estado superconductor, compuesto por pares de Cooper con s #0011 # 0,
se denomina un superconductor no convencional. En estos casos, aun no existe
un consenso acerca del origen de las interacciones responsables de la formacion
de estados de pares de electrones.

En la préxima seccion, revisaremos los aspectos mas relevantes del mecanis-
mo microscopico de una teoria de la superconductividad no convencional [49, 50,

55|, generalizada a partir de la teoria de BCS.
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4.2. Superconductividad No Convencional

En esta seccion revisaremos los puntos mas importantes de la teoria de su-
perconductividad no convencional, y desarrollaremos el formalismo que nos per-
mitira calcular el espectro de las excitaciones de un superconductor y con ello la
temperatura critica.

Laideaesque aT = 0, supondremos que el estado base del sistema esta com-
puesto por un nimero muy grande de pares de Cooperf] A medida que se incre-
menta la temperatura, este numero disminuye por el aumento de la frecuencia de
oscilacion de los fonones, de forma tal que a 7' = T, no existen estados de pares
de Cooper, de manera que la fase superconductora coincide con la fase normal
metalica.

Para comenzar, consideremos el Hamiltoniano en segunda cuantizacién de un
sistema de electrones, tal que solo existe una interaccion entre pares de electro-
nes con momentos k y —k, esto es

Hpcs = Z fkalaaka + % Z Z Vigrpa(K, k)aL,a,aik,ﬁ/a_kgaka, (4.1)
k,o k' .k o/, 0,8

con
1 . ’ ’
Varpipa (K k) = 2 /d3$d3w’e’(k_k)"(x_x) < dfBNV(x—x)|pa >, (4.2)

en la expresion anterior, a, o/, 3, 8’ son indices de la proyeccién de spin, & =
k?/2m — p es la energia de cada electron relativa al potencial quimico y los ope-
radores aLa Yy ax., SOn operadores de creacion y aniquilacion, de un electrén con

momentum k y proyeccidn de spin «, los cuales satisfacen las relaciones de anti-

2Una fraccion del nimero total de particulas.
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conmutacién

T _
{Clka, @k/a/} = Okk'Oaa’ s

{akou ak’o/} = 07 (43)

Como se ha mencionado, el proposito de estudiar un sistema de electrones
interactuantes, radica en la posibilidad de encontrar una expresion para la tem-
peratura critica 7, a partir de la cual, se produce la transicion a la fase supercon-
ductora.

Para T > T., las propiedades del estado metalico, se describen por medio de
un gas ideal de fermiones con un Hamiltoniano de la forma Hy, = >, , 5k@Laak,a-
Cuando se disminuye la temperatura y se alcanza la temperatura critica, la inter-
accion electron-fondn predomina sobre la repulsion de Coulomb generando una
interaccion neta atractiva, la que dicho sea de paso, puede ser muy débil.

Por otra parte, para T' < T, la formacién de los pares de Cooper, permite
describir las propiedades del estado superconductor del sistema, en término del
Hamiltoniano BCS (@.1).

De esta forma, la diferencia de energia entre el estado metalico y el estado
superconductor, escrita en términos de los operadores de creacidn y aniquilacion
de pares de Cooper cf,; = af,a' 1 ¥ ckap = a_rsaKq, SE le€ COMO

Ho — Hpos = —% Y Vg k)l g cras, (4.4)
k/ k o',0",a,8
la expresion anterior muestra que la transicion de fase al estado superconductor,
es energéticamente privilegiada si la interaccidon es atractiva. En caso contrario,
el estado normal es de menor energia que el estado superconductor. Para una
discucion acerca del algebra de los operadores de pares de electrones ver el
apéndice [E|
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Adicionalmente, es directo notar que el término de interaccion es proporcional
al nimero de ocupacioén de pares de Cooperﬂ. Esto produce que, sin importar lo
débil que pueda ser la interaccién, la diferencia de energia entre los dos estados
es observable a nivel macroscépico.

En este punto es importante discutir la estructura de (4.1). Este Hamiltoniano
contiene un término con cuatro fermiones, lo que indica que no es posible escri-
birlo en término de operadores de dos fermiones a través de un transformacion
lineal. Sin embargo, utilizando el hecho que estado base del sistema esta ocu-
pado por un numero muy grande de pares de Cooper, entonces el Hamiltoniano
puede ser linealizado y posteriormente diagonalizado por una transformacion de

Bogoliubov. Estos dos puntos seran tratados en las proximas secciones.

4.2.1. Aproximacion de Campo Medio

Con el propésito de linealizar (4.1), y asi poder describir el espectro de sus
excitaciones como un gas ideal de quasiparticulas [87], es conveniente introducir
el promedio estadistico

_ trlexp(—BHpesA)]
((A)) = trlexp(—BHpes)

(4.5)
y de esta forma definir el objeto
<<Cka6>> = ‘I’aﬁ(k)a (4-6)

donde los elementos V¥,3(k) son c-numeros, el cual sera llamado la amplitud del

par.

3Estrictamente solo los términos de la diagonal permiten identificar la combinacidn de opera-

dores ¢! y ¢ con el operador de nimero de un par.
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Para incorporar la condicién de que el estado base en 7" = 0 esta completa-
mente ocupado por pares de Cooper y que las excitaciones del sistema se pro-
ducen a 7' > 0 ( donde comienzan a romperse estos pares), entonces siguiendo
el formalismo presentado por Sigrist y Ueda [50], introduzcamos el estado base
BCS

1) =[] D (uas + tkeaptlags) [vac) (4.7)
k  af

De esta forma, la condicion de condensacion, i.e. que el estado base esta ocupa-

do por un nimero macroscopico de pares de electrones se resume en
< Qfckas|2 > = ({ckag)) = 0, (4.8)

o lo que se conoce como con la aproximacién de campo medio.

4.2.2. Hamiltoniano Reducido

Utilizando la aproximacién de campo medio, el Hamiltoniano BCS se puede

escribir de forma lineal como
1 *
Hoos = D Gt 9. O VeurpalK k) (Vaal)ehoy + o ()okas)
k,Oé k/:k a/’ﬁ/:avﬁ

1 *
52 O Vawsa(K ) Wh (k) Waa (k).
k/ k o ,B",a,B

El dltimo término de esta expresién, es una contribucién a la energia del estado
base, el cual resulta ser irrelevante a la hora de describir las energia de las exci-
taciones del sistema. De esta forma el Hamiltoniano puede ser escrito de forma

reducida como

Hoes = 3 Gk + 5 303 (BusKeus + Aly(Keras) . (49)
k,« k ap
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donde se han definido los elementos de matriz A,z(k) por

Nap(k) = 3D Vs (k, K) Vo (K), (4.10)
Kk’ 0/,6/

Alﬁ(k) — ZZva,ﬁf;ﬁa(k',k)\pg,a,(k'y (4.11)
k/ 04/,6,

Estos elementos de matriz, determinan la diferencia de energia, entre el estado
base y el primer estado excitado, de cada electrdn. Por esta razén, estos elemen-
tos de matriz son llamados gaps.

La estadisitica de los fermiones impone requerimientos de simetria sobre los
elementos de matriz (4.2). En efecto, puesto que en el Hamiltoniano la permu-
tacion de dos operadores de creacion o aniquilacién, introduce un signo menos
global, entonces los elementos de matriz que mantienen invariante el Hamilto-

niano bajo dicha permutacion, deben satisfacer
Vagipa(K k) = —Vianga(—K k) = =Vagras(k', —k). (4.12)

Por lo tanto, la simetria del sistema establece que los elementos de matriz pares
deben ser antisimétricos bajo la permutacion de indices de spin y, a su vez, los
elementos de matriz impares deben ser simétricos bajo la permutacion de indices
de spin. En términos de los estados de spin total singlete y triplete, los elementos
de matriz en el primer caso, corresponden al singlete, mientras que el segundo
caso corresponden al triplete.

Identificando estos elementos de matriz con un superindice, correspondiente
al spin total, de se obtiene que A,5(k) = —Ag.(—k) (0 en notacién matricial
A(k) = —AT(—k)), de lo que se sigue que

AP k) = (-1)51A% k), ALY (k) = (1A (k). (4.13)

De esta forma, el gap correspondiente al estado singlete, se define por A(ﬂ =

0=A2 y AP = A" (v, (k) = 0 = V__(k)), de manera que (4.10) se
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parametriza en términos de la matriz ,, y una funcion par (k) = ¢(—k) o funcion
gap

AVk) = ig,y (k).
(Afi(k) A$><k>) ) ( 0 w<k>) | w1
A k) AY (k) —pk) 0
Por otra parte, el gap para en el estado triplete se define por Aﬁf)_ = A(_ll (A(ﬂr # 0

y AWM # 0). En este caso, el gap se parametriza por las matrices de Pauli o y un

vector impar d(k) = —d(—k) o vector gap
AW(K) = i(d(k) o),

AD 1) ALY (k) —do () +id, (k) (k) ) s
AY (k) AY (k) d. (k) dy(K) + id, (k)
La forma del gap determina el tipo de apareamiento y el espectro de energia de
los distintos pares de Cooper. Sin embargo, para calcular el espectro del sistema

sera necesario diagonalizar el Hamiltoniano reducido (4.9).

4.2.3. Diagonalizacion

El Hamiltoniano (4.9) se puede diagonalizar utilizando las transformaciones

de Bogoliubov, para las cuales es conveniente introducir la notaciéon matricial

AL = (CLLr alt_ a_xy a_k_> , (4.16)

Bl o= (b bl b b ). (4.17)

de esta forma la ley de transformacion entre los operadores fermidnicos a y los b,
se escribe como

Ay = U By (4.18)

4En este capitulo el simbolo ~ denotara los objetos que son matrices.
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donde
. U v
=] © ¢ (4.19)
Utilizando esta notacion el Hamiltoniano (4.9), se puede escribir como
Hpos = ALgkAb (4.20)
donde
.1 60 Ak
Y A (4.21)
2 \Af(k) —&éo
De esta forma, la diagonalizacién se lee
Hl - ALgkAk = BLUligkUkBk == BIT(EkBk (422)
donde
. 1([Ec O A E 0
Be=-| ° and  E.=[ "' . (4.23)
2\0 F. 0 B
Finalmente, de (4.22) obtenemos
in(Ex — &60) = —A(k)i", (4.24)
03 (B + o) = —Al (k)i (4.25)
un sencillo calculo muestra que
inc( B, — €i60) = A(k)7 i (Bx + &xdo) = A(k)AT (k)i (4.26)

y dependiendo de la forma de AAT, la ecuacién anterior tiene distintas soluciones.
En efecto, si AAT ~ &,, como en (4.40) y (4.42), entonces se habla de un apa-

reamiento unitario y en caso contrario se habla de un apareamiento no unitario,

[50].
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Una vez obtenido el espectro de las excitaciones del sistema, es posible che-
quear la consistencia de la ecuacion del gap. Luego de la solucion de esta ecua-
cién, es posible calcular la temperatura critica utilizando el hecho que en el limite
T — T, el gap se anula.

En el proximo capitulo, se estudia el problema de la superconductividad no
convencional, en el marco del modelo de mecanica cuantica presentado en los

primeros capitulos.

4.3. Mecanica Cuantica No Conmutativa y
Superconductividad No Convencional de Spin

Triplete

En esta seccidn se estudia el problema de la superconductividad no conven-
cional en un espacio no conmutativo. La idea es utilizar la conmutatividad como
un mecanismo que, en base a la interaccion estandard electron-fonon, permita
incluir el estado de spin triplete.

En un conjunto de particulas interactuantes, y en ausencia de campos exter-
nos, la no conmutatividad sélo induce una modificacion en el potencial de inter-
accion entre particulas, el cual sera denotado por Uy (x —x', s+ s), donde s+ s’
es el spin total de un par de electrones.

Utilizando la interaccion de contacto atractiva y potencial no conmutativo

(3.14), del capitulo anterior, a orden 62 los elementos de matriz para el singlete



4.3 Mecanica Cuantica No Conmutativa y
Superconductividad No Convencional de Spin Triplete 46

estan dados por (siguiendo la notacién con superindices de la seccidn anterior)

! g 1 /'
V5K K) = V(éa/aéﬁ/ﬁ b (14 30202 1))

(e il < gal) g6 (o) o) 4 (o) o)) s >~ )
(4.27)

Notese que el segundo término de la expresion anterior se anula para a = 0
o =3, ytomaelvalor —(g/4V)6?(k* + k) paracd’ =«a, f/=50a =8, ' = .
Por lo tanto este término puede ser escrito como —(g/V)(darass—0ars0ap )0 (K2 +
k’2) de tal forma que este elemento de matriz se reduce al caso standard de BCS
Va0 (K K) = (9/V)(Sara0p5 — Gar0as)-
En vista de que la no conmutatividad se reduce al caso estandard para el
estado singlete, en lo que sigue nos concentraremos en el estado de spin triplete.

Para el estado de spin triplete (S = 1), los elementos de matriz estan dados

por
Vi (K k) = QV((S‘I a0 + Ourgdap )07 (K - k)
(< athe < ) ()0 o) 4 (0o o)) > 410 >)

(4.28)

En este caso, el ultimo término no se anula para a = § 0 o = . De hecho,
tiene el mismo valor tanto para el caso con o/ = «, / = 8 como para el caso

o = 3, B = a. De este modo, la ecuacidon anterior puede ser escrita como

92
V) sak k) = gv (Saradps + ba /5(5a5,)(k’-k+aﬁkzk’z
]‘ / / / /
Z((k 0)ap(k' - 0")pa + (k- 0)ga(k’ - 0')ag + (K- 0)ap(k - 0)a

F K0l s ),
(4.29)
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donde k., y k. son las proyecciones en z de los vectores k y k' respectivamente.

Notar que si a # 3, el elemento de matriz toma la forma
g
V) s k) = 57 Baradp + Ol )67 (k’ k- k:k) (4.30)
y si « = entonces
v

V(K K) = =25 (Sarabsra + Ourabas )02 (k’ k+ kak;). (4.31)

En las proximas secciones incorporaremos estos elementos de matriz en el calcu-
lo estandar de un superconductor no convencional. Lo primero sera encontrar las
componentes del vector gap y luego determinar el tipo de apareamiento.

Una vez realizado esto, se encontrara el espectro de las excitaciones del su-
perconductor y luego, resolviendo las ecuaciones de autoconsistencia, se ob-

tendra la temperatura critica.

4.4. Vector Gap

Introduciendo los vectores «, a través de las relaciones

k-y, = %Z(k'-kmkgkz)\lfﬁ(k’), (4.32)
.
koyy = Y (k) — kD) (U () + Uy (), (4.33)

las componentes del vector gap se escriben de forma compacta como
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L) = SAD00) - AL M) = Tk (v- —7,), (4.34)
2
) = A0+ AN = ik (), (439

d.(k) = 6%k -,. (4.36)
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Como ha sido mencionado, no existen modificaciones debidas a no conmutati-
vidad para el caso singlete, por lo que, restringiendo el analisis al caso triplete,

podemos distinguir al menos tres casos de apareamientos:

m Asimétricos

U > UL (), d_(l9 = Tk (1,-4,0),
U__(K) < U, (K), d; (k) = Sk, (~1,3,0). (4.37)

m Simétricos ¥__ (k') ~ ¥, (k’), en este caso v, ~ v_ = -, asi el vector gap
toma la forma
do(k) = —i0*(0,k - v,0). (4.38)

= El caso con proyeccion de spin nulo, ¥__ (k') =0 =V, (k'),en este caso el

vector gap toma la forma

d(k) = 62(0,0,k - o). (4.39)

En notacion matricial, las componentes de los distintos gaps se leen como

AY = 0%(k - )6, APAGT = 0|k -y 6, (4.40)
AL = i(de (k) - 0),, AGLAGLT = 0"k -, PP, (4.41)
A = i(d.(K)6.)8,. APA T = 'k -, *60. (4.42)

donde 6o = Ihyo, PE = %(00 +0,).

De las expresiones anteriores y representan apareamientos uni-
tarios, mientras que representa un apareamiento no unitario.

Con el proposito de estudiar el caso de pares de electrones con spin total no-
nulo, nos restringiremos al caso de los apareamientos asimétricos, i.e. al caso de

un apareamiento no unitario.
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4.5. Apareamiento Unitario y No Unitario

En el caso unitario existe la libertad de escoger y ~ &y, por lo que
i (E2 — €260 — A(k)AT(k)) = 0. (4.43)

Como resultado en este caso Fy, = Fx_, de esta forma el espectro de las exci-

taciones del sistema esta dado por
1 . 1/2
Eys = <§ﬁ + §tr(AAT)) . (4.44)

Por otra parte, para el apareamiento no unitario AAT ~ P& |a ecuacion (4.43),
es satisfecha si escogemos la matriz de transfomacion 4> = f (k)P + P,
donde por simplicidad consideremos f(k) = f(—k) una funcién real (el indice «
indica los dos casos del apareamiento asimétrico). Con el propésito de encontrar

una expresion explicita para la matriz v, escribamos (4.25) como

0 (B + o) = —(Al (k)T (@) = AL, (4.45)

«

nétese que la matriz (Ey + £.6,) puede ser escrita como

(B + &bo) = (B + 6)PD + (B + 80P = S (BS) + )PP, (4.46)
B

y su inversa como

(B 4 ge60) ™" = (B + )P 4+ (B + )P = Z(El((rz) + &) P,
(4.47)
De esta forma la ecuacion (4.45), se lee

(4.48)
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Las matrices u; y vy satisface las ecuaciones (F.10) y (F.11), lo cual puede ser

chequeado por sustitucion directa

a) ~(a a) ~(a k- ? A > A
a7 T+ M T = (k) (1 - 9'—”)) PO L PN — G, (4.49)

(B + &
donde
|k ‘ |2 —1/2
S . (4.50)
(Eka + gk)Q
Usando que (8'%)7 = -5\, (a!%)T = a{”)
A @D)T oM @D = —aMol + oMal = 0. (4.51)

Finalmente, el espectro de las excitaciones del sistema, puede ser calculado
para todos los casos del triplete como en el caso unitario. Por lo tanto, la relacién

de dispersion para el caso simétrico y con proyeccion de spin nula es

Bl = (& +0' k-~ (4.52)
1/2
ES). = (& +6' ko))", (4.53)

y para el caso asimétrico

1 1/2
E,(axlj):,ki = (f}% + 594’1{ : ')’i|2> : (4.54)

Puede verse que los dos primeros apareamientos corresponden al caso de apa-
reamientos unitarios, donde la temperatura critica se calcula como en el caso
estandard de BCS, mientras que el caso asimétrico, corresponde al caso no uni-
tario, donde el apareamiento entre los electrones con spin paralelo, rompe la si-

metria de inversion temporal.
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4.6. Ecuaciones de Autoconsistencia

En esta seccion calcularemos explicitamente la temperatura critica utilizando
las ecuaciones de auto consistencia, en el caso del apareamiento no unitario.

Una vez diagonalizado el Hamiltoniano, un calculo directo muestra que

<< b bra >>= (4.55)

1+ efPx

y de esta forma

1 1
\I]ﬁa<k> = Uk:38Vk:0n (1 — m) — Uk;88Uk;ac (1 —|——ef3Ek) .

En este caso se ha usado la propiedad de conmutacion de las matrices diagona-
les uy y vi. De esta forma, reemplazando (4.56) en las ecuaciones (4.10), obte-

nemos las ecuaciones de autoconsistencia

(Bx + &) (k- v,)
(B + &k)* + 04k - v, |

AV (k) = %94 SOk -kt 2k k) _ tanh(8Ey/2),
k/

(4.56)
(B + &) (k-~v_)
(B + &)? + 04k -~y _|

AV k) = Zo'ST(K -k +2Kk)

i v 5 tanh(8Ey /2),
k/

(4.57)

donde Ey es la energia del estado excitado, los subindice se han omitido por
simplicidad.

Para calcular la temperatura critica 7., es necesario considerar que a esta
temperatura el estado superconductor coincide con el estado normal, i.e. se anula
el gap del espectro.

De esta forma, a una temperatura cercana a 7., las componentes de la matriz
gap se anulan. En este caso podemos tomar la relacion de dispersion de forma

aproximada como Ey — £(k), con (k) una variable continua.
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En este punto, existe otro hecho que debe ser tomado en consideracion, y es
que la contribucion mas importante para superconductividad proviene de electro-
nes interactuantes sobre la superficie de Fermi con 0 < (k) < x, de manera que

la ecuacion de auto consistencia se lee como

v % tanh (¢/2T,
TREN(0) / (K -k + 2Kk )k (K - ) / de %5/)
0

6)2
= gvk%N(O)/dQ’(k’-k+2k;kz)kF1(k’kF1 ) In(1,14x/T}.),

(k-v)

12

(4.58)

donde 8 = 1/T'y N(0) ~ N(k) es la densidad de estados por intervalo de energia,
la cual se puede considerar constante sobre la superficie de Fermi 0 < {(k) < k.
La solucion de la ecuacion anterior puede ser obtenida como un problema de
autovalores, esto es

gk7N(0)

d / V(K K+ 2K ) (K E ) = Ak - 7). (4.59)

Escribiendo estas ecuaciones de autovalores en términos de sus componentes

2N
PO ([ aoriin g ) = Atk

se obtiene que, los autovalores correspondientes a las dos direcciones de k nor-
mal al eje de z, son \q = §/2 = §/2, mientras que el autovalor correspondiente a
la direccion de z es igual a \, = 2§ = 2, donde § = gn2k2N(0)V . Independien-
te de estas pequenas diferencias en estos autovalores, es posible obtener una

expresion genérica para la temperatura critica en este caso

1 = 6*XIn(1,14k/T,),

T. = 1,1drke "/, (4.60)

notar que si # — 0 entonces T, — 0.
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Por lo tanto, la teoria BCS para superconductores no convencionales sobre un
espacio no conmutativo, se reduce en a la teoria standard en el caso del singlete
(g9 < 0) y para el caso del triplete se produce por una interaccion repulsiva.

Es importante destacar que en el caso del triplete, en el apareamiento con
una proyeccion de spin nulo, los procesos de scattering se restringen sélo a la
superficie normal a la proyeccion de spin total.

Por otra parte, los apareamientos asimétricos presentan una baja temperatura
critica, junto con la ruptura de simetria de inversion temporal. El resultado de este
analisis es bastante interesante puesto que describe un nuevo mecanismo para
la superconductividad triplete, a partir del mecanismo de Cooper con una mini-
ma modificacion inducida por la no conmutatividad. La baja temperatura critica
y la ruptura adicional de la simetria de inversion temporal son dos caracteristi-
cas observadas en el Sr,RuQ, el cual es el unico material superconductor triplete

observado actualmente, [S5].

4.7. Conclusiones del Capitulo

La teoria de superconductividad no convencional sobre un espacio conmuta-
tivo, brevemente analizada en este capitulo, permite describir las propiedades de
superconductores, con diferentes clases de apareamientos, sin que sea necesa-
rio especificar explicitamente el potencial de interaccion.

El modelo de mecanica cuantica no conmutativa, desarrollado a lo largo de
esta tesis, induce una modificacién no trivial en el potencial. Permite por ejemplo,
que el estado de spin triplete pueda ser incorporado en el mecanismo de Cooper.

La extension de esta modificacion al caso de un sistema de muchas particu-

las, da origen a una fase superconductora de spin triplete, que presenta similares
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caracteristicas a las observadas experimentalmente, a saber, muestra una baja
temperatura critica y la ruptura de la simetria de inversién temporal en un super-
conductor triplete.

Establece una relacidn entre el spin total y la direccion de los apareamientos,
de tal manera que los apareamientos con una proyeccion de spin total nula, se
restringen al plano normal a la direccion del spin s..

Por otra parte, generaliza la interaccion electron-fonén, de manera que pueda

ser la responsable de la superconductividad no-convencional de spin triplete.



Capitulo 5

Conclusiones generales y

problemas abiertos

En esta tesis, se ha estudiado la construccion de un espacio no conmutativo,
con un algebra covariante bajo rotaciones. Los requerimientos de consistencia,
impuestos por la identidad de Jacobi, muestran que al incorporar particulas es
posible construir un algebra no conmutativa covariante bajo rotaciones, donde las
relaciones de conmutacion de las coordenadas son proporcionales al spin.

Luego, mediante un cambio de base entre las coordenadas conmutativas y las
coordenadas no conmutativas, es posible identificar los efectos de la estructura
no conmutativa del espacio, con una modificacién no trivial del potencial. De tal
forma que, es posible construir al menos dos Hamiltonianos hermiticos, de los
cuales sdélo uno se reduce al caso estandard en el limite § — 0.

Utilizando este modelo de mecanica cuantica no conmutativa, se estudia el
problema de Cooper sobre un espacio no conmutativo. Como resultado se obtie-
ne que, el caso singlete se reduce al caso estandar con una interaccion atractiva.

Mientras que en el caso del triplete surge un estado ligado de pares de electro-
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nes con spin total no nulo, tanto para una interaccion atractiva, como para una
interaccion repulsiva, esto indica que la formacién de pares en este caso, se pue-
de producir aun cuando la interaccion electron-fondn no supere la repulsion de
Coulomb.

Finalmente, utilizando este mecanismo se analiza el problema de la supercon-
ductividad triplete. Como resultado, se encuentra un apareamiento no unitario,
que puede ser analizado de manera muy similar al caso unitario. De hecho, en
este caso, la expresidon para la temperatura critica toma la misma forma que en
el caso singlete standard. Sin embargo, los apareamientos entre electrones con
spin paralelo rompen adicionalmente la simetria de inversion temporal,

De lo anterior, se observa que la ruptura de dicha simetria esta regulada por
la diferencia entre el nimero de pares de electrones con cf, ., y el nimero de
pares de electrones con cp__, diferencia que puede ser entendida como una
magnetizacion al interior del superconductor.

Adicionalmente, se obtiene una clase de apareamiento triplete con una pro-
yeccion de spin nula, la cual restringe apareamientos de los electrones al plano
perpendicular a la direccion del spin. Este caso resulta ser bastante interesante,
puesto que la fase metalica del Unico material superconductor triplete que ha sido
comprobado, se describe por medio de un liquido de Fermi bidimensional, esto
indicaria que el Hamiltoniano de interaccion del caso triplete con m = 0, puede
describir de forma continua la fase metalica y superconductora de este material.

Formalmente esto indica que el término de interaccion no se anula para 7' >
T., en otras palabras la transicion de fase en este caso se describe simplemente
por una condensacion de los pares, sin la necesidad de introducir una interaccion
atractiva a una cierta temperatura critica.

En resumen, el presente modelo de no conmutatividad, resulta ser un es-
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cenario muy favorable, donde estudiar las interacciones debidas al spin de las
particulas. Las modificaciones inducidas por este modelo de no conmutatividad,
permiten incluir estados de spin no nulo, como los estados que son prefiridos

energéticamente.
Algunos problemas abiertos

A continuacion daremos un listado de problemas que pueden extender el tra-

bajo de esta tesis, y de problemas abiertos relacionados

= Mecanica cuantica no conmutativa con grados de libertad internos. La po-
sibilidad de incluir otros grados de libertad internos como en el isospin en
un algebra no conmutativa, es una propuesta interesante que puede ser

estudiada en el contexto de ciertos modelos de QC D a bajas energias.

= BEC-BCS Una propuesta que actualmente esta siendo muy estudiada es
la relacidn entre la teoria de BCS y la condensacion de Bose-Einstein. En
términos muy simples ambas teorias incluyen la formacién de pares de Fer-
miones que se comportan como un gas de Bosones. En esta direccion se
ha sugerido que ciertos sistemas podrian de moléculas y gases podrian
exhibir un comportamiento que se describe en una regién intermedia entre
BCS y BEC. Uno de los resultados de esta tesis fue mostrar que debido a
las modificaciones inducidas por no conmutatividad, el espectro de las exci-
taciones un sistema de Bosones interactuantes tiene la misma forma que el
espectro de las excitaciones en un superconductor. Resulta interesante, por

tanto, estudiar estas modificaciones como una conexion entre BCS y BEC.



Apéndice A
Articulos Publicados

En este apéndice reproducimos el articulo publicado en Physics Letters A 375
(2011) 1756-1759 (“Generalization of the Cooper pairing mechanism for spin-
triplet in superconductors”), que ha sido mencionado a lo largo de la presente
tesis, donde se demuestra que una modificacion del mecanismo de Cooper — ins-
pirado en resultados de no-conmutatividad de spin — puede favorecer un estado
triplete, como el responsable de la superconductividad no convencional.

Se reproduce, ademas, un segundo articulo, que no tiene relacion directa con
el trabajo aqui presentado, pero que ha sido producto de los tres anos de in-
vestigacion durante los cuales esta tesis se ha desarrollado. En dicho articulo
se exploran posibles consecuencias medibles — a través de lentes gravitaciona-
les — de métricas del espacio-tiempo, que pueden depender de la energia de las
particulas que se propagan en él.

Este articulo ha sido publicado en International Journal of Modern Physics D
V.2 no 1 (2012) 1250007 (“Gravitational Lensing in an Energy-Dependent Space-

Time Metric”).
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A.1. Generalization of the Cooper pairing mecha-

nism for spin-triplet in superconductors

A generalization of the Cooper pairing mechanism is proposed which allows
for a triplet state of lower energy. This is achieved by incorporating spin into the ca-
nonical commutation relations and by modifying the 6 potential contact interaction.
The gap equation contain as solutions both singlet and triplet states. It is shown
that the triplet state is lower in energy than the singlet state which may explain the
spin-triplet superconductivity observed.

Superconductivity [63, 64] is a fascinating subject which has been studied vi-
gorously both theoretically as well as experimentally in the past several deca-
des [97,198]. In conventional superconductivity, the electron-phonon interaction is
known to lead to a condensed state of s-wave Cooper pairs and this has been
experimentally verified. However, in certain materials such as the heavy fermion
compound UPt; [99] [100], SroRuO, [101} [103] and other materials [104], it has
been observed that the Cooper pairs occur in a triplet state. This unconventional
superconductivity [48, (105, (106, 107, [108] would be compatible with some kind
of ferromagnetic effect due to the spin [109, [110] in a manner analogous to the
spin triplet state in superfluid He3. Different approaches to explain this effect have
been proposed in the literature in the context of conventional quantum mecha-
nics [111, 112, [113]. However, a clear understanding of this phenomenon is so
far lacking. In this letter we follow a different path, namely, we propose a minimal
modification of quantum mechanics which allows for the existence of both singlet
as well as triplet states and predicts an energetically favorable triplet state at low
energies. This can be thought of as a starting point for constructing a macroscopic

theory for such systems.
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Basically we modify the canonical commutators in such a way that the space

coordinates and spin become coupled through
[fﬁi7£i’j] = _i‘925ijk3k, [JAZI, Sj] = —QEijksk, (A1)

while all the other commutators involving spin and momentum remain unchanged.
Here 0 is a very small real constant parameter with dimensions of length. In fact,
such a modified algebra was already proposed in [114] and studied for the case
where the parameter ¢ was real. Equation merely corresponds to the case
where this parameter is purely imaginary (namely, letting 6 — 6 in [114]) and in
this case the operator z; ceases to be Hermitian. As a result, the full algebra

satisfying Jacobi identity also involves the additional relations
&7, 2T = —i6Peijus, (&1, ;] = by,
[i‘;, Sj] = Oeijksk, [i‘iT7 i’]] = iQQEiijk. (A2)

It is clear from (A.38a) and that the coordinate operators i; are now ma-
trices in the spin space. Furthermore, the complete algebra can also be realized

in terms of the conventional operators through the change of basis

where (z;, p;, s;) satisfy the standard commutation relations. In order to generalize
the Cooper pair mechanism, we note that given a real (Hermitian) potential V' (x),
a naive generalization to a standard Hamiltonian of the form (we set m = 1)

f)2

H(%,p) = 2+ V(%). (A4)

would no longer be Hermitian nor would it be P7 symmetric [115] where the

transformations of z; under P and 7 can be seen from (A.3) to correspond to

P ~ Ao T oA A+t Tooa
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We note here that even a P7 symmetric potential V' (ix) would not generalize to
PT symmetric system and we would restrict ourselves to real potential V(x) in this
work since our goal is to generalize the Cooper pair mechanism. In order to ensure
the reality of the spectrum of the Hamiltonian, we note that given a potential V' (x),

we can construct two Hermitian Hamiltonians in a straightforward manner as [116]

H, (x,p) = %+%0&@+W&», (A.6)
H_(x,p) = %+é04@-vﬂ@y (A7)

Furthermore, we note that if V(—x) = V(x) then H, is also PT symmetric while
if V(—x) = —V(x) then H_ is PT symmetric as well. A straightforward calcula-
tion show that the Hamiltonians and can be expressed in terms of the
standard operators as

HAxpS%:§+éﬂﬂx+w$+V&—%B»
:§+mMSVWkL (A.8)

H_(x,p,S) = %2 + % (V(x+1i6S) — V(x — i68S))
zig_ﬁmws-V)va% (A.9)

where we have used the reality of the potential V'(x). We note from and
that when 6 — 0

2 2

Hy+%+wm,ﬁ,»%. (A.10)

Therefore, we would concentrate on the Hamiltonian H, which would reduce in
the limit & — 0 to the conventional interacting Hamiltonian of the system. Further-
more, in spite of the nontrivial mixing of the space and spin variable, H. in

commutes with S so that the eigenstates can be written as product states.
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The generalization of this construction to a many particle system can be carried
out in a straightforward manner. For example, let us consider a two particle system
(which is relevant for our analysis) where the interaction depends on the relative
coordinate r = x; — x5. First, we note that the only combination of the coordinates
%, and %, that commutes with the total spin S = S; + S, of the system is x; — %!
and its conjugate. Therefore, the Hermitian potential which would also commute

with the total spin can be written in the form

V(o ) = 3 (Vi — %)+ Vi — %)
:%(V(rJrz'QS) 4V (r—i6S)), (A11)

where we are assuming that the couplings are real. In particular, if we consider a
contact potential which is responsible for the instability of Fermi sea against small
attractive interactions between electrons [63), 164, [105], this would generalize in our

case to a problem of two electrons interacting through the “contact’potential
Va(r,S) = —% (9 (x + i6S) + 04(r — 6S)) (A.12)

where we have defined a modified delta function as

|k|=K
3
do(z) = / K e’k (A.13)

N (2m)3

which reduces to the standard delta function in the limit & — 0. As a result, we can

write the “contact’potential as

&k
Vo(r,S) = —v e " cosh(fk - S), (A.14)

where ~ is a positive constant. We note that the minimal modification of the delta

potential preserves the qualitative nature of the electron-phonon interaction (na-
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mely, the two electrons interact through a local deformation of the lattice), but
introduces a finite range of interaction of the order 26.
Since the potential depends on the relative coordinate, the energy levels are

determined from the Schrodinger equation for the reduced system
(= V2 + Va(r, 8)) T () = EEMgEm) (p) (A.15)

where we use the compact notation U™ (r) = U(r)|s, m) with |s,m) labeling the

representation of S. In the momentum space
Ylem)(r) = / Bk e*ToE™ (k) (A.16)

we can write (A.15) as (for [k — k'| < 3)

dlm (k) = m / d*K cosh(f(k — k') - S)dE™(K) (A7)
et S Y : ’

= @ o) /d k' (cosh(bk - S) cosh(0k’ - S). (A.18)

+sinh(fk - S) sinh(Ak’ - S)) ™ (K). (A.19)

From (A.16) we note that the antisymmetry of the two electron wavefunction under

the exchange of particles determines (P, is the exchange operator)
Pp@©™ (k) = (=1)""1 2™ (k),

dEm (k) = (=1)*dEm) (k). (A.20)

Using these relations, it follows from (A.19) for the singlet state (s = 0) that

d*k (cosh?(fk - 8))©0)
7/ (27)3 (k2 — E00) =1 (A.21)

while the triplet state (s = 1) leads to

(A.22)

/ d®k  {(cosh?(fk - S) — 1)(bm) .
T erp T - Eamy
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which can be thought of as the gap equations for the singlet and the triplet states
respectively. Here (-)(>™ represents the expectation value in the state |s, m). We

can simplify these equations by noting that
(k . S)2 = ]{Zz (1 -+ (k . Ul)(k . 02)k72)/2 = k2512, (A23)

where we have identified £ = |k|,S; = o;/2,7 = 1,2 and we note that 5%, = S,

which leads to
(k- S)Q" = k*"S, Cosh2(9k ‘S)=1+ sinh2(9k),5'12. (A.24)

With a little bit of algebra, we can show that

ds?
(0,0) _
/ 47T <SIQ> 07

s 1 1
- Xm) — 5m) — Z(1 4 = m| A

It is worth noting here that the three triplet states have the same value of p, which
indicate that this state is degenerate.

To investigate the Cooper pair mechanism, we convert the momentum integra-
tions in and to energy integrals through the identification 2e = &2
Furthermore, as is well known the electrons which contribute to superconductivity
lie in a thin energy shell near the Fermi surface, namely, er < € < er + €. where ep
is the Fermi energy and ¢, < ¢ so that we can restrict the energy integration to
this small interval. Using (A.24) and (A.25) in (A.21)), we obtain

eptec
YN (0)

€r

de

where N(0) = %% is the density of states per unit energy interval which is assu-

med to be constant within this small range of the integral. This (gap) equation for
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the singlet state coincides with the standard commutative case. Therefore, there
is no noncommutative correction to the energy of the singlet state which has the
value

500 _ o (EF _ 606*%«») _ (A.27)

On the other hand, using (A.24) and (A.25) in (A.22) we obtain

€Er+ec

12
(m) sinh?(0v/2¢)
vp™ N (0) / de (2c— EGm)

€r
€rtec

de e

€r

The integration can be carried out in a straightforward manner and leads to

2 1 2¢
—6|l=In(14+ —TTF—). A2
Em) (7]\[(0) pmgz € ) . ( - E(Lm)) (A-29)

To show that the triplet state has a lower energy than the singlet state, let us

define the dimensionless ratio

Em)
and rewrite (A.29) as
1
=1+Bxrn(1l A.31
C + xn(+B(1—I)+e—A)’ (A.31)

where we have defined three dimensionless constants

(0,0) A
2 B:E :6—F—67A7C:

A= PO
YN(0)’ € €0 2p(m)G2¢,,

(A.32)

Equation (A.31) can be solved graphically by looking for the simultaneous solu-

tions of the equations

1
y:C',y:1+Bxln(1+B(1_$)+6_A), (A.33)
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Figura A.1: Simultaneous solution of (A.33).

which are plotted in Fig. 1 for different values of the constants B, C'. We note that
in the weak coupling approximation A > 6,7 and for conventional superconductors
B > 10 (recall that ¢, < er) and since ¢ is a small parameter, the constant C' can
be chosen to be of the order of 102. The parameters in the plot are chosen keeping
this in mind. Let us discuss some of the general features of the simultaneous
solution. First as 6 is taken to be smaller and smaller and, therefore, C larger, the
solution = — 1 implying that in the limit & — 0, the singlet and the triplet solutions
become degenerate. However, for any finite and small 6, the solution exists for
xr < 1 implying that the triplet solution is lower in energy than the singlet solution.
Furthermore, from the fact that p™ is the same for the three states, the ground
state become degenerate.

The graphical solutions can also be understood qualitatively as follows. Since
e~4 is a very small quantity, when e=4 < B(1 — z) < 1, then can be written
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approximately as
1

1
, or rx~1-——<1. (A.34)
1—2z

C
For 8 — 0,C' — oo so that x — 1 as we have already mentioned.

C =~

The result of this analysis is quite interesting because it describes a theoretical
mechanism for a triplet pairing state which is lower in energy than the singlet state
which may explain the behavior of some of the unconventional superconductors.
Although the precise mechanism of why some materials prefer a singlet state
rather than a triplet state or vice versa as the ground state is not understood
yet, our analysis suggests that such an understanding may be achieved in going

beyond the conventional quantum theory.

A.2. Gravitational Lensing in an Energy-Dependent

Space-Time Metric

In this article we explore the consequences of an energy dependent metric
in the deflection angle of photons, caused by a gravitational source of mass M.
We analyze the corrections to the standard Schwarzschild case for the weak and
strong limits. In both cases, the corrections to the deflection angle are of the order
¢/Ep, where E,, is the Planck energy and ¢, the energy of the photon at spatial
infinite. For the strong limit, however, the correction is amplified for a factor ne?"™
for the relativistic image of order n. We have found the corrections to the angu-
lar separation image of the source, as well as corrections to the amplification of
the image. Even if both corrections are tiny, we discuss the qualitative effects for

different types of Lorentz invariance deformations.
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A.2.1. Introduction

The search of measurable remnants of quantum gravity (QG) has deserved
much attention during last years [117]. A common approach to the problem is to
consider a model of quantum gravity{'| and to discuss the phenomenological con-
sequences associated to it. In this arena, Lorentz Symmetry (LS) deformation or
LS violation are two possible consequences of QG with a phenomenology widely
studied [118].

For the case of LS deformation, it has been intensively discussed the so called
DSR approach, which corresponds to a nonlinear realization of the LS [119] in
the momentum space. The problem of finding a realization of this proposal in the
spacetime is still a pending problem [120]. In the present paper we discuss the
consequences of the so called rainbow gravity (RG) [121], a proposal of DSR
spacetime, for the propagation of photons in a curved spacetime.

The main characteristic of RG is the dependence of the metric on the energy
of the particle that propagates on it (the energy of the photon in our present dis-
cussion). By other hand, the possibility that a photon path might depend on the
photon properties has been discussed in several contexts. For example in [122],
a dependence on the polarization state of photons is found due to QED vacuum
polarization. In [123], different coupling terms in the Lagrangian, between photons
and the gravitational field, are explored and as a consequence photon’s paths are
energy dependent. More recently in [124] energy dependent contribution to the
deflection of light was reported in the context of quadratic gravity.

The possibility, on the other hand, that this dependences could be already

incorporated in the metricﬂ was explored in the context of string theory by Ellis,

"Many times, an effective theory proposal of quantum gravity is under scrutiny.
2That was already suggested in [123] but only as a tool for calculations.
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Mavromatos, Nanopoulos and Volkov,[125] and also in the context of emergent
gravity [126].

From a different point of view, in [127] B. Chen and R. Kantowski have con-
sidered the effects of a position-dependent refractive index on distance-redshift
relations in order to explore an alternative explanation to the observed cosmic
acceleration.

These modifications are expected to be very tiny and then, an amplification
mechanism should be present in order to have a chance to detect them. For pho-
tons, a possible mechanism for that are cumulative effects in a long distance travel,
possibly at cosmological scales or the very strong gravitational field near a Black
Hole [128].

In this context, observed gravitational lensing (GL) phenomenon turns out to
be a very interesting place to probe the present QG Models and modifications of
gravitational theory. Even though, the null geodesic in RG has been discussed,
see [129], the deflection angle in the strong limit and the image formation still
remains an open problem.

The purpose of the present paper is to discuss the problem of the bending of
light and the image formation in a particular RG model. It is not the purpose of this
paper to discuss in detail the arguments leading to an energy dependent (rainbow)
metric; the interested reader is referred to the original papers cited before.

This paper is organized as follows: In Section 2 we briefly discuss the calcu-
lation of the light deflection by geodesic equation. In the appendix, we show that
this approach is compatible with the geometrical optics limit only if we conside-
red a suitable optical path length definition. In Section 3 we apply the previous
calculation to the case of the simple model of point-like weak gravitational lens,

in the weak and the strong limit. The last Section is devoted to summary and
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discussions.

A.2.2. Geodesic Approach

As a possible DSR space-time, we are interested in the approach by Magueijo

and Smolin [121] where the metric is given by

ds* = (1—a/r)f2(E)dt* — (1 —a/r) g 2(E)dr®
—r?g (E)dQ?, (A.35)

with a the Schwarzschild radius, d©2? the differential solid angle and E, the energy
of the photon measured by an inertial observer, that means that a set of metrics
parametrized by F, share a set of inertial observers, as it was discussed in the
original paper [121].

In our case the observer has to be sufficiently far from the lensing to be con-
sidered in (approximately) flat space. At this point, the measured energy of the
photon will be denoted by e.

In concrete, for this metric we will consider a generic first order expression for
the function E(r)

E(r) = ¢ (1 + p%) , (A.36)

with e the energy of the photon at » — oo and p a parameter of order one.
The functions f and g, by other hand, are those defined in DSR models in
the momentum space and we will use first order expression for these functions,

therefore
E(r)
Epy ’

where «, 5 are numerical coefficients of order 1.

E(r)
By

f(E)y=1+4« gE)=1+p (A.37)
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In order to calculate the deflection angle by a gravitational source, which is the
central result that one uses to study GL, we will find the extreme of the integral of
the distance element ds defined in (A.35) [

Consider the action (proper distance) for the metric (A.35), given by

B 1—a/r 72 7’2ng2 .
= /\/ T #n

where 7 is a parameter and we have considered equatorial geodesics (6 = 7/2).

A direct calculation shows that equations of motion have a first integral which

are
A—a/r)t
L 1, (A.38a)
r2p
s = (A.38b)
72 Potr) S (A.38¢)

C—a/@t) 2 (—a)

Three integration constants appears here. For (A.38a)), the constant is chosen

equals 1, since it relates the two energy independent quantities ¢ and 7. While,

in (A.38b), the integration constant J have dimension of length. Finally in (A.38c),

the integration constant is zero since we are studying null geodesics.

We can parametrize the trajectory of the photon by the angle ¢ and then the
last equation reads now
2

(3—;) (1{29:/(:;7«4 42 2iz(r> -7 1’f (;;T) = 0. (A.39)

3An independent method to calculate the trajectory is the so called Eikonal approach, which

is equivalent to the variational method in the standard Schwarzschild case, but in the present
scenario, where distances depend on the energy of the photon, this could not be the case and
then both approaches offer two independent ways to calculate the deviation angle. In the Appendix

section we check this equivalence by the explicit calculation of the Eikonal approach.
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In order to discuss the interpretation of the parameter J, let us integrate pre-

vious equation in the region where gravitational effects can be neglected. There

dr\* 2%, J*¢%
(%) {Z + T—QQ —f2 =, (A.40)

This equation is directly integrated once the explicit expressions for f and g

we have

are used. The solution is

rsin(¢p — ¢oo) = g},ij, (A.41)

where (r, ¢) are the coordinates of a point in the rainbow flat region and ¢, is the

direction of the incident photon (with » — oo). Constants f.., g, are

e Be
—, o =1+ —.
B Y En

foo =1+

In the standard Schwarzschild case — which corresponds to f,, — 1 and g,, —
1 in equation — J is just the projection rsin(¢ — ¢.,) and therefore J is the
impact parameter in this case.

In the present case, we have describing the geometric relation between
the distances r and J. This equation can be written also as

J €
s~ o) = (1) (14 (5 -0+ ).
which just says that the standard trigonometric relations are also modified due to
the energy dependences of the metric (see Appendix).

The other parameter of interest in the present discussion is the minimal ap-
proach distance ry. That is the minimal distance between the gravitational source
and the photon trajectory. The condition defining this point is 7 = 0 and then 7y is
given by the equation when previous condition is imposed. This leads to

the following equation

- , (A.42)
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The solutions of this equation must be calculated in the different limits, as we

will see in the following subsections.

The weak limit approximation

The deflection angle in the weak limit is calculated from the solution of (A.39)
for a/ro << 1. In order to do that is necessary to express J in terms of the minimal

approach distance rq by solving (A.42) in the weak limit, which gives

Jgoo
TWV?L7 (A.43)

o0

that is, the impact parameter discussed in the previous section, corrected by the

energy dependent terms.
By replacing J in (A.43) we find for the integral in (A.39)

Ag =

N

[ sl G-

(A.44)
Expanding in terms of a/r and a/r, we obtain
Ap=2EC) T (A.45)
27’0 2

. I6] Q ) €
withCo=2p( — — — | —.
0 P <goo foo Ep
The deflection angle Ay in terms of the integral previously calculated turn out

to be
Ap =2A¢ — . (A.46)
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For a photon with energy e at infinity, in the rainbow metric, up to first order in

¢/ En, the deflection angle turn out to be

Ap = 22+,

To

= Apen (1 +(B—a)p— ”ELP.) . (A.47)

with Aper = 2a/.J, the deflection angle of the Schwarzschild standard case. Note
that in this standard case, J is equals to the impact parameter usually denoted as
b.

We can see here that, if p = 1 then the linear corrections vanish, as well as in
the case a = 5 as in DSR2. We also note that, up to first order in the Planck scale,
the deflection angle in RG could be grater or smaller than the deflection angle in

standard Schwarzschild case, depending on the sign of (8 — a)(p — 1).

The strong limit approximation

Now we will investigate the deflection of light in the so called strong limit. Here
the minimal approach distance is of the order of the Schwarzschild radius a. In
what follows, our analysis will be focused in the case of deflection by a black hole
(BH) so the limit » — a has sense.

However, in the standard Schwarzschild case, photons with impact parameter
J = 3v/3a/2 will have a minimal approach distance r, = # = 3a/2, and for r < 7,
the photon will be trapped. For such values, the deflection angle goes to infinity.
Note also that 7 > a, therefore the strong limit, technically corresponds to r ~ 7
rather than » ~ « [131, 132, [133].

In our case it is necessary to determine these critical values of J and r(, and

then to calculate the deflection angle. In order to do that, it is convenient to rewrite
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the equation(A.39) in terms of the variable u = 1/r, as follow

%)2 - <Jfg<<11/72>>2—“2+au37 (A.48)
= W) (A.49)

Then, the deflection angle goes to infinity for the values of (u, J), solution of the

following set of equations J solutions of
W(u)=0, W' (u)=0, (A.50)

A direct calculation shows that the solution of the previous equations, up to first

order in ¢/ Ey, are

. 3a a €
r = 7+§(Oé_ﬁ)pE_P|7 (A51)
joo e \/ga(a — B)(3+2p) — (A.52)

2 2 Ey’
and the Schwarzschild limit is recovered for « = 0 = 3, as it is expected.
The strong limit in the rainbow gravity scenario corresponds to the minimal
distance r, approaching to # when J — .J. For such case, the deflection angle
A¢ — oo. Before reaching these critical values, the deflection angle is still finite,
but exceeds 2; this is interpreted as turns of the photon around the BH [132].
The deviation angle in the strong limit is calculated as follow: we fix J = J and
perform explicitly the integral in (A.48), from v = 0 (that is » — o0) up to some
value ug. Then, we will expand our result for vy ~ @, which must contain a term
that diverges for uy = 4, plus regular terms.
To do that, it is convenient to define the new (dimensionless) variable z = u/4,

so that the deviation angle turn out to be

=0 udz
AO =2 - . A.53
O N (A-53)
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and the limit we are interested on corresponds to z; ~ 1.
Since we are in the regime ¢/FE, << 1, we can expand the integrand in the
previous expresion, obtaining

T 2(9 + 182)dz B
Ap ~ /0 3v3(z — 1)(22 + 1)3/2
€ 4pla - ) /20 (2 +2)dz
o (

En  3v3 e 1)@z + 12
(A.54)
and then, for the deviation angle we get
R 2 €
AQD ~ 4|:1—|— §E—Plp(a—ﬁ)} X
X {ArcTanh (\/ 220; 1) — ArcCoth <\/§> 1

4 € pla—p)

—— " [/2 1-1| —

3EPH/620+3[ o ] T
(A.55)

The the strong limit is obtained when r, — 7, that is 1/zy ~ 1 in (A.55). The

final result of such expansion, in terms of r, turn out to be

Ap = —2{1+§Eiplp(oz—5)} In (% - 1) +
+ %LELP. (a —5)p[\/§— 1+ In[6(2 — \/§)]1 +
+ 2In[6(2 — V3)] — 7+ O(ro/7 — 1), (A.56)
— Al (% - 1) + B(e) (A.57)

We observe that the functional dependence of the deviation angle on the para-
meter r, /7 is the same as in the standard Schwarzschild case [132, [133], namely
In(rg/7 — 1) and the effect of the energy dependence translate just in a correction

of the numerical coefficients.
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As it was argued in the papers previously cited, these numerical coefficients
are those relevants for the image formation, and their values, if they are measu-
red, might in principle distinguish among different alternatives to standard general
relativity, as the one we are discussing here. We will return to this point in the last

Section of the present paper.

A.2.3. Lens Equationin RG

Since the discovery of the first doubly imaged quasar in 1979 [134], the GL
phenomenon has became a very import branch of astrophysics [135]. The path,
the size and the cross section of a light bundle propagating through space-time
are affected by all the matter between the light source and the observer.

In a lens diagram where a source, the lens and the observer are sketched, all
the angular separations will be referred to the line joining the lens and the observer
[136]. This line is called the optical axis and we shall use this denomination.

The lens equation, is a geometric relation between the angular separations of
the source ~ and the angular separation of image ¢ and. In order to obtain such
equation, a further assumption must be done, namely, for point-like lenses the light
ray trajectories in the flat and the curved space-time are almost identical, except
near the lens, where the bending of each photon trajectory occurs at the minimal
distance r,. Therefore the Euclidean geometry can be used.

This geometric relation read

tand = tan~y + ll))ds (tan 6 + tan(Ayp — 6)) (A.58)

s

where Dy, D, are the lens-source and observer-source distances, respectively.
Note that the corrections to the geometric functions as those described in the

Appendix Section, are absent here because all quantities involved are distances
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ratios. The only correction due to the energy of the photon will come from the
deviation angle Ap.

Expression is an equation for #, which is not trivial due to the depen-
dence Ap(6). In the following subsections we will study this image position and

amplification for the two limits previously discussed.

Weak limit case

In this limit, all angles involved in (A.58) are small, therefore the lens equation

turns out to be
Dds

D
The dependence of Ay on 6 occurs through ry. In fact, from our discussion

0=~+

A, (A.59)

concerning the impact parameter (contained also in the Appendix Section), we
can see that under the geometrical assumptions described before, in the small
angle approximation, the following relation holds D, 0 ~ Jg¢../ f-, Where D, is the
observer-lens distance. However, in the weak limit approximation J and r, are
related through and therefore

ro~ Dgy0
Replacing in (A.59), the lens equation takes its final form in the weak limit
0%(e) — 78(e) — ()0 =0, (A.60)
with

. QGDdS
- D.,D;’

The energy dependence, then, have a chromatic effect in GL which appears

O

{(e):1+pEipl(5—a).

as terms depending linearly on the photon energy. In this case the lens equations
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has two solutions given by

0. (c) = % + 71 + €62 (A.61)

We see that the 6, angle, up to first order in ¢/ Ey, is

2 2

2 V2 +49

= o0 4 9“) i, (A.62)

with 99, the standard result for the Schwarzschild metric and 6, a numerical
factor that depends on the details of the metric through the parameters «, 5, and
depends on E(r) through the parameter p.

If the source is not aligned with the optical axis two non symmetric images
appears, the angular separations between them is Af(e¢) = 6, + |0_|. Up to first

order in the photon energy, we have

AG(e) = (/724402 + 2P =Y Oip(5 ¢
(€) V2 + 467 + —7 — B

= A0 4 AgD S = (A.63)

PI
For the case of the Einstein rings, that is v = 0 we find

€

AQE(E) = 29E + QEp(ﬁ — Oé) E_

(A.64)
It is of interest also the amplification given by AL = dQ./dQy with d, the
observed solid angle in absence of lens and df).. the observed solid angle of the

images. In the present case we have

1 1 2(92
Ale) = =[1+= + 462 — +
() { (\/v N

p(B — 04)9
(’Y + 40 %)S/ZEF’I }

€
AY 1 AW
+ iEm

(A.65)
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From previous results, we conclude that photons with different energies con-
tribute to chromatic aberration of the image. However, this contribution is highly

suppressed because of the dependence in ¢/ E,.

Strong Limit case

For the case of strong limit, we need to find the relation between A¢ and the
angular separation 6. We will assume — as in the weak limit — that the process of
deviation of light occurs in a region near the lens, so that it is possible to consider
the spacetime flat in the zone » >> a, where measurements are performed, and
then the relation D0 ~ Jg../ f~, holds in the small angle approximation.

The relation between r, and J is now different and can be found expanding J
and r in around their critical values. Namely

r 2 (J
Tl o= (221
: (51

4 € [ J J [J
+ 2—7E—Plp(a—5) j_l(\/aj_g j—1>

where we have retained only first order terms in ¢/ Ej,.

(A.66)

A comment is in order here. The quantity © = J/.J is also energy-dependent,
however the strong limit in the present rainbow scenario correspond to © — 1 and

therefore no further expansions in energy need to be done. We can express now
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this variable in terms of measurable quantities as follow

{goo/foo ~ ~9Dd
JOoo/ fs JGgoo/foo
29Dd € 2

3v/3a (1 - E—Plg(a—ﬁ)/)),

@GR(1 2 5);)). (A.67)

(—):

Gl
Q

Es 3

Here, O is the ratio J/.J for the standard Schwarzschild case.

Since the strong limit corresponds to © — 1, we see that if o > 3, then © <
Ogr, and therefore strong limit effects in a rainbow scenario are relevant before the
standard Schwarzschild values are reached. By the same reasoning, for the case
a < [ (superluminal case), the strong limit effects will be relevant after reaching
the limit of Schwarzschild case. Is also clear that the range in which it is possible
to distinguish between those cases is a very small window, namely

2€

O — Ogrl| ~
| el 3F,

pla— .

Finally, in order to calculate possible observable effects, we write the deviation
angle (A.56)) in terms of the angular deviation and the observer-lens distance, up

to first order in ¢/ Ep as

Ap = —In(O@—1) (1 + gEiPlp(oz - ﬁ)) +
+ gEimp(a—ﬂ) [VB-1+v6ve—1-26|+
+ 2In(3v6(2v/3 — 3)) {1 + gEiPlp(oz - ﬁ)] . (A.68)
= A()In(O© — 1) + B(e) + E%F(@). (A.69)

Since the strong limit in the rainbow scenario is just © — 1, we can compare di-

rectly the behavior of the deviation angle with the standard case. And we observe
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that the there are two kinds of corrections. One is just a correction to the numerical
coefficients, namely A, B, already present in the Schwarzschild case.

The second correction, F(©) is new. However it has not a divergent behavior
in the strong limit. It is finite indeed and then, any correction coming from this term
will be suppressed by the ¢/ E;, factor.

The lens equation in the limit we are interested on has been derived in previous
work [132]. Small angles assumption is still valid except for the deviation angle.
Since this angle goes to values grater than 27 in the strong limit, the photon will

be deviated Ay, after n turns around the BH. That is
AP = 2mn + Ap, (A.70)

with A¢,, << 1. The lens equation in the strong limit, then, reads

Dds ~
2 A (A.71)

s

0, =+

where 6, is the position of images produced by the photon after n-turns around
the BH, and which is deflected with the offset angle Ag,, << 1. Due to (A.69), it

corresponds to an angle 6,, = 6,, + 46, with §6,, << 1, and
Ap(0,) = 2n.
By doing so we have for the deflection angle

Ap(0,) = 2nm + AP/ () 00, + -+

0=0,,
where ' denotes derivatives respect to 6, and then the offset turns out to be

Ap, = AP'(0)

56, = A@'(6,) 56,
0=0,

Putting all this information together we obtain the final expression for 46,

50, — (1 _ %Améﬂ)) (v —6,) (A.72)

S
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The angular position 4, is

g, =00 4 £ g0
n EP| n
with
- 3\/5@
(0) — _ —2nm

s 35, [1 +54(7 — 4/3)e ] (A.73)
_r(Ll) — ap(a — 6) |:I€4€4n7r + K73€73n7r +

Dy

K_ge 2" 4 Ii():| , (A.74)

The constants «; are numerical coefficients with the values g = v/3,k_o = 18(12—
7V3)(3 — 23 — 2n7), k_g = 648(261/3 — 45), k_y = T % 65(12 — T\/3).
Note that the limit n — oo implies A — oo and, from (A.73), this means

- 3v/3a 2 € jgoo
0Dy = 1+ -—— — = -
oo Hd 2 ( + 3Ep|p<a 6)) foo

which is just the strong limit in the rainbow scenario, as we discussed before.

The derivative of the angular deviation, evaluated in the previous solution is

- D
A@/(en) _ _?dA(O)GQnW
€ Dd

— pla—p)
+ (AP — AP mr)e%”r} : (A.75)

with the numerical coefficients
AO~01 AP ~400 AP ~03
AV ~001 AP ~0,04
By the other hand, we can see in that the denominator contains the term

DysDy/(aDs) << 1 and then we can expand it to get

00,, ~ (1 + %A@'(én)) (7 — Q_n)
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We can see that, for large n, there are terms proportional to ¢/ Ep, in which
can become important contributions. However, the terms with large n are difficult
to observe even in the case of standard relativity. A rough estimation shows that,
the correction due to the energy of the photon will be relevant when

Ey
~
€

n 62n7r

which gives n ~ 11 for photons of 1 eV and n ~ 6 for Ultra High Energy Cosmic
Rays of 10%° eV.

It is worth emphasizing here that, in contrast to the standard case, in the pre-
sent case there is a very small correction to the images when the image position
coincides with the source position v = 4", namely
0. — 9o — av3pla—p) €

> o Dy Ey
Finally, the magnification of the n* image can be calculated as in the weak limit
(weak or strong limit is not related with the calculation of the amplification) and we
get
D,(D, + " A D,,01”)
v(Ds + A Dy e2nm)2

Ddst €
P)/(Ds + A(O)l)dse%m)3 EPI

pla—B) (e””Agl) - eQMAg) + fmrAéZ) - Aél))

(DS(Q’y — 977(10)) + eQMA(O)Ddséﬁbo))

+e2mAOID (D, + e%meds)} (A.76)

this quantity decreasing when the number of loops increasing, hence the first ima-

ge are predominant.
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A.2.4. Discussion and Conclusion

In this paper we have studied the consequences of an energy dependent me-
tric for photons paths, in the context of gravitational lensing. We have calculated
the deflection angle of trajectories of photons passing by a massive object in the
weak and the strong limits. We have shown that the geodesic path calculated th-
rough an action principle and through the Eikonal approach coincides in Rainbow
Gravity.

In the weak limit, the deviation angle acquires tiny corrections — of the order of
¢/ Ex — due to the energy dependence of the metric. But we also note that there
could be a cancellation of this correction for the so called DSR2 model where
a = 3, and independently for p = 1.

It is interesting to note also that this modification, even if is tiny, could increase
or decrease the value of the standard deflection angle depending on the sign of
f — a. But also the light speed depends on this difference. In fact, for a > g we
have a superluminal DSR, while the sub-luminal case happens for a < £.

In consequence, the increasing or decreasing behavior of the deflection angle
is linked with super or sub luminal behavior of the model and also with the depen-
dence of the energy on the coordinate r, this last fact through the sign of p — 1
in(A.47).

In order to explore an observable consequence of the previous result we have
discussed the gravitational lensing for this energy dependent metric. We see again
that there must be a chromatic effect in image formation since corrections to the
amplification and to the angular separation of the image are of the order of ¢/ F;,.
This means that for two photons with an energy difference Ae,those corrections
will be of the order Ae/FE,,.

However, previous statement is based in two assumptions, one is the weak
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lensing approximation, that is, all distances involved in the calculation are much
grater than the Schwarzschild radius and second, there are not cosmological dis-
tances involved.

The first assumption is responsible, in the present approach that the gravita-
tional interaction will not change dramatically the deflection angle. This situation
could change if, for instance, the photon passes near a black hole horizon. The se-
cond assumption, instead, is the responsible of further corrections due to the long
travel of the photon, and therefore its energy is not so different from e. Considering
cosmological distances, new corrections must be added as the ones reported in
[138].

In order to determine the robustness of the first assumption we have also cal-
culated the consequences of this energy dependent metric for the case of strong
approximation. Here, as the photon approaches to the photon sphere, the de-
flection angle increases and becomes larger than 2. This fact is understood as
follows: the deviation angle can be always written as 2n7 + Ay, for some n, and
the angular excess Ag,, is the angular deviation relevant for the lens equation and
then, for the image formation. Note that the angular excess can not be zero, ot-
herwise there will be no deviation, which is inconsistent with the photon geodesic.

By doing that, we have shown that even in the strong limit, only tiny effects are
present due to the energy dependence for small values of n. However, for large n,
there is an augmented effect. A rough estimation from visible photons until ultra
high energy ray energy range shows that this effect is relevant for n ~ 6 — 11, but
this kind of images (higher order relativistic images) are very hard to detect even
in the usual relativistic case.

For the amplification, however, such effect is not present. The increasing effect

due to e2"™ terms is cancelled out by the factor €™ in the denominator in (A.76).
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Appendix A. Eikonal Approach

A different and independent method to calculate the light path in this curved
spacetime, is the geometrical optic approximation of the Maxwell equations in
a curved background. In this approach — known also as Eikonal approach — one
considers the propagation of light in curved spacetime in classical geometrical op-
tics regime, that is when the wavelength \ of photon is much smaller than typical
scales of the problem (for example, the curvature of space). Formally this is ac-
complished by requiring that solutions of equations of motion have an expansion
in series of A™ and, at the end, taking A — 0.

In our case )\, the wavelength of the photon in the rainbow-flat region, is the
appropriate scale to expand the equation of motion. Therefore the optical geome-
tric limit will be achieved if all length scales are much larger than the wave length
of the photon at infinity, where we can neglect any gravitational influence.

Let us start our discussion with the Maxwell action for the vector field A, in a

fixed, curved and torsion free background

I = / d*z\/—gF?, (A.77)

where F,, = V,A, -V, A, = 0,A, — 0,A,. The equations of motion from this
action are
ViV, A, -V, V*A, — R A, =0, (A.78)

and, by imposing the gauge condition V*A,, = 0, they turn out to be
V24, — R*, A, =0. (A.79)
Consider now solutions of (A.79) with the shape

i85

A, (z) = ay(z)e >, (A.80)
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A direct calculation shows that the first non vanishing term in a A\, — 0 expansion

is
g"k.k, = 0, (A.81)

where k, = 0S5/0z*, showing that k, is a null vector and that, up to lowest order,
we can neglect the coupling with the curvature. To next order, equations of motion
show the fact that the polarization vector is locally flat parallel- propagated along
the ray [130].

Consider then the Eikonal equation for the curved metric (A.35). We

look now a solution of the equation of motion with the shape
S(z)=Et— T —(r), (A.82)

with £ and J integration constants. The Eikonal equation is now the differential

equation determining v (r)

P e 0y L (A.83)
1—a/r r? ’ .

f282 j2
/\/ TRy T sy L (A.84)

The propagation of a light ray between two space regions of constant phase,

and therefore

apart a time interval At and by an spatial interval A7, must happen in a trajectory
where the Eikonal is stationary under variations of the parameters £ and 7. This

implies the following set of equations

B N O
SAS = 65<At—%)—5.7( ¢>+ﬁ)—5mp

(A.85)
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and then, a light ray must satisfy

Ay = 0, (A.86)
o
- = A.87
At T (A.87)
o

_ A.

Ao = —o (A.88)
The last equation gives the trajectory
dr
A¢p = / , (A.89)
ry/1 —a/r \/1 ;/ng 222 —1

while gives At in terms of a integral of .

Previous integral is just the same as the integral appearing in the geodesic ap-
proach (namely the integral of (A.39)), except for the appearance of the constant
£. However we can now look for the minimal distance approach to the gravitational
source and express the angle deflection in terms of this physical quantity.

The minimal approach distance r, in the present approach is the minimal of

the Eikonal S as function of r, thus from (A.86)) at first order in Ar, we obtain

8_2/1 _ fQ(To)EQ j2

or |,y G2(r0)(1 — a/rg)? B r2(1 —a/rg)’
_— (A.90)

That is, r is the solution of

2 2.2
T J*g°(ro)
- _ A.91
L—a/rg  E%2f%(ro) (A.91)
By using this we finally find for the deflection angle
A¢ = / ar (A.92)

2
- o\ Pg2r) 1-ajro
Vi-a/r 7”\/ <o> Prog) Toafr 1

which is just the result (A.44) previously found by using the geodesic approach.
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Appendix B. Considerations on geometry

In this brief appendix we will discuss how Euclidean geometry is modified in
the case of a rainbow flat spacetime. Our starting hypothesis is that geometrical
results are statements about distances,which turn out to be measurable quantities
through experiments with photons.

Consider then the case of flat rainbow spacetime where every point there is
labeled by a set of four coordinates z# with 1 € {0,1,2,3}, which are energy
independent quantities. The distance between two points in this space, is however
energy dependent.

In order to prove this, consider two points — in the 1+1 dimensional case —
and z,. A photon is emitted in the point labeled ¢; = 0, z; = 0. It reaches a mirror in
t9, xo and then returns to z;. If the whole process takes 7' seconds for the observer

at x1, then the distance between the two points can be defined as

szﬁz

fle) 2
Then, even if coordinates just label points in the manifold and do not have any
information about the energy of the photons, the measurable distances in the spa-
cetime — which correspond to differences of these coordinates — have an energy
dependence through the metric.
Consider now a photon path in the metric (A.35), for the case a = 0. The

integration of radial equation of motion is just

. (Jg . (Jg\
arcsin (E) — arcsin (E) — ¢2 - ¢17

with J an integration constant.
Let us fix as reference the geodesic of photons coming from infinity, that is

r1 — oo for ¢; = 0. Respect to this, we find the definition of sin ¢ for measurements
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with photons of energy ¢ as

rsing = J (1+ (ﬁ—a)ﬁ%)

What this relation shows is that the usual trigonometric relations are modified
in rainbow spaces. These expressions relates measurable quantities (differences
of coordinates rather than coordinates only)which depends on the photon energy

used to measure them.



Apéndice B

Potencial de contacto atractivo
doble delta

Consideremos un sistema de dos particulas interactuantes por medio del un

potencial doble delta atractivo en tres dimensiones, de la forma

V(r) = ~@n Yoy (09 + a) +69(x — a)),

donde a es un vector constante cuyo modulo es mucho menor que la distancia
interatdmica.En el sistema de masa reducida la ecuacién de Schrodinger de este

sistema se escribe como

(=V2+V(r)U(r) = eU(r). (B.1)
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En el espacio de momentos con ¥(r) = [ d*ke™**®(k), la ecuacién de Schrédin-

ger toma la forma

k) = %/d3k;//d?’rei(k’—k).r((;(S)(r+a) +5(3)(I‘—a))@(k’)7

= —Q(k;/o )</d3k/ei(k’k)-aq)<k/)+/d3k/€i(k/k)-aq)(k/))’
— €

_ %(e“‘“\y(—a)+e‘ik'“\lf(a)), (B.2)

descomponiendo la ecuacion anterior en sus partes par ¥y(—a) = ¥y(a) e impar

U, (—a) = —Vy(a), las que corresponden al estado singlete y triplete respectiva-

mente, obtenemos que la parte par satisface

(i) = i) ©3)
y la parte impar satisface
~ Vpsin(k - a)
P, (k) = —W‘Iﬁ(a) (B.4)

De (B.3) y (B.4), es directo notar notar que en el limite @ — 0 la ecuacion la parte

par se reduce a

L
(k2 — EQ)
lo que corresponde al caso standard, mientras que la ecuacién para la parte impar
se reduce a ®,(k) = 0. Integrando las ecuaciones (B.3) y (B.4), obtenemos para

la parte par

Do(k) = Wo(0),

kaVocos(k-a
\Ilo(a) = /dgkek ﬁ

2k-a)
1 = ek a)

| = Vo/d3kk21_60(1—(k-a)2+...) (B.5)

\IJO(CL),
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y para la parte impar
Vosin(k - a)

klfl(a) = —/d3k€ik.a (k2—€1> llll(a),
o 5, sin(k - a)
1 = VO/d k—(k2_€1)
1 = —%/d3kk21_61((k-a)2+...) (B.6)

Es claro que integrales anteriores son divergentes cuando & — oo, no obs-
tante en el caso de los pares de Cooper, los momentos de los electrones estan
acotados por kr < k < kr + k.. En este caso se introduce la densidad de estados
por intervalo de energia, que sobre un cascardn concentrico a la esfera de Fermi,

resulta ser constante, esto es

€p+teéc |
Ak N de— [ dS2
/ s N(0) / — / ,
€F

donde ¢ = k?/2 la energia de cada electrén libre.
Por otra parte, puesto que el vector a es un vector arbitrario podemos fijar

su direccion a lo largo de la direccion de k., de forma que la integracién en las
ecuaciones (B.5) y (B.6), a orden a?, conduce a

ep+eéc €ptec

1 Voa? PAS
1 = VW d — d
0 / 626—60 3 / €26—60
€r €r
Vo a’ey 2€, VyaZe,
1 = F =—|1——|In(1 — B.7
v 9 €ptec 9
1 = @ / de—=5
3 e — €’
€F
Voa? €1 2€.
1 = F = e +—=—In|{1+ —-— .
(e1) 3 (6 T3 n( +2€F_€1)> ()

Estas ecuaciones pueden resolverse graficamente, en el caso de una interaccion

débil con 1, = 0,1 y con a = 0,1, podemos fijar ez = 1/2 y el corte e, = 0,001, de
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esta forma las soluciones de la parte par se obtienen al graficar simultaneamente
y=1, y = Fo(eo)

y las soluciones de la parte impar graficar simultaneamente
y=1 y = Fi(e),

De la Fig.(B.1), la solucién para la parte par indica que ¢, < 2¢r, lo que indica

Fo(eo)

1.0}

08}
06]
0.4]

0.2}

. I . . . I . . . I . . . I . . . I €
0.99992 0.99994 0.99996 0.99998 1.00000 0

Figura B.1: Soluciones simultaneas parte par.
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la existencia de un estado ligado, notar que en este caso, el término proporcional
a (k - a)? no se anula para la parte par como ocurre en el caso no conmutativo
donde a — 6S.
Por otra parte, de la Fig.(B.2) la solucion para la parte impar indica que ¢, >
2¢r, €n este caso no existe la formacién de un estado ligado.
Fi(en)

0.00003 |
0.00002

0.00001

: 105 110
—~0.00001 |
~0.00002

~0.00003 ]

Figura B.2: Soluciones simultaneas parte impar.



Apéndice C
Interaccion de spin

Consideremos el operador (k-o)/ |k|, con k/ |k| un vector unitario tridimensio-
nal parametrizado en término de las coordenadas {0 < a < 7; 0 < 3 < 2m; 0 <

k = k| < oo}. Un calculo directo muestra que
k- cosa  sinae P
X0 _ | ’ (C.1)
k sine®®  —cosa

k-o
T\)\i>:i|>\i>

de esta forma,

donde los auto-estados |\+ >, que estan dados por

Ay) = (Cos(a/ 2>ew/z) L o= (Sm(&/ 2)ei6/2> . (€2

sin(a/2)et?/? cos(a/2)e?/?

forman una base ortonormal completa. Por otra parte, en esta base los autoesta-

dos de o3 pueden ser escritos como
[+) = e P(cos(a/2) |As) —sin(a/2) |A-)),
=) = e PP(sin(a/2) |A\y) + cos(a/2) [A-)).
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Por lo tanto, en esta base el estado singlete puede ser escrito como
1
0,0) = 7 (IA+A2) = [A=A4))
y el estado triplete como
I1,1) = e’ﬂ(cos2 /2 A Ay) +sin?a/2 [A_AL)
—sina/2cos /2 (JALA2) +|A_AL)) ),
1
11,0) = 7 (sin a([ A Ay — [AAL)) +cosa(JALAL) + | A-Ay) ),
I1,-1) = eiﬁ(sin2 /2 AL AL) + cos®a/2 A _A_)

+sina/2cosa/2 (|ALA) + [A_AL)) )

Ahora consideremos el operador Uy, = (k - o1)(k - 62)/ [k|*, un célculo directo

muestra que

Ui l0.0) = —%(IMM—IA—M),

Upp|1,1) = BZﬂ(COSQ a/2 A Ay) +sin®a/2[A_A0)
+sina/2cos /2 (|ALA_) +[A_AL)) ),
1
Galt0) = 5 ((sinalhdd - o)) = eosaied ) +AA)) )
V2
Uiz |1,-1) = ezﬂ(sin2 /2 ALAL) +cos®a/2 A A_)

—sina/2cosa/2 (|ALA) + ML) )
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de las ecuaciones anteriores obtenemos que para el estado singlete (U;p) = —1,

y para el triplete

cos? « V2e~%# gin o cos av e 2P gin? o
(Ura) = \/Eelﬁ sin «v cos & — COoSs 2« —ﬂe’w sin «v cos o
€28 gin? o —/2¢" sin av cos cos? v

Puesto que la variable angular 0 < 5 < 27, entonces

1/3 0 0
1
. d2(Up)=| 0 1/3 0
0 0 1/3
donde df2 = d(cos «)df. Finalmente
1 1 1
L 0o _ 1 1 ©0.0)) _
dQ (Syo) = [ 405 (1+ 0)*) =0, (C.3)

4m
1 1 2
(1m) _ 1 am)) _ 2
- / A9 (S1a) a0 (1+ () "™) = 2. (C.4)



Apéndice D
Interaccion electron-fonon

Consideremos un conjunto de electrones y fonénes interactuantes. En segun-

da cuantizacion la parte libre del Hamiltoniano, lee como
Hy = Z fkaltaaka + Z wchcq,
k,a q

donde ay., a., son operadores fermionicos y cq, ¢!, operadores bosonicos. A
T = 0 el estado base del sistema sin interaccion, es decir, un conjunto de electro-
nes libres y un conjunto de bosones libres, esta constituido por un mar de Fermi
y un condensado de Bosones como sistemas independientes. Puesto que una
interaccidon entre electrones, debido a procesos de emision y absorcion de un
fondn, perturba el estado fundamental del condensado, es de esperar que dicha
interaccién resulte ser muy débil, de manera que puede ser considerada como
una perturbacion.

En término de los operadores de creacion y aniquilacién el Hamiltoniano de

interaccion se escribe como
’_ T i
H = Z Z Valeq + gy qoxa-
ka q
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Notese que este término de interaccion no conmuta con el operador de nimero
de los fonones, pero si conmuta con el operador de numero de los electrones. En

efecto, de

[Ny, cq) = Z[CL/; Cqlcq = — Zcq’éqq’ = —Cq (D.1)
q9 q’
donde Ny = > ., cg,cq/ el operador de numero de los fonones, se obtiene que
[Ny, cl] = cl. Es claro que de esto se deduce que [H', Ny] # 0.
Por otra parte, con N, = 3", al_ax. el operador de niumero de los electrones,

la relacién de conmutacion

[Nea aka] - Z[ai/a/ak’a’a aka] - Z <a;f</a/{ak’o/a aka} + {al/au aka}ak’a'> )

k/a’ k'o/
= Z Okl ali'a’ = Okas (D.2)
o
y de esta forma [N,,al ] = —al_. Luego
[N.,dl, axa] = [Neal, e + al [Ne, axal,
= —al, axe + ), 0ka = 0, (D.3)

Por lo tanto, un estado con un niumero constante de fonones no puede ser un au-
toestado de H'. Con el propdésito de analizar como esta débil interaccion modifica
la energia de los electrones utilicemos teoria de perturbacion.

Si denotamos por |n.;n; > el estado con n. electrones y con ny fonones, en-
tonces el estado de un electron con momentum k y proyeccion de spin a sera de-
notado por

1ka; 0 >=af_[0;0 > .
Puesto que < 1yx,; 0|H'|1x.; 0 >= 0, entonces las correcciones a primer orden se

anulan, mientras que a segundo orden obtenemos

lka; O|H'|n¢; ;| H [1ka3 0
AE}({z) _ Z < lica; O H' |65 1y >< g5 s | H'[1ia; 0 > : (D.4)
< 1ka; 0| Ho|lka; 0 > — < ne;np|Ho|ne;ny >

Nejny
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Utilizando que

Hli 0> = > Y Vol qaly, qortwaral,]0;0 >,

q ko

- Z Z VqCT—qalT(’-l—qoz’((Sk/k(sa/a - aLaak/a/) ’O’ 0 >

q ko

= Z chiqabqam; 0>,

q

= ) Vallkrgailoq >, (D.5)
q

la correccion a segundo orden se escribe ahora como

< lyqq ’1,/‘H,‘1k 'O>‘2
AE(Q) _ (’ +q'ar 1 —q a) ’
k Z Sk — (fk—i-q + W—q)

!

- Z (ék - (s’gi wq>> (>0)

como resultado se obtiene la renormalizacion del potencial.

De esta forma, siguiendo el mismo procedimiento es posible calcular las co-
rrecciones sobre el estado de dos electrones interactuantes que intercambian un
fondn, en este caso el estado de los dos electrones uno con momentum k y pro-

jeccion de spin a y el otro con momentum k’ y spin o/, esta dado por

‘1k’a’7 lke; 0 >= aLaaL/a/‘O, 0>,
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Un calculo directo muestra que

H'lwa, 1ka; 0> = Z Z chT_qanﬁamaLaaLa,]O; 0>,

aq B
- Z Z VqCT—q@lT+qﬂ(5lk5ﬂa - @Laalﬁ)alfa/\o; 0>,
aq B

— oot T .
= Z Vacl gt qa®ear[050 >

q

— Z Z chiqahqﬁaﬂa(dlk/%a/ — aL,a,am)]O; 0>,
a I8

= Z Vq‘lk/a/, 1k+qa§ 1,q > + Z qulk’+qa’a 1ka§ 1,q >
q

q

notese que en este caso las correcciones a primer orden
< oty Ika; O H' 1, 1ia; 0 >= 0.
A segundo orden con V_4 = V4 Y wq = w_g, Obtenemos

< lyary 1 /a;l_/H/lla/,la;O> 2
AES(), _ Z(| k k+q o |1k k |>
(& + &) — (G + &irq +w—g)

+> (‘ < Ligsqtars Lcai Loqr B i, 1 0 > ‘2),

q/

7 (G + &) — (g T+ w_q)
1 1
= |% 2( + ) (D.7)
Z ‘ ‘ fk - €k+q ’gk’ - £k’+q — Wq
Si consideramos pares de electrones con k' = —k, i.e. pares de Cooper, en este

caso se obtiene que

1 1
AE(Q), - V 2 ( + ) )
Kk Z | q| gk - 5k - fqu — Wq

5k+q — Wq

I |2< = — ) — (Gira — &) — ) (D.8)

$irq — Wa) €k — k—q — wq)

en vista de que &g — &k >~ &k — &k—q, SE Sigue que

AEY), = Z!VqF((ék_;w“Q ) (D.9)

k—q) - wﬁ
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como resultado esta interaccion serd atractiva para wy > (&k — &k—q)°, €S decir

para electrones sobre un cascarén esférico concéntrico a la esfera de Fermi.



Apéndice E
Pares de Electrones

En sistema compuesto por un gran niumero de fermiones, no es posible que
mas de dos particulas ocupen el mismo estado, y por tanto, en el caso de una
gas ideal el sistema forma un mar de Fermi, donde todos los estados de energia
estan ocupados hasta la energia de Fermi.

Sin embargo, es posible que bajo una interaccion atractiva, dos fermiones
formen un estado de menor energia que el caso de los dos fermiones libres. Si
estos estados se comportan como un boson, a 7' = 0 el estado base del sistema
estara ocupado por un nimero macroscopico de particulas.

Es importante destacar que la formacidén de los pares de Cooper coexiste
simultaneamente con la condensacion de estos, de manera que el estado normal
de ese sistema resulta ser un gas ideal de fermiones a temperatura finita.

Con la propésito de estudiar los efectos de la no conmutatividad sobre este

sistema, comencemos definiendo un conjunto de operados de creacion y aniqui-
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lacion que satisfacen las siguientes relaciones de anticonmutacion

{GF;km Cl};k/a/} = Okk'Oaa’,
{aF;komaF;k’o/} = 07 (E1)

donde a};ka(ap;ka) es el operador de creacion(aniquilacion) de un electron con
momentum k y proyeccién de spin «. En términos del nimero de ocupacion
NFEka = a};kaap;ka, obtenemos que n7.., = nrika, 10 que indica que los auto-
valores de np., SOl0 pueden ser 0, 1, y por tanto no es posible que ningun estado
de momentum k sea ocupado por mas dos electrones con diferente spin.

No obstante, como ha sido mencionado, una interaccion atractiva puede pro-
ducir estados de pares de electrones que pueden condensar. En esta direccion,
resulta ser interesante estudiar el algebra de los operadores de pares de fermio-
nes. De esta forma definamos el operador de aniquilacion y creaciéon de un par

de fermiones por

CrikkBa — OF;kpAF;ka) y C;;l}kﬁa = a}‘;kaa’TF;Rﬁ' (E2)
utilizando laidentidad [AB, CD] = A{C, B} D+{C, A}DB—AC{D, B}—C{D, A}B,

puede verse que las relaciones de conmutacion de estos operadores estan dadas

por
[CF;Rkﬁw C};f(/k,ﬂ,a/} = Jaa0pp Okicr Okk! — af];:;l’{/ﬂ/aF;lEﬁ(saa’ékk’ + CLL;R/B/CLF;ka(Sa’B(Sk/R
_5aﬁ’5ﬁa’5f<k’5kf<’ + a};k,a,aF;Rﬁéaglékl—(, — a};k,a,ap;kaém/d}-&,,
(E.3)
[CF;Rkﬁa7 CF;R’k’,B’a’] = aF;Rﬂ{aF;k’a’7 aF;ka}aF;l}’,B’ + {aF;k’a/, aF;R,B}aF;f(’ﬁ/aF;ka

_aF;RBaF;k'a’{aF;R’B’a CLF;ka} - aF;k’a’{aF;E’ﬁ’v aF;l;B}aF;ka
= 0,
(E.4)
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es claro que estas relaciones de conmutacion no corresponde a las relaciones de
conmutacion de bosones.

Sin embargo, si consideramos los estados de spin total entonces estas relacio-
nes se simplifican considerablemente. Por simplicidad consideremos un sistema
compuesto por electrones, en este caso los estados de spin triplete (S = 1,m = 0)
y de spin singlete (S = 0,m = 0), se forman como combinaciones simétricas y

antisimétricas de los operadores

1 1
E(C;;Ek——k + CL;Rk+—)|UaC - = E(a};kﬂL;L + a};k—ajw;m)‘wc =
1 _ _

= —(|k+;k— > £|k—; k+ >),

V2
_ 1

= |kk>—(+;—>£|—+>). E.5

| 75 ~+>).  (E5)

donde |vac > es el vacio donde no hay particulas. Un calculo directo muestra que
las relaciones de conmutacion de los operadores de creacion y aniquilacion de

estos estados, satisfacen las relaciones de conmutacién

[Cr kit C;;f(/k/+_] = Okw Oy — (5kk’a;;f(/ Lpgy + Ok O _apk_), (E.6)
[t Chgone—y) = OO — (Faoal, o apg + Okl et ), (E.7)
[Chiicts Cpnes ) = — Ok + (O, @ract + O Ol _api), (E.8)
[CF;Rk+—7 C};f(/k/_Jr] = — O Oxier T (5121('61;;1;/_(1&1{— + 5kR’a}7;k/+aF;f(+>7 (E.9)

como resultado, en este caso, tampoco es evidente que los operadores de pares
de electrones satisfagan la estadistica de Bose-Einstein.

No obstante, en el mecanismo de apareamiento de Cooper los electrones
susceptibles de formar pares tienen momentos sobre la superficie de Fermi anti-
paralelos, i.e. con k = —k y k' = —k’. De esta forma, denotando el operador

de creacion de un par de electrones por cp s = ahy.ak s las relaciones de
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conmutacion (E.6] [E.7] [E.8]y [E.9) se escriben como

[CF;k+—,C};k/+ | =1 —=np—xs — npx—)0ki, (E.10)
[P K-t c};k,_Jr] =(1—np_x —nrx)ok, (E.11)
[Crk— +,c}k,+ | = (=14 npx+ +np k- )ok—r, (E.12)
[era— Chgo_ ] = (14 npa + npier )i (E.13)

CON Npxa = a};kaaﬂka el operador de numero de los electrones en el estado con
momentum k y spin a.

De las ecuaciones y (E.13), se observa que los pares con distinto spin
seran dos bases independientes siempre que k # —k’. En este caso el algebra

toma la forma

[Crxs— ,ch, =0 —-np-x+ — nrx-)oxK, (E.14)
[crx—t, CF K — ] (1 = np ke — nrxs)Oww, (E.15)
[Pt Cpaes] = 0, (E.16)
[ercs—, C};k’—-&-] =0. (E.17)

Sin embargo, en esta algebra los operadores de pares tampoco satisfacen una
algebra de Bose-Einstein.
Consideremos ahora el caso de los estados de spin triplete (S = 1,m = £1),

donde los estados se construyen con los operadoresﬂ

T

T
CF skko

T
Fika aF;f(a

= |ka;ka >= |k k > ®|aa > . (E.18)

lvac > = a lvac >,

Utilizamos la notacién de escribir indices repetidos sélo una vez, de forma que CTF-I_(ka =

+
cF;fckaoz
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En este caso las relaciones de conmutacion se escriben como

_ f _ - f _ T _
[CF;kkmCF;f(/k/a/] = Oaa/ Okicr Ok — aF;f(/a/aF;ka(Saa’(Skk’ + ap;]}/a/a’F;kaéO/aék’k

_ _ T _ _ T __
—5040/ 6kk’ 5kk’ + a/F;k/a/ aF;kaéaa’ 6kk’ — aF;k’O/ aF;kadaa’ 5kk’ .

(E.19)

Como en el caso anterior, este conmutador tampoco corresponde al conmutador
de operadores bosoénicos. Sin embargo, como en el caso anterior, consideremos
la forma de esta relacion de conmutacion en el caso de los pares de Cooper. Esto

esconk = —ky k' = —Kk/, se sigue que

T _
[CF;kou CF;k/o/] = Oaa'Okk’ — Oaa/Okk/ (nF;fka - nF;ka)
_5o¢0/ 6k—k’ + 5ao¢/5kk’ (nF;—ka - nF;ka)7

= pa (Okw — Ok—1/), (E.20)

A diferencia de lo que sucedia para los estados de spin triplete m = 0 y para el
singlete, la exclusion del caso con k = —k/, indica que los operadores satisfacen
explicitamente un algebra de Bose-Einstein.

Este analisis muestra que los operadores de pares de electrones resultan ser
operadores bosoénicos en dos casos del triplete, a saber con m = +1, mientras
que en el otro caso del triplete con m = 0 y el singlete las relaciones de comuta-
cién de los operadores y (E.11), difieren de las relaciones de conmutacion
de los operadores bosoénicos por términos proporcionales a los nimeros de ocu-
pacion una particula.

Sin embargo, con la combinacion lineal de los operadores de pares de elec-
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trones se tiene

[Z CFik+— Z C}?;kurf] = Z(l — NPk — MEk-),
k k’ k
= N- Z nEp,—x+ — Z nFk—- (E.21)
k k

Asumiendo que a 7' = 0 la gran mayoria de los electrones han formando pares de
Cooper, de manera que Y, np,_x+ = N/2 =), npx_, €n este limite, la ecuacion
(E.21) se puede escribir como

D crae— ) Chpor] =0, (E-22)
k k’

esto indica que a T' = 0, las combinaciones lineales de pares de electrones pue-
den ser tratados simplemente como c-numeros, similar a lo que ocurre con los
operadores bosdnicos cuando el sistema condensa.

Adicionalmente, como en el caso de los bosones, donde resultaba interesante
estudiar los estados excitados a partir del estado base condensado, en este caso
resulta ser interesante estudiar los estados excitados a partir de un estado fun-
damental compuesto por un conjunto de pares de Cooper, la resolucion de este
problema permite dilucidar cual es mecanismo que provoca la superconductividad

en un material, ver [64].



Apéndice F
Transformacion de Bogoliubov

Consideremos la transformacién de Bogoliubov
ko = Z(uk;a,gbkﬁ + Uk;aﬁbT_kg)- (F1)
B

la forma de las funciones uy..s Y vk.op S€ obtiene demandando el requerimento
de que el algebra los operadores b y b tenga la misma naturaleza que el algebra
de los operadores a y a'. Consideremos por separado el caso de Bosones y

Fermiones.

F.1. Operadores Bosonicos

Si tanto los operadores apx, COMO [0S bp.k, SON operadores Bosodnicos, esto

es, si satisfacen las relaciones de conmutacion

[aB;km aB;k/a’] =0, [aB;km a};;k/a/] = 5a,a’5k,k’a

[bBika: bBxar] = 0, [bBxa; bTB;k’o/] = o0 Ok I (F-2)
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entonces,

[0Bikas o] = Z(uk;aﬁu;’;a’ﬁ’[b&kﬁ?bJJfS;k’ﬁ/]+Uk;aﬁvli’;a’ﬁ’[bTB;—k,BvbB;—k’B’]
56"

Ftigap Vi (DB, b, 1097] + VicapUiosars [, s bE;ng]) :

- 5kk’ Z (uk;aﬁui’;;alﬂl — Uk;aﬁvlt;a’ﬁ’) 66,3/7

BB’
= 6kk’ Z (Uk;aﬁULa/ﬁ - ’Uk;aﬁvlt;a/ﬁ) = 5kk/5aa’7 (FS)
8
y adicionalmente
aBkas apacar] = D (uk;aﬁuk’;a/ﬁ’ [b5xs: bBac ] + Vkcastiviar s D, g g, ]

o5
Htkiapiciars [DBxs, U, o] + Viaptiiciars B, ies: bB;k’B’]> :

= Ow Y (UkapVokors — Vicaplikars) = 0. (F.4)
B

En términos de las matrices
Uk;s s Uk:ss—1 e Vk;s s Vk;s s—1
ﬁ’k = Uk;s—1s . ) Uk = Vk;s—1s . )

Uk;—s —s U Vk;—s —s
las ecuaciones (F.3) y (F.4) indican que
e, — ty0f =1, (F.5)
0Ty — ttt, =0 (F.6)

donde I es la matriz identidad y 0 una matriz nula, las dos matrices cuadradas de

dimension 2s + 1.
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F.2. Operadores Fermidnicos

Si por el contrario, si tanto los operadores ay, como los by, son operadores
fermionicos, esto es, si satisfacen las relaciones de anticonmutacién
{ AF:ka) aF;k’a’} =0, { QF:ka; G}r;k/a/} = 5a,a’5k,k’7
{ bF;kom bF;k/o/} = 07 { bF§k0“ b};k’a’} = 50‘70‘/51‘:1(/' (F7)

se sigue entonces que utilizando las transformaciones de Bogoliubov obtenemos

{ara Cpae} = D (uk;aﬁult/;a’ﬁ’{bF;kﬁv Dlraepr} + VicasVi s (bl s brwsr}
85"

HFlliasVirarg 10Fiks: bF ks } + VicapUior g {Dk: 151 b?;wg&) :

= Oxw Z (uk;aﬁuikc;a’ﬁ’ + Uk;aﬁvlt;a/ﬁ/> 555”

BB’
= 5kk’ Z (uk;agul*(;a,ﬂ + Uk;agvlt;a/ﬂ) (F8)
B
y adicionalmente
{0Fke OFpar} = Y (“k;aﬁuk’;a’ﬂ’{bF;kﬁv braes} + Vicaptivsars {bf. g i}

86"
HtkagUicia s {Dras, Ui} + Vcasticsars (b iep: bF;k’,B’}> :
= Okw Y (UapVoiars + VkapUoicars) (F.9)
5
En términos de las matrices de 2 x 2

N Uk++  Uk;+— . Ukj++  Uks+—
Uk — Vg =
Uk;—+  Uk;—— Vk;—+  Vk——
las ecuaciones y se escriben como
el + D). = 8o, (F.10)
0Ty + ot =0 (F.11)

donde & es una matriz identidad de 2 x 2 y 0 una matriz nula de 2 x 2
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