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1 Resumen

En este trabajo de Tesis, se presenta analiticamente el control de las singu-
laridades de fase del campo electromagnético, denominados vortices opticos, a
través de la presencia de un objeto difractivo de simetria rotacional discreta
Cn con N = 4 situado entre dos medios dieléctricos homogéneos con indice de

refraccion definido.



2 Introduccion

El modelado de dispositivos basados en estructuras espaciales que poseen simetria,
discreta, tienen un gran potencial en aplicaciones donde el control de fase de
la luz es relevante. Un ejemplo de dichas aplicaciones, es el control de fase
de la luz en dispositivos de manipulaciéon de objetos micrométricos llamados
Pinzas Opticas. Las Pinzas Opticas, son una tecnologia ampliamente utilizada
en biomedicina, en particular en biotecnologia, para la medicién de pequenas
fuerzas, alteracion y micromanipulacién de estructuras bacterianas, células vi-
vas, organelos, particulas metéalicas, etc. Si ahondamos un poco més en el tema,
nos percatamos que entre las tecnologias mas relevantes en el desarrollo de pinzas
opticas, destacan aquellas basadas en el control del momento angular orbital de
la luz en las que el control de fase éptica es vital. Luego, el control del momento
angular orbital de la luz, es clave para estos mecanismos de micromanipulacién.
Este Proyecto de Tesis consiste, primero, en plantear un nuevo mecanismo de
control de las singularidades de fase del campo electomagnético denominados
vortices Opticos (cuya estructura es la portadora del momento angular orbital en
la luz), basado en la utilizacion de elementos difractivos con simetria rotacional
discreta. En segundo lugar, se utilizard dicho know how para el modelado y
simulacién de estructuras multi-vértice sintonizables mediante los mencionados
elementos difractivos discretos con el objeto de establecer un esquema de control
de iluminacién de sistemas de manipulaciéon de microparticulas mediante pinzas

opticas que pueda resultar alternativo o complementario de los existentes.

2.1 Un poco de historia

En una destacada carrera en los Laboratorios Bell, Arthur Ashkin

descubrio como utilizar rayos ldser para manipular objetos pequenos.



La primera observacion de una Guia Optica fue hecha en el afio 1967 por el
cientifico estadounidense Arthur Ashkin. Ashkin descubre que sélo utilizando
rayos laser es posible empujar pequefias esferas micrométricas suspendidas en
agua hacia el interior de éste favoreciendo su confinamiento. En efecto, al di-
rigir un rayo laser propagandose horizontalmente sobre la muestra liquida, las
microesferas se alinean en direccion al eje axial del rayo. Para particulas cuyo
indice de refraccion es mayor que el medio en el que se encuentran sumergidas,
el gradiente de intensidad del laser las dirige al centro del eje axial, mientras que
la presion de radiacion (escétering) conduce a las particulas en la direccion de
propagacion del rayo. Luego de este descubrimiento, Ashkin adhiere un segundo
rayo laser sobre las particulas en la misma direccién, pero en sentido opuesto. El
resultado fue que ambos rayos sostuvieron las pequenas esferas en un lugar fijo
dando paso a la creaciéon de la primera Trampa Optica'. Este tipo de Trampa
ha sido relevante en Biofoténica dentro de experimentos que involucran fluidos y
en particular en el estudio de Estiramiento Celular 2® y Analisis de Raman *Este
tipo de técnica permite manipular un volimen espacial relativamente grande,
dando paso a la manipulacién de células de gran tamano y también permite la
manipulacién de una gran variedad de material biolégico por su baja densidad

de potencia.

El siguiente desafio de Ashkin fue el confinamiento de &tomos. Sin embargo,
existian dificultades para mantener atomos lo suficientemente frios y sostenerlos

por largo tiempo. En el ano 1975, los cientificos Theodor Héansch y Arthur

LA. Ashkin, “Acceleration and trapping of particles by radiation pressure,” Phys. Rev.
Lett. 244, 156—-159 1970.

2]. Guck, R. Ananthakrishnan, H. Mahmood, T. J. Moon, C. C. Cunningham, and J. Kis,
“The optical stretcher: a novel laser tool to micromanipulate cells,” Biophys. J. 812, 767-784
2001.

3P. B. Bareil, Y. Sheng, and A. Chiou, “Local scattering stress distribution on surface of a
spherical cell in optical stretcher,” Opt. Express 1425, 12503—-12509 2006.

4P. R. T. Jess, V. Garcés-Chéavez, D. Smith, M. Mazilu, L. Paterson, A. Riches, C. S.
Herrington, W. Sibbett, and K. Dholakia, “Dual beam fibre trap for Raman microspectroscopy
of single cells,” Opt. Express 1412, 5779-5791 2006.



Schawlow dieron la clave para lograr el desafio que Ashkin se habia propuesto:

los atomos podrian ser enfriados utilizando el efecto Doppler.

Con estas nuevas ideas, Ashkin y Steven Chu, junto a otros colaboradores,
comenzaron a experimentar en el ano 1984 logrando, finalmente, atrapar un
grupo de 500 atomos enfriados a 300 microkelvin por un periodo de varios
segundos. Ashkin y Chu contintian con sus experimentos utilizando un so6lo
rayo laser focalizado a través de un lente para confinar particulas y atrapar
atomos (lo que popularmente se conoce como “Pinza Optica”)®.El grupo publico
sus resultados en la Physical Review Letter en el ano 1986, siendo el primer

confinamiento de atomos en 3D estables alrededor del mundo.

Gracias a estos trabajos, Steven Chu et. al. obtiene en el ano 1997 el premio
Nobel de Fisica por su trabajo en el enfriamiento y atrapado de atomos usando
luz laser. Mientras tanto, Ashkin focalizo su trabajo en el uso de pinzas 6pti-
cas para estudiar varios organismos vivientes, incluyendo el Virus Mosaico del

tabaco, bacterias, células rojas de la sangre y algas.

La técnica de pinzas 6pticas desarrollada por Ashkin ha permitido realizar una
gran cantidad de estudios en biofisica gracias a mediciones méas precisas y la
manipulacién de pequefos sistemas bioldgicos. Actualmente existe una gran
variedad de aplicaciones en particulas mesoscopicas y células con el uso de Pinzas
Opticas. Sin embargo, nuestro interés recae en las aplicaciones que se encuentran
dentro del campo de la Biotecnologia para Biomedicina, dando especial énfasis a
las aplicaciones ya existentes y proponiendo, finalmente, una sustancial mejora

en las técnicas de laboratorio ya utilizadas.

5A. Ashkin, J.-M. Dziedzic, J. E. Bjorkholm, and S. Chu, “Observation of a single-beam
gradient force optical trap for dielectric particles,” Opt. Lett. 115, 288-290 1986.



3 Desarrollo

3.1 Conceptos preliminares

Las soluciones escalares complejas de las ecuaciones de onda pueden presentar
dislocaciones. La propiedad matematica esencial de estas funciones escalares
complejas en el punto o linea en la que la dislocacién se localiza, es aquella en la
que la fase aumenta o decrece en un miiltiplo de 27 a través de una curva cerrada
alrededor de éstos. En estos puntos o lineas, también conocidos como singular-
idades de fase, la amplitud de la funcién desaparece y la fase es indeterminada.
Las singularidades de fase juegan un importante rol en amplias ramas de la
ciencia como la fisica del estado solido, el condensado de Bose-Einstein (BECs),
superfluidos, superconductividad, cosmologia, dindmica molecular, 6ptica no
lineal, etc. En el ultimo caso, el estudio de tales singularidades se enmarca

frecuentemente en una rama separada llamada éptica no lineal singular.

Un wvortice dptico es una solucién escalar compleja de una ecuacién de onda
definida en un dominio de dos dimensiones caracterizado por la presencia de
una singularidad de fase. Si el vortice tiene simetria circular, entonces sélo
cuenta con una singularidad localizada en el eje de simetria. Por otro lado, se
han predicho teéricamente la existencia de vortices 6pticos con simetria disc-
reta, o vortices discretos (DVs), en medios peridédicos como soluciones soliténicas
de una ecuacién de onda no lineal como la ecuacién de Schrédinger no lineal
(NLSE). Entre tales medios periodicos se incluyen las redes pticamente induci-
das, fibras de cristales fotonicos o las redes de Bessel. Dichas soluciones también
han sido observadas experimentalmente en los medios antes mencionados. Otras
soluciones con simetria discreta rotacional y estructura de fase complicada han

sido introducidos en potenciales periddicos modulados, ambos en el desarrollo



de BECs y 6ptica no lineal. Algunas de estas soluciones se caracterizan por
la presencia de mas de una singularidad de fase. Finalmente, otras soluciones
cuasi-estacionarias mostrando simetria discreta en un medio homogéneo cono-
cido como “nubes” de solitones, se han introducido y algunos de ellos muestran
estructura de fase no trivial. Soluciones estacionarias de este tipo también han

sido obtenidas en un medio inhomogéneo como una red foténica.

Sea 1 (x) una solucién escalar compleja de la ecuacion de onda definida en un
dominio bi-dimensional, x € R2. El numero de sinuosidad v de v a través de
una curva cerrada I" estd dada por el contorno integral v = % Sﬁr V¢ -dl, donde
# es la fase del campo complejo ¢ = |1h]e?. Sea x¢ la posicion de la singularidad
de fase de 1. La carga topoldgica de la singularidad de fase localizada en xq es el
nimero de sinuosidad del campo complejo ¢ por la curva cerrada més pequena
que contiene xq. Esto es, si I'. es una familia de curvas cerradas que contienen xq
parametrizadas por € tal que lim._,g '« = Xg, entonces v = lim,_,q i 56f Vo-dl
Adicionalmente se puede definir otra cantidad, el momentum angular total,

como (Y| L. |*) / (w[y*), donde £, = (? x 6)

z

Vortices discretos con simetria circular pueden ser escritos como ¥ (r,0) =
g(r)e? donde (r,0) son coordenadas polares. Estos vortices presentan un mo-
mento angular bien definido ya que Ry, = €1, donde R, = e'** es una
rotaciéon continua de angulo « € Ry L, = i% es el generador del grupo de
rotacion O(2). Entonces, los vortices son autofunciones del operador momen-
tum angular que satisfacen £,1¢ = l4). Notar que el niumero de sinuosidad y la
carga topologica de una singularidad son cantidades relacionadas con la fase,
mientras que el momentum angular es una cantidad relacionada con la simetria.
Estos vortices simétricos circularmente presentan una sola singularidad en el
origen y cumplen que | = v = =, donde ~ es calculado en una curva cerrada que

rodea la singularidad de fase. También satisface g(r) ~ ar!!l + O(r!1*2) cuando



r — 0.

Para un vortice, el nimero de sinuosidad v y la cara topolégica v, esto es,
los conceptos relacionados con la fase, estan bien definidos, pero el momento
angular no. Sea como sea, otro concepto relacionado con la simetria, el pseu-
domomento m, ha sido definido para medios con simetria discreta. También
ha sido demostrado que esta cantidad se conserva durante la propagacién. Por
construccion, el pseudomomento m define completamente la representacion del
grupo Cy al cual 9 pertenece. también ha sido demostrado que m = v =

para DV con una singularidad de faseS.

3.2 Propagacion de Fresnel

Considerando la ecuaciéon de Helmholtz para la propagacion escalar del campo

eléctrico de una onda EM monocromatica en un medio dieléctrico homogéneo

de indice n:

0’E

52 T VIE 4+ k2n’E =0 (1)
donde V, es el gradiente de las coordenadas transversales V; = (a%, B%) y

ko es el namero de onda de una onda EM en el vacio (kg = w/c), escribimos

E (x¢,2) = ¢ (x4, 2) e~"P0% aplicamos una aproximacion de variacion lenta en z

8%¢
0z2

y despreciamos la segunda derivada en ¢, < —21'50% donde By = kon ,

para obtener la ecuacién para la propagacion paraxial en régimen escalar de la
misma onda EM:

72%% + V2 =0 (2)

6M.-A. Garcia-March, A.Ferrando, M. Zacarés, J. Vijande, L.D. Carr, “Angular pseudo-
momentum theory for the generalized nonlinear Schrodinger equation in discrete rotational
symmetry media” Physica D (2009) 1432-1438.

10



Esta ecuacion es formalmente idéntica a la que describe la evolucién de una
particula libre en mecanica cuantica. En efecto, considerando el operador de
evolucién unitario y expandiéndolo a los 6rdenes menores en el parametro de

evolucion z = h < 1 obtenemos lo siguiente:

¢ (h) = ¢(0) +ihHop (0) = —i

obteniendo cuando A — 0

0
—2£ —H0¢= 0

Comparando este resultado con la Eq.(2) podemos encontrar facilmente que

Hy = —ﬁVf y escribir

6(2)) =% (0)) 3)

La forma integral de la Eq.(3) se obtiene introduciendo la identidad de Parserval
en la posicion espacial I = [ |x)(z| (a partir de ahora, x indica coordenadas

transversales) y proyectando en la posicién espacial ¢ (x,z) = (x|¢ (2))

®(x,2) :/dx’ (x|e"oz|x") ¢ (x',0) :/dx’G(x—X',z)qb(x’,O), z2>0 (4)

donde G (x —x',z2) es la funcion de Green de avance (se asume z > 0) de
Schrédinger de una particula libre (o kernel de Fresnel en Optica) dado por la
expresion
Gx—-x,2)= i) > 0 (5)
Az -

Por convenicencia, se escribe la Eq.(5) en forma adimensional. Para ésto, se

asume que a es un pardmetro de medida del largo que caracteriza el tamano

11



tipico de la funcién de onda en z = 0. a podria ser, por ejemplo, el ancho de
una funcién gausseana que caracteriza el tamafnio de la onda. Dado, entonces,
el parametro a, normalizamos las coordenadas transversales con respecto a este
pardmetro: x — ax, x’ — ax’ donde, ahora, x y x’ son adimensionales. Por lo

tanto, la Eq.5 queda expresada de la siguiente forma:

Gx-x,2) = @fdx’efi%(xfx/f(b(x' 0)
) 2 )

. rLp N2 220
= zLTDfdx/eﬂT(x*x) ¢ (x',0)

Normalizamos, luego, la coordenada axial z por el largo axial tipico Lp = a?/\
introducido en la expresion anterior; z — Lpz. Al hacer este cambio, z tam-
bién representa una cantidad adimensional de la funcién de onda y obtenemos,
de esta forma, la integral de propagacion de Fresnel adimensional véalida para

propagaciones en un medio 6ptico homogéneo:

¢ (x,2) = é/dx’ea:p [—zg (x—x)?|¢(x,0), 2>0 (6)

3.3 Efecto de un elemento difractivo delgado en la propa-

gacién

Analicemos ahora la propagacion de la luz en un medio inhomogéneo que pre-
senta tres diferentes regiones definidas por el siguiente perfil de indice de refrac-

cién:

n3 (x) 0<z<z
n® (x,2) = { n 2 = (7)
) ng(x)+Ang(x) zp<z<z=z2+h
n? (x) 7 <z

12



Si aplicamos una aproximacién de variacion lenta a la ecuacion de Helmholtz
para un medio inhomogéneo - dado por el indice de refraccién n? (x, z)- como

lo hicimos en la seccién anterior, obtenemos la siguiente ecuacién paraxial:

72ik0n% + V26 + k2 (n? (x,2) — n2) ¢ =0

donde n es un indice de refraccién independiente de la posicion, caracteristico
del sistema. La ecuacién anterior puede ser escrita en mecéanica cudntica de la

siguiente forma:
09 1
—i—+ —V
282’ * 260 t(b +

k—%An% =0
203

donde By = kon y An? = n?(x,z) — n?. Asi, podemos definir el potencial

V (x,2) = (—ko/2n) An? para escribir:
o [ 1

—— —

2 _
o 2ﬂovt—i-V(x,z) ¢=0

donde el Hamiltoniano queda, entonces, expresado por

1

H =
250

VI+V(x,2)

La propagacion en el medio dado por la Eq.(7), también puede ser entendida

como un problema de evolucién de tres pasos definido por los siguientes poten-

ciales:
Vo (x) 0<z< 2
Vx2)={Vox)+ AV (x) 20<z<z=z+h (8)
V1 (x) 21 <2

Asumimos que la segunda region tiene un ancho muy pequeno dado por h < 1

13



y representa un objeto difractivo delgado. El operador de evolucion desde z = 0

hasta un valor arbitrario z > z; esta dado por e"’# el cual, debido al caracter

de grupo abeliano de los operadores de evolucién, puede ser descompuesto en

tres operadores diferentes:

esz _ 62H(z7z1)ethesz0

Ahora, H=T+V, donde T = —;%Vf es el término cinético del Hamiltoniano.
Definimos Hy =T + Vo y Hy =T + V4. De acuerdo al perfil de potencial dado

por (8), el operador de evolucion puede ser escrito como

eiHZ — eiHl(Z—Zl)ei(Ho-‘rAVO)heiH()ZO

Analicemos el operador de evolucion en el elemento difractivo. Ya que h < 1,

podemos aplicar la descomposicion de Hausdorff-Campbell al menor orden:

ei(H0+AVO)h _ eiHothiAVOh + O(h)2 _ eiHoheiAVoh + O(h)2

donde los dos 6rdenes de los operadores son posibles pues conmutan O(h)2.
Luego, el operador completo de evolucién estd dado por

ol h=0 eiH1(z=21) [eiAVOheiHoh] eiflozo _ iH1(2—21) (iAVoh giHo(20+h)

y tomando en cuenta el hecho que z; = zg + h, finalmente escribimos

; h—0 _ ; ;
esz = ezHl(z zl)ezAVghezngl (9)

14



Luego encontramos que la presencia de un elemento difractivo delgado en la
posicion z = z; (notar que z & zy ya que h — 0) sélo produce una multipli-
cacién por el operador diagonal en la posicion espacial €2V Si aplicamos
la descomposicion anterior del operador de evolucion a la funcién de onda en

z = 0, vemos inmediatamente que

|6 (2)) = M ET2BTNG (2)) = MET2D[G (1))

donde
6(21)) = 27" (21))

Como se menciond anteriormente, esta operacién es una simple multiplicacién
en la posicién espacial ya que el operador que representa el elemento difractivo

delgado es diagonal en tal espacio:

¢ (X, 21) — eiAVO(x)h(b (X, Zl)

Una vez que este operador se desarrolla, la amplitud resultante se puede propa-

gar hasta alcanzar el punto axial z usando el operador de evolucién lineal en el

altimo medio eiH1(z=#1)

3.4 Elemento difractivo delgado con simetria rotacional

discreta

En esta seccién analizamos el efecto de la presencia de un elemento difractivo con
simetria rotacional de orden finito. Esto significa que An3 o equivalentemente

AV, son invariantes bajo la accion de los elementos del grupo rotacional discreto

15



Cy. Para simplificar el analisis, vamos a asumir que el primer medio posee una
perfecta simetria rotacional O(2). Mateméaticamente, la propiedad de invarianza

del elemento difractivo se expresa como

AVy (Gx) = AV (x) VG € Cy

Esta propiedad determina la forma funcional del potencial cerca del eje de
rotacion. Es conveniente introducir, en estos momentos, una notacién com-
pleja para las coordenadas espaciales, i.e., w = x + iy. Cerca del origen
|lw|> = 22 + y* — 0, asi que podemos desarrollar una expansion en serie de
Taylor de la variable compleja w y mantener los términos de menor orden. De-
bido a la invarianza Cy del potencial existen solo dos tipos Cy invariantes de w
y wx que pueden aparecer en esta expansion de Taylor: wws = |w|? = 22 + 32,

wh y wxN.

Vamos a estudiar uno de los casos més simples correspondientes a una simetria

rotacional discreta de orden N = 4.

AVy (w) = ug 4 ur|w|* + uz|w|* + vow* + viw +* +O(w)° (10)

Esta es la forma més general de un potencial Cyinvariante cerca del eje de
simetria. Mientras asumimos que el primer medio es O (2)invariante, esta claro
que s6lo los términos w* y w** rompen la simetria completa original para pasar a
Cy. Luego, si queremos analizar el proceso en el cual sélo aparezcan los términos
que rompen la simetria, es suficiente considerar solo los ultimos términos de la
Eq.(10). Luego tomamos uy = u; = ug = 0 y procedemos a evaluar la forma de

la funcién después de la accion del potencial que rompe la simetria.

Nuestro interés se centra en la descripcién analitica del proceso de desintegraciéon

16



de un vortice de alta carga propagandose en el primer medio invariante bajo una
simetria rotacional completa luego que atraviesa un elemento difractivo que
rompe con dicha simetria. De acuerdo con el analisis explicado en la secciéon
anterior, la amplitud del campo del vortice, luego de atravesar un elemento
difractivo muy delgado, esta dado por (en términos de las coordenadas complejas

w=2x+ iy):

¢(’lU,Z1) _ eiAVO(w)h¢ (w,z1)

donde ¢ (w, z1) representa la amplitud del vortice. Ya que vamos a prodecer a
un calculo explicito, vamos a considerar que este vortice posee carga [ = 3. En

notaciéon compleja, esto significa que

¢ (w, 1) = w’ f (w)

donde f (w) = f (Jw|)es una funciéon completamente simétrica para rotaciones
O (2). Vamos a tomar esta funcién con forma de Gausseana, lo que nos va
a permitir desarrollar un célculo analitico de la propagacion. Luego, f (w) =

e—alwl® y por lo tanto

3 (w,21) "E' (1 + ivohw* + ivyhw™) whe— I’ (1)

Es interesante reconocer que la funcién anterior se puede escribir en una forma
equivalente que explicita las propiedades de transmutacién” O (2) —Cy, [ —m =

kN, k € Z. Eneste casol = 3y N = 4, lo que implica que m = —1. Observamos

7M. Zacarés, M. A. Garcia-March, J. Vijande, A. Ferrando y E. Merino, “Topological charge
selection rule for phase singularities”. Phys. Rev. A 80, 043812 (2009)

17



la siguiente identidad:

Luego, la Eq.(11) puede ser escrita como

o (w,21) = w'F (w) (12)

donde (para simplificar la notacién, incluimos h dentro de la definicién de vy y
v1: voh — vg y v1h — v1)

1 1
F (w) = €_a|w‘2 ivl\w|6 + W’U}4 + Z"U()st

Notar que F (w)s6lo depende de los términos Cj invariantes, |w|? y w, lo que
implica que F (w) es explicitamente invariante bajo rotaciones Cy. Por esta
razoén, la amplitud del campo del vortcie justo después de emerger del elemento
difractivo corresponde a un campo con m = —1 ya que en ¢ actia una rotacién
elementaria Cy, la cual estd dada en coordenadas complejas por w — we, donde

€ = ei‘n’/Z.

Go(w,z1) = ¢ (ew,21) = exw* F (ew) = ¢ wx F(w) =¢ 1o (w,2)

lo que muestra que ¢ pertenece a la representacion compleja de C dada por el

pseudomomento angular m = —1.
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3.5 Propagacién de un vortice 6ptico después de un quiebre

de simetria

Pasaremos, entonces, a estudiar el caso en que la onda atraviesa el medio difrac-
tivo y entra a un medio homogéneo. Por lo tanto, procederemos a analizar la
propagacion libre de la configuracion de un vortice inicial del tipo dado por la

Eq.11.

Asi y como habiamos visto en las secciones anteriores, la propagacion de la
amplitud de una onda en un medio homogéneo, va a estar dada por la integral
de Fresnel (6). Tomando como configuracion de campo inicial la amplitud dada

por (12), obtenemos la siguiente expresion:

x-x)|6(x,21) 2>z

d(x,2—21) = ! /dx’exp [z

zZ— 2z zZ— 2z

Para simplificar los célculos, hemos cambiado el origen de coordenadas en z
desde 0 a z1, asi que a partir de ahora, z representa la distancia entre un plano
axial dado y la posicién del elemento difractivo de simetria discreta, esto es,
z — 21 — z. Escribimos explicitamente la integral anterior en términos de las

coordenadas (z',y") y (x,y):

¢ (z,y;2) = ZLeap[—iZ (2?2 +y?)] [da'dy'exp [—iZ (2% + y?)] exp [i2Z (2’ + yy')] x
(.Z‘/ + iy’) (1 + ivo (.%'/ + iy’)4 + vy (:)Sl _ iy')4) e—a(mﬂ.:,_y/z)

La integral anterior puede ser desarrollada analiticamente mientras se pueda

espresar como suma de integrales constituidas por productos de z'™y™ y fun-
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ciones Gausseana58 H

o (z,y;2) = m67 —za  {imOvg (z +iy)" + 7% (2 +iy)” (7 — iza) +
vyi (@ — dy) [7° (22 + y2)3 — 1275 (2 + y2)2 2 — T2imz%a? — 242503
+36m2z%a (2 + (22 + 9°) @) — 1201 (22 + 42) 22 3+ (22 + %) @)

+24im? 2% (14 3 (2% +42) )}
(13)

3.6 Ecuacién de las trayectorias de las singularidades de

fase

La ecuacién anterior puede ser escrita en una forma més clara introduciendo la
coordenada compleja w = x + iy, reconociendo, de esta forma, una estructura

de momento angular bien definida:

2 | w 20¢ -
(wz) = — " Fm [Ayw” + Ag () + A (lw],2)ws]  (14)
(m —iza)
donde
A, = imS (15)
Ay () =72 (7 —iza)?
y
A_(lw],2) = vi[nSw|® — 12in°w|*z — 722502 — 242003

+36m% 2% (2 + |w|?a) — 127t w]?2? (3 + |w]?a)

+24im32% (1 + 3lw|?a)],

8Calculo realizado en el Software Mathematica
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esta tltima expresion puede ser reescrita como sigue:

A_(lw|,2) = 0i[242% (7 —iza)® — 367222 (1 — iza)” |w|?

—12i72 (7 — iza) |w|* + 70 |w]%]. (16)

La expresion (14) tiene la forma predicha anteriormente por nuestros argumentos

de simetria, ya que puede ser escrita como

2 lwl?a A w4+ A 4
¢ (w;2) = 7r7867 ey | |w\20 Qi +A_(Jwl, 2) | = wxF (w,2)

(17)

donde utilizamos las identidades w”/w* = w®/|w|?* y w3/wx = w*/|w[?. De

esta forma

2 2
lwl?a [ A A
F(w,z) = Wise*m 2t 08+ 0 (2)

Y4 A 1

Reconocemos inmediatamente que F' (w, z) posee invarianza Cjy, por lo tanto
¢ (ew; z) = ¢ '¢ (w; 2) donde € = ¢™/? es una rotacion elementaria de cuarto
orden. Luego, como se esperaba, la solucion preserva el pseudomomento angular

m= —1.

Estamos interesados en la naturaleza de las trayectorias seguidas por las singu-
laridades de fase. Ya que contamos con una expresiéon analitica para la propa-
gacion del campo, podemos obtener una clara visién acerca de su dindmica.
Por definicién, las singularidades de fase estan dadas por los ceros de la funcién

compleja ¢, esto es, por todos los w que cumplan ¢ (w;z) = 0. A partir de la
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expresion (17) encontramos que hay dos tipos de singularidades: (i) aquellas en

las que wx = 0 y (ii) aquellas que verifican que F' (w,z) = 0.

Las ultimas conrresponden a un vértice éptico de carga ¢ = —1 localizado en el

origen.

Este hecho se deduce naturalmente si estudiamos el comportamiento del campo
de propagacion cerca del origen (Jw| — 0) en el desarrollo de ¢ (w, z) en serie de

Taylor alrededor del punto w = 0:

b ) = 01— O (w)? (19)

(m —iza)

este es un resultado muy interesante. Muestra analiticamente que para todos
los valores de z, el campo dptico se puede aproximar a una singularidad de
fase cerca del origen llevando carga topolégica ¢ = m, esto es, ¢ ~ —v re'™?
(en este caso, m = —1). Por otro lado, se puede mostrar que la existencia de
esta singularidad es debido a un rompimiento de la simetria C; ya que su valor
asintético cerca del origen es proporcional al rompimiento de la simetria del

parametro v;. Notar que si v; = 0, entonces A_ = 0 y la expansion asintética

para |w| — 0 en la Eq.14 es, en cambio

y luego la carga topolégica del vértice original ¢ = 3 puede ser preservado.

El dltimo tipo de singularidad de fase es mas engorroso de analizar ya que
implica el andlisis de raices complejas de la ecuacion no lineal F (w,z) = 0, la

cual, de acuerdo a la definicion (18) es equivalente a

Ayw® + Ag (2) w + JwP A (fw],2) =0 (20)
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Para hacer el célculo méas claro, vamos a asumir que dos de los parametros
que controlan el rompimiento de simetria vy y v; son del mismo orden: vy =
Av 'y vy = v, donde A ~ 1. Esto es, de hecho, el caso mas comin. En tal
caso, de acuerdo a la definicién previa, A, y A_son del mismo orden, méas
especificamente Ay = O (v) y A_ = O (v). Si vamos al limite v — 0, obtenemos

a partir de la Eq.20 que Ag (2) w*

— 0 y, consecuentemente, w — 0. Luego,
w = w (v) es una funcién de v verificando que w (v) "3° 0. Consecuentemente,
en el régimen v < 1 es también cierto que |w| < 1. Sianalizamos la Eq.(20) y las
expresiones (15) y (16) vemos que el primer término de la Eq.(20) es O (v|w|®)
mientras que el tercero contiene términos del orden v|w|?, v|w|*, v|w|® y v|wl|®.
La primera contribucién distinta de cero en la Eq.(20) debido al rompimiento de

simetria cuando |w < 1| (o equivalentemente, cuando v < 1), es, por lo tanto,

el término O(vw?):

Ap (z)w* — 242%0 (7 —iza)® |w]? = O (v|w|4) . (21)

Luego
2473
wh zZ°v | |2

~ m = vp (2) [w]*. (22)

El objeto matematico méas simple de calcular es ahora |w|. Esto se hace sim-

plemente tomando el médulo de la expresion anterior y dividiendo por |wl|?.

Obtenemos
2423
2
w(z) | =vp(?)| =rv———= 23
W) P =) = v (23)
Esta ecuacién muestra que O (|w|?) = O (v). Nuestra ecuacién aproximada

para w (21) es entonces vélida para 6rdenes mayores a v®. La ecuacion anterior
provee la evolucién de la coordenada radial de las singularidades de fase que se

encuentran fuera del eje de simetria. Sabiendo que |w(z)|? = z2(2) + y2(z) =
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r2(z), entonces el radio de la trayectoria de la singularidad de fase estd dada

por:
24v 23/2

T (72 4 22a2)1/4

r(z) = (24)
Para encontrar la fase de w, escribimos w y p en su forma compleja considerando

el modulo de la forma compleja, esto es, w = |w|e? y p = |p|e?”

lw|* € = v|p| e |w|® = |w|? e’ = v|p|e = 0 =T = 40 = 5

donde hemos utlizado el hecho que |w|* = v |[p|, como se probo en la Eq. (23).
Luego, la evolucién de las coordenadas polares de las singularidades de fase
estan descritas por la fase de p(z). Por la definiciéon de p(z) en la Eq. (22),

encontramos facilmente una expresion para la fase: tany = za/7, luego

1
0(z) = 1 arctan (?) + kg (25)

luego de observar la Eq. (23), notamos que al asumir |w| < 1 , no se puede
mantener cuando z > 1. En este sentido, la validez de la expresion anterior
esta restringida para valores de z tales que la condicién |w| < 1 se mantiene
valida. Por esta razon, cuando w(z) es una funciéon monotonamente decreciente
de z, es conveniente definir la distancia critica z. como aquella que cumpla con
la condicion |w(z.)| ~ 1. Esta cantidad permite caracterizar cualitativamente
los dos regimenes definidos por valores pequefios o grandes de |w| dada por
la condicién de distancia z < z. y z > z. respectivamente. Nuestro calculo
anterior corresponde al caso de distancia pequena z < z.. Podemos hacer una

estimacion del valor particular de z. fuera de la expresion (23):
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2423
v— e (26)

m2\/7? 4 2202
Resolviendo esta ecuacién para z. y manteniendo sélo el orden superior en tér-

minos de la expansién en v, obtenemos,

analizamos ahora el régimen z > z., en el cual |w| > 1, para ver que el com-
portamiento de la trayectoria de las singularidades de fase difieren cualitativa-
mente con respecto a la trayectorias del régimen de distacias cortas. Volvemos,
entonces, a la Eq. (20) y estudiamos el régimen asintotico de distancia larga

para las funciones Ag(z) y A_(|w], z). Primero que todo, reconocemos que la

dependencia en z esta siempre dada por la combinacion (m — iza) - —iza,
luego,
Ag(z) "R n224at (27)
y
A_(Jw|,z) *Z (—2403vi)2° (28)

Ya que Ay ~ 1, Ag y A_predominan para valores altos de z. El término O(z%)
en A_(z) puede ser depreciado con respecto al término dominante Ag(z) (que
también es O(z?)) tomando en cuenta que A_ ~ O(v) y Ay ~ O(1) asumiendo

v < 1. Luego, la Eq. (22) toma la siguiente forma para z > z,

4 24v2%i o
w' ~ —— |w|
Fte!

; (29)
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Tomando el médulo de esta ecuacién, obtenemos que

ol ~ 22 o 2221

w2 |a w2 ||

0, en términos de la coordenada polar radial,

r(z) = 26 ('”')1/2 = (30)

T\ Ze

para z > 2. y v < 1. La ecuacién para la coordenada polar angular se obtiene

a partir de la Eq.(29) escribiendo w = |wl|e®:

2
] 610 — 242 |U||| 2 6im/2 oy (16 _ gin/2 (31)
™ (0%

lo que nos indica que la coordenada polar angular es z-independiente para z > z.

vy v < 1, igual que en régimen de distancias cortas.

™

0(2) 5

+kgkez (32)

Una vez que sabemos que el comportamiento asintético de la trayectoria es
lineal en z, i.e., w(z) ~ ze'™/8 nos podemos preguntar si es posible obtener una
expresion valida sin introducir la restricciéon v < 1. La respuesta es afirmativa.
Para probar ésto, sélo es necesario introducir el ansatz de distancias largas
w(z) = a(o,v)ze'™/® dentro de la ecuacion maestra Eq. (20) sin hacer ninguna
suposiciéon acerca de la forma funcional de a(«,v). Ya que estamos interesados

en la contribucién mayor para z > z., s6lo consideramos la contribucién de

26



mayor orden, la que es del orden z8. Luego obtenemos:

—ia’a [12a* v + 24va? — a®7°a(36v + )] =0

Lo que nos entrega una ecuacién de segundo orden para a2, obviando la solucién

trivial ¢ = 0. La solucion a esta acueciéon nos entrega dos raices:

36va + o + a/14402 + T2va2 + o
2472y

a2 =

Ya que r(z) = |w(z)| = |a| z, estamos solamente interesados en |a|. Luego

obtenemos dos posibles soluciones:

36va + a3 + av14402 4+ 72002 + ot
lax| = (33)

2472y

Es facil chequear que todas las derivadas de |a| con respecto a v se desvanecen
cuando v = 0. Esto indica que |a4| no es analitica en z = 0. Este resultado es,
de alguna manera, esperado, ya que hemos visto que r(z) ~ /vz para pequenos
valores de v. De hecho, si uno asume una dependencia no analitica del tipo
lax| = A+vP* cuando v < 1, se puede encontrar el valor de la exponente sola-
mente utilizando la identidad S+ = lim,_,q v% In |ay|. Aplicando esta identidad

a la Eq. (33), obtenemos:

2

B li ta F
= 11m =
=T 0502440 + 12002 ok 2

Esto significa un comportamiento no analitico diferente para las dos soluciones
cuando v < 1: |ay| ~ 1/3y/v y la—| ~ /v. Este tltimo término corresponde a

la solucién previamente encontrada para v < 1. Luego, la generalizacién de la
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Eq. (30) para la coordenada radial esta dada por la siguiente solucién asintotica
z > z.vélida para todos los valores del coeficiente de rompimiento de simetria

v:

\/36va + a3 — av/14402 + 72002 + ot
r(z) = z

2472y

para z > z.. Por la construccién del ansatz para distancias largas, este resultado

es compatible con la fase asintotica dada por la Eq. (32).

3.7 Ecuaciéon de movimiento para las singularidades de
fase en el espacio libre después del rompimiento de la

simetria rotacional

Nuestros resultados previos muestran que la dindmica de las singularidades de
fase no son triviales cerca del plano donde se localiza el elemento difractivo que
rompe la simetria. Las trayectorias son lineas rectas sélo lejos del elemento

difractivo como se muestra en la Fig. (1).

Figure 1: Trayectorias de las singularidades de fase luego de atravesar el ele-
mento difractivo

Este es un efecto sorprendente ya que las trayectorias rectas deberian aparecer
como propagacion en el espacio libre en ausencia de no linealidades, como éste
es el caso. Como sea, esta propiedad se alcanza so6lo asintéticamente en el
campo lejano. Como veremos luego, en el campo cercano, las singularidades de

fase se comportan como particulas eperimentando fuerzas no triviales a pesar
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de no haber presencia de potenciales y no linealidades. De alguna forma, las
singularidades de fase mantienen una memoria efectiva de la presencia previa
del elemento difractivo. Esta memoria desaparece en el campo lejano, donde las

fuerzas efectivas que actian en las singularidades de fase, desaparecen.

Aprovechemos el hecho de tener expresiones analiticas para las trayectorias de
las singularidades de fase cerca del elemento difractivo. Es precisamente en esta
region donde observamos una dinamica intrigante. De acuerdo a las Eqgs. (24)
y (25), el comportamiento de la coordenada compleja w(z) = r(2) expi6(z) que

define la posiciéon de la singularidad de fase, puede escribirse como:

w(z) = k232 2 <« 1 (34)

Para obtener la expresion anterior, aproximamos las Egs. (24) y (25):

24v 23/2 21 (240 4
~ ~ /2 — 3/2
7(z) 72 (72 + 2202)1/4 \/ w2 = ke

2O~ ZQ
2o 24
™ ™

¥, ya que tan cuando z < 1,

21 1 az
z) & —— =Qz
4 7

donde k y Q son constantes dadas por (24v/73)'/? y a/(47), respectivamente.

Procedemos a derivar la ecuaciéon de movimiento asociada a la Eq. (34). Difer-

enciamos Eq. (34) con respecto a z:

w'(z) = (232 + m) w(z) (35)
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La segunda derivada de la Eq. (34) nos entrega la ecuacion de movimiento en

notacion compleja:

3 3iQ) )
w”(z) = <422 — - Qz> w(z) = (—QF +1iQ7) w(z) (36)
donde
V=02 - & y 02 = %

Luego, encontramos que las singularidades de fase, en efecto, experimentan
una fuerza del tipo no trivial. La Eq. (36) representa un tipo especial de
oscilador arménico donde la frecuencia es compleja y dependiente en z. Ya
que la frecuencia es compleja, no esperamos que el sistema sea conservativo.
Podemos probar ésto manipulando la Eq. (36) y su conjugada de la misma
forma que hariamos para establecer la conservacion de energia de un oscilador

armonico estandard. Primero, escribimos la conjugada de la Eq. (36):

w"*(z) = (—Qg + zQ%) w*(z) (37)

Luego, multiplicamos la Eq. (36) por w'* y la Eq. (37) por w’ y sumamos ambas

ecuaciones:

w'w™* +w'w”* = —QF (ww™ + w'w*) +i0F (ww™* — w'w*)

inmediatamente reconocemos que el lado izquierdo de esta ecuacién y el primer

término de la derecha son derivadas totales. El segundo término del lado dere-
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cho, no lo es. Luego,

d
— (w'w™ + Quw*) = iQ} (ww'™ — w'w*) = 29 lw|* Q2

dz

donde hemos utilizado la Eq. (35) y su conjugada para reescribir el lado derecho
de laecuacion anterior. Si definimos la energia del sistema de la misma forma

que se define la energia para un oscilador armoénico,

1 1
E = §w’w’* + iﬁgww*

entonces queda claro que 27 introduce ganancias en el sistema:

dE 3
— =Qw|* 0 =202 w|* >0 (38)
dz z
Como luego vamos a probar, la presencia de esta parte imaginaria, puede estar
relacionada con la presencia de algin torque externo produciendo rotaciones en

la singularidad de fase en la primera etapa de propagacion.

Para identificar apropiadamente la naturaleza de las fuerzas efectivas actuando
en la singularidad de fase y, consecuentemente, explicar la dinamica del proceso
de agrupacién de vortices de carga alta, necesitamos reescribir la ecuacion de
movimiento compleja (36) en coordenadas cartesianas. Luego, reescribirmos
w(z) = z(z) 4+ iy(z) en nuestra tltima ecuacion, encontrando las siguientes

expresiones:

2"(2) = Q3w (2) — Q3y(2)

y'(2) = —Qgy(2) + Qfa(2)
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la que podemos escribir de la siguiente forma vectorial,

7 2 2 0 1
r(2) = —Qpre(2) — r(z)
-1 0

donde 7; = (z,y).

construyamos el vector externo en 3D, A = (0,0,92%) de tal forma que si r =

(‘T>y72) =Ty +Zk

rxA= x Yy z ZQl(y,—x,O)

jan)}

(@)

®)
)

luego
(rxA), =R (y—2) = R r
-1 0

Entonces, la ecuacién de movimiento para la singularidad de fase puede ser
representada en 3D, aunque el movimiento esté restringido al vector transversal

plano r(z) = (z,y,0), es

r'(z) = —Qgr(z) — (r(2) x A) (39)

Vemos la presencia simultanea de una fuerza armonica efectiva y una fuerza
externa asociada con el torque.El hecho que esta tltima expresion esté asociada

al torque, se puede chequear calculando su efecto en el momento angular en la
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fase de la singularidad de fase L =r x r’:

AL d
M= = (rxr)=rxr’=-rx(rxA)= Ie]> A = (0,0, |r;|> Q2)

donde hemos utilizado la ecuacion de movimiento (39) en la cuarta igualdad. Ya
que el movimiento ocurre en el plano zy, sélo existe una variaciéon del momentum

angular en el eje z:

dL, 30
M. = :\rt|2§z§:|rt|27zoz<<1 (40)

Podemos chequear que la ecuacion de la energia encontrada previamente es, en

efecto, correcta. Solo necesitamos multiplicar la Eq. (39) por r’ para obtener

r'r = -2 r—1r'-(rxA) = %dir’~r’+%di(93r-r) =A-(rxr’) = AL (41)
2 2

0, equivalentemente, tomando en cuenta que A = (0,0, Q%)

E
‘fl—z =AL=03L, =r? Q0% = 292 Ire|?

donde hemos tomado en cuenta el hecho que en coordenadas polares L, = 126’ =
Ir;|> Q. Esta expresion coincide exactamente con la Eq. (38) usando notacion

compleja, ya que |re* = 22 + 92 = |w|’.

Notemos que todos estos resultados se aplican - cuando rota apropiadamente - a
cualquiera de las cuatro singularidades moviéndose lejos del centro de simetria.
Esto se debe a la simetria de cuarto pliegues de nuestras coluciones y se refleja
en las cuatro soluciones diferentes que tenemos para la coordenada angular € en

la Eq. (25).
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3.8 Dinamica de las singularidades de fase en el espacio

libre luego del rompimiento de la simetria rotacional

En la seccién anterior, hemos derivado la ecuacién de movimiento que cumple
con las singularidades de fase justo después del rompimiento de la simetria rota-
cional discreta. Sabemos que el rompimiento de la simetria rotacional produce
que un vortice de gran carga se agrupe en una singularidad central de carga
topologica con pseudomomento angular m y una “onda” de N (N es el orden de
simetria del elementro difractivo) cargas de singularidades de fase individuales
que se asemejan al de particulas alejandose del eje de simetria. La dindmica de
estas singularidades de fase comportdndose como particulas, esta descrita en la
ecuacion de movimiento (39) (en el caso que N = 4). Esta ecuacién nos muestra
que, a pesar que la funcién de onda describe la propagacion de la luz libre y
lineal, la agrupacion de singularidades de fase no se mueven como particulas
libres. De hecho, justo después de la accion del elemento difractivo, aquellas
experimentan dos tipos de fuerzas, como se muestra en el lado derecho de la Eq.

(39) (considerando que la singularidad corresponde a una particula de masa

m=1):
1. Una fuerza arménica repulsiva dada por Fj, = —Q3r(2).
2. Una fuerza rotacional F,, = —(r(z) x A), generando un torque M = |r|* A.

3.8.1 Fuerza armodnica

Esta fuerza es crucial por ser la responsable de la disociacion de la carga inicial
del vortice 6ptico de carga ¢ = 3, en una sigularidad central de carga ¢ = m =

—1 y cuatro vortices de carga ¢ = 1. Si tenfamos una interaccién atractiva,
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entonces los cuatro vortices se mantendran en la posicién del centro de simetria,
ya que tanto la posiciéon como la velocidad es son cero: r,(0) =0y r;(0) = 0.
Como sea, la interaccién es repulsiva, ya que Q2 = Q2 — & <0siz<1. Sin
embargo, una interaccién armonica repulsiva no es suficiente para garantizar el
movimiento de las singularidades rotas lejos del origen, ya que su posicién y
velocidad son cero en z = 0. Se mantendran en esa posiciéon en una situaciéon
de equilibrio inestable mientras la fuerza que actie sobre ellas sea cero. Se
necesita de algo mas para gatillar el movimiento expansivo de las singularidades
generadas. El mecanismo es la existencia de una fuerza distinta de cero en el
origen de referencia z = 0:

3 1 1 2
= (2= 5o~ 5= e

Si analizamos la forma del potencial armoénico para pequenos valores de z, vemos

a partir de la Eq. (41) que:
1 2 3 2

Lo que indica la presencia de un potencial singular repulsivo en z = 0. La cur-
vatura del potencial cuadratico es, entonces, infinito y negativo (repulsivo) justo
después del rompimiento de la simetria, luego la fuerza de las singularidades es
diferente de cero cuando se localizan en el origen, i.e., cuando z = 0. Esta es la
razén de por qué las singularidades se alejan del centro de simetria. El hecho
que el potencial y la fuerza sean singulares en z = 0, no produce ninguna pa-
tologia en la posicién y la velocidad de las singularidades cuando z = 0. Esto se

debe a que si la aceleracion tiene la forma r”/(z) ~ 1/4/z, su primera y segunda
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integral tienen la forma:

(z) ~/z+C y r(z) =232 + '

lo que significa que son cantidades finitas en z = 0 y compatibles con la condicién

inicial '(0) = 0 y 7(0) = 0 (considerando C = C’ = 0).

3.8.2 Torque

El primer efecto dindmico de las singularidades que escapan es la presencia
de una fuerza armonica repulsiva. El torque descrito en la Eq. (40) es cero

z—0 . - ., e ..
2 727 0 en la medida que la condicién inicial

cuando z = 0, ya que M, ~ r
para la singularidad de fase sea 7(0) = 0. Luego, s6lo cuando las singularidades
comienzan a moverse hacia afuera, lo que significa cuando r # 0, comienzan a

sentir un torque externo.
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4 Conclusion

La dinamica de las singularidades de fase luego de atravesar el medio difractivo
con simetria rotacional discreta y entrar al segundo medio homogéneo, esta
caracterizada por la accién de dos fuerzas: la fuerza armoénica y el torque. Cada
uno de ellos definird la dindmica de las singularidades de fase y por lo tanto
su comportamiento debido a la presencia del elemento difractivo. Luego, la
variacion del elemento difractivo, sera el responsable de una dinamica diferente

de las singularidades de fase obtenidas.

En efecto, la agrupacion de las singularidades de fase se puede preveer primero,
por la accion del rompimiento de la simetria debido al elemento difractivo, el
que introduce una fuerza instantanea que produce N = 4 singularidades de fase
fuera del vortice original; a medida que las singularidades de fase comienzan
a moverse, adquieren un momento angular debido a la presencia del torque

externo M, = > 0, el que genera un movimiento rotacional (en una

r232

4
primera etapa, de velocidad angular fija Q) en cada una de las singularidades
de fase formadas. Sin embargo, esta rotaciéon no contintia todo el tiempo, pues

sabemos que asintéticamente, i.e., para z > 1, la coordenada angular polar,

tiende a un valor fijo 0 ~ 7/8.

Este comportamiento puede ser utilizado para el modelado y simulacién de es-
tructuras multi-vortice sintonizables mediante los mencionados elementos difrac-
tivos discretos con el objeto de establecer un esquema de control de iluminacién
de sistemas de manipulacién de microparticulas mediante pinzas Opticas que
pueda resultar alternativo o complementario de los existentes. Se deja planteado
este ultimo aspecto para una segunda parte o continuacion del trabajo aqui men-

cionado.
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