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Resumen

En la presente tesis se revela la presencia de una supersimetria escondida en
diversos modelos bien conocidos en mecanica cuantica no relativista sin grados de
libertad de tipo fermidnico. Se estudian las caracteristicas de esta supersimetria
escondida y el significado del punto de vista fisico de las integrales de movimiento
asociadas a la estructura supersimétrica. Luego se introducen grados de libertad de
tipo spin y se demuestra que la supersimetria se extiende y generaliza dando lugar
a un nuevo tipo de supersimetria denominada tri-supersimetria, la cual refleja y
explica coherentemente las propiedades del sistema asociado. Se analiza también el
origen y naturaleza de la supersimetria escondida del punto de vista de la reduccién

dimensional y el efecto de Aharonov-Bohm.
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Capitulo 1
Introduccion

Supersimetria nacié originalmente como una simetria que relaciona bosones y
fermiones. Dado que los bosones son las particulas mediadoras de la interaccién
mientras que los fermiones son los constituyentes de la materia, es natural que surga
la pregunta si existe una simetria que unifica materia y radiaciéon. En este senti-
do fue introducida la supersimetria en la década de los 70 [I]; en la busqueda de
una unificacion no trivial entre simetrias del espacio tiempo y simetrias internas en
teorias cuanticas de campos relativistas. Como un simetria fundamental, supersi-
metria proporcionaria un mecanismo natural para la unificacién de gravedad con
electromagnetismo e interacciones fuertes y débiles, aunque atn sigue esperando una
confirmacién experimental la cual podria tener una avance importante en dependen-
cia de los resultados del Large Hadron Collider (LHC). Pero por otro lado, en los
anos 80 se predijo que en fisica nuclear pueden existir efectos de supersimetria [2]
como una simetria dinamica, relacionando propiedades de algunos nucleos bosonicos
y fermidnicos. Aunque la prediccion no corresponde en forma completa a lo que se
pensd inicialmente como supersimetria, existen confirmaciones experimentales de la
realizacién de este tipo de supersimetrias en nicleos dtomicos [3.

Investigando el rompimiento de la supersimetria en el nivel de teorias de cam-
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pos [, como un modelo de juguete nacié la mecénica cudntica supersimétrica, la
cual se ha transformado actualmente en una linea independiente de investigacién, es-
timulando nuevos enfoques y métodos en diversas areas de fisica como fisica atomica,
fisica nuclear, materia condensada y fisica estadistica [5]. La mecédnica cuantica super-
simétrica en su forma usual consta de un Hamiltoniano de Schrodinger con grados de
libertad fermidénicos (de tipo spin) el cual se puede interpretar como el Hamiltoniano
de la ecuacién de Pauli [B]. En la estructura supersimétrica existen dos elementos
claves; las supercargas y el operador de graduaciéon. El operador de graduacion cla-
sifica los operadores como operadores fermionicos o bosénicos en dependencia de sus
relaciones de (anti)conmutacién, como tambien clasifica los autoestados del Hamilto-
niano como estados tipo bosén o fermion segiin su autovalor. Las supercargas por su
parte son integrales de movimiento no triviales que producen las transformaciones de
supersimetria, intercambiando estados bosonicos por fermiénicos y viceversa. Am-
bos elementos en conjunto con el Hamiltoniano generan una superélgebra de Lie, la
cual refleja en su estructura las propiedades del espectro y la naturaleza del sistema.
Como una simetria real del sistema, ya en su forma usual, supersimetria nos otorga
herramientas y mecanismos para revelar las caracteristicas de los sistemas que la
poseen. Gracias a la supersimetria podemos construir el espectro de un sistema y
también encontrar nuevos modelos con propiedades similares al sistema inicial. Ca-
be mencionar que basicamente las propiedades matematicas detras de la mecanica
cuantica supersimétrica fuero estudiadas mucho tiempo atras por Euler, Darboux y
también al inicio de la mecénica cudntica, como por ejemplo Schrodinger.

Pero estas propiedades de la supersimetria no esta ajena a su caracter mismo de
simetria, se sabe que tanto a nivel cldsico como cuantico las simetrias estan detras
de las propiedades especiales de los sistemas. En ocasiones las simetrias aparecen
en una forma escondida como en el caso de rompimiento espontaneo de simetria
y pueden tener ademds un cardcter lineal o no lineal (en sentido algebraico). Las

simetrias también pueden ser tanto continuas como discretas, a ellas se les pueden
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asociar integrales de movimiento que las describen y también permiten clasificar
e identificar la naturaleza de los sistemas. Un ejemplo bien conocido en Fisica es
el modelo del atomo de Hidréogeno, analogo cudntico del problema de Kepler, en
donde la simetria escondida asociada con el vector de Laplace-Runge- Lenz subyace
la degeneracién del espectro [6] y explica la existencia de trayectorias cerradas para
el caso clasico.

La Fisica de bajas dimensiones posee peculiares propiedades, como por ejemplo,
la notable equivalencia entre fermiones y bosones en teorias de campos en 2D [1]
y una bosén-fermién o bosén-anyon transmutacién basado en el efecto Aharonov-
Bohm en sistemas planares [§]. Estas caracteristicas indican que la supersimetria
podria estar presente en una forma escondida en sistemas sin grados de libertad de
tipo spin o fermidnicos.

Efectivamente en la década anterior se observd la existencia de un nuevo tipo
de supersimetria; supersimetria bosonizada que, notablemente, tiene una naturaleza
muy distinta a la considerada inicialmente [], esta construida solamente por medio
de grados de libertad bosénicos [9,[10]. Esta construccién no trivial esta basada en
considerar el operador de reflexién o paridad como el operador de graduacion y un
Hamiltoniano de naturaleza no local que depende explicitamente del operador de re-
flexion. El concepto de no localidad viene de que en algunos sistemas el operador de
paridad puede representarse mediante una serie infinita de ciertos generadores, como
por ejemplo, del mismo Hamiltoniano de un sistema o su momento angular. Super-
simetria bosonizada fue discutida de una forma muy similar a la de supersimetria
usual con supercargas y Hamiltonianos no locales [T0,[I1] y también en un sistema
parabosénico [I2]. Es interesante estudiar entonces si es posible encontrar sistemas
que presenten este original tipo de supersimetrias pero con un Hamiltoniano local.
Cabe mencionar que este es uno de los enfoques principales de la tesis, sin embargo
fue demostrado que existen supersimetrias bosonizadas locales que salen exactamente

del sistema considerado en [I1] con una eleccién particular del potencial cuantico. En



Capitulo 1. Introduccion 7

adicion de esta supersimetria en sistemas puros bosénicos, existe una generalizacién
no lineal de la supersimetria usual [I3,[12], la cual se ha estudiado bajo diferentes
aspectos como anomalia cudntica, sistemas cuasi-exactamente solubles, superficies

de Riemann, simetria conforme entre otros [12,14} 15,16, 17,18, 19].

El objetivo de esta tesis es el estudio de supersimetrias escondidas en sistemas
de mecanica cuantica. Se demostré que sorprendentemente sistemas bien conocidos
y estudiados de mecanica cudntica presentan una supersimetria escondida, en ma-
nera diferente a la encontrada antes, aparece supersimetria bosonizada pero con un
Hamiltoniano local. Sin embargo, aunque su naturaleza sea distinta a la de la su-
persimetria usual, comparte muchas propiedades similares, existe un operador de
graduacion asociado por lo que existe una reinterpretacion de que cantidades son
consideradas como fermiones o bosones, lo cual no contradice completamente las pri-
meras nociones de supersimetria, bajo cierto criterio bosones y fermiones puede ser
diferentes caras de una misma moneda. En supersimetria bosonizada con un Hamil-
toniano local, también aparecen las supercargas, las cuales pueden ser de caracter
lineal o no lineal, diferencia que aparece en dependencia de la superalgebra de Lie
generada, en el caso de supersimetria no lineal en la superalgebra supersimétrica esta
constituida por ciertos polinomios del Hamiltoniano.

La supersimetria bosonizada contiene tanto integrales de movimientos triviales
como no triviales, que saca a la luz las principales propiedades de los sistemas es-
tudiados. Entre los sistemas que han sido estudiados en la tésis esta el efecto de
Aharonov-Bohm (AB) [20], problema que refleja propiedades puramente cuénticas
y ha sido estudiado extensamente en Fisica, tanto a nivel tedrico como en sus con-
firmaciones experimentales, mas ain este efecto ha sido 1til para otras tépicos de
diferente naturaleza, como por ejemplo anyones. Supersimetria bosonizada aparece
tanto para el modelo mas simple que representa el efecto AB; el problema de AB de

estados ligados [21], como también tiene lugar para el modelo 2D introducido origi-
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nalmente por Aharanov y Bohm, en donde fue posible aprender que la supersiemtria
bosonizada tiene una estricta relacion con la simetria conforme que presenta este mo-
delo descrita anteriormente en [22] (pero sin notar la presencia de esta supersimetria
escondida). Las simetrias y propiedades especiales que tienen ambos sistemas para
ciertos valores del flujo magnético estan intimamente relacionada con la estructura
de supersimetria escondida. Otro sistema simple, bien conocido en Fisica, es el sis-
tema descrito por el potencial de Dirac, tanto su version atractiva como repulsiva,
para el cual todas las caracteristicas de su espectro y del problema de scattering
estan codificadas en la estructura supersimétrica bosonizada escondida.

Bajo la investigacién de sistemas con supersimetria escondida se analizé la amplia
clase de sistemas finite-gap. Los sistemas finite-gap juegan un rol muy importante
en Fisica y aparecen en diversas areas [!. En el caso general de un sistema periédico
en mecéanica cudntica el espectro tiene un nimero infinito de zonas permitidas (ban-
das) y prohibidas (gaps) de energia, tal como en el caso bien conocido del modelo
de Kronig-Penney. Los sistemas finite-gap representan sistemas peridédicos con un
numero finito de bandas y gaps en el espectro, en particular, el sistema mas simple
no trivial 1-gap esta determinado tnicamente por medio del potencial de Lamé. El
potencial de Lamé tiene diferentes generalizaciones a sistemas de mas gaps, por lo
cual este modelo que ha sido usado extensamente en fisica. Cabe destacar que en
este potencial para valores especiales de su parametro de acoplamiento el sistema
se transforma en un sistema finite-gap, justamente para estos valores tiene lugar
la supersimetria escondida. En un sistema peridédico arbitrario a medida que crece
la energia los gaps van disminuyendo su tamano, de manera que cualquier sistema
con periodicidad puede ser aproximado mediante un sistemas finite-gap [23]. Pero

la importancia de los sistemas finite-gap no solo radica en este punto, ademas para

!Para mirar la lista en detalles de aplicaciones y referencias, nos referiremos a las secciones del

Capitulo 3.
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este tipo de sistemas es posible encontrar los estados fisicos y energias sin necesidad
de resolver ecuaciones trascendentales como en el caso de Kronig-Penney. De este
punto de vista los sistemas finite-gap juegan en fisica del estado sélido el mismo
rol que juega el dtomo de hidrégeno en fisica atomica. La supersimetria escondida
bosonizada permite estudiar los sistemas finite-gap de un nuevo punto de vista y
aprender de manera intuitiva y sencilla sus propiedades espectrales, por medio de
simetrias reales del sistema que se manifiestan como supercargas. Ademas por medio
de la supersimetria escondida bosonizada se logro resolver el problema de la existen-
cia de self-isospectralidad, que fue estudiado en diversas investigaciones en torno a
supersimetria usual, dando como resultado un conocimiento detallado de la estruc-
tura de bandas de los sistemas. En el limite de periodo infinito de sistemas finite-gap
la estructura de supersimetria escondida se mantiene. Los potenciales de este tipo
se conocen como reflectionless (su coeficiente de reflexion es igual a cero), un caso
particular de sistemas esta naturaleza es el sistema de Péschl-Teller (PT) hiperbdlico
el cual, entre sus numerosas apliaciones, aparece como ecuacion de estabilidad para
ecuaciones soliténicas en teorfas de campo de ¢* y sine-Gordon.

Supersimetria de naturaleza bosonica se ha encontrado en distintas clases de
sistemas tanto para Hamiltonianos de Schrodinger en una y dos dimensiones como
para el Hamiltoniano Bogoliubov-de Gennes en una dimension.

En vista de los resultados obtenidos surge naturalmente la siguiente pregunta,
., que sucede en este tipo de supersimetria bosonizada, si incluimos grados de li-
bertad de tipo fermidénico 7. Agregando una estructura de supersimetria usual a
la supersimtria escondida, es decir super-extendiendo el sistema, la estructura su-
persimétrica se enriquece dando lugar a nuevas integrales de movimiento que refle-
jan coherentemente las propiedades del nuevo sistema construido. En el estudio de
mecanica cuantica supersimétrica con supersimetria escondida bosonizada, la exten-
sion del sistema por medio de grados de libertad de tipo fermidnicos, permite la

eleccion de diferentes operadores de graduacion, donde cada uno de ellos clasifica en
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forma diferente los operadores tipo bosén y tipo fermién. Todo esta estructura se
denominé tri-supersimetria.

En la presente tesis también se estudié el significado de tri-supersimetria del
sistema Posch-Teller de un punto de vista diferente, con el objetivo de aprender
cual es el origen fisico de las integrales no triviales de movimiento. Para ello se
analizé una particula que se mueve en una cierta configuracién espacial basada en
el espacio AdS, y bajo la influencia del efecto AB. Asi es posible reducir el sistema
fijando el momento angular a un valor especifico, a exactamente el sistema cuantico
de PT y se observé que la integral no triviales provenientes de tri-supersiemtria
estan relacionadas con las isometrias del sistema 2D, en particular, con su grupo de
rotaciones y simetrias discretas.

Los aspectos mencionados anteriormente de la tesis estan basados en la investi-

gacion realizada en los siguientes trabajos

= “On hidden broken nonlinear superconformal symmetry of conformal mechanics
and nature of double nonlinear superconformal symmetry”, F. Correa, M. A. del

Olmo and M. S. Plyushchay, Phys. Lett. B 628, 157 (2005)

s “Hidden supersymmetry in quantum bosonic systems”, F. Correa and M. S. Pl-

yushchay, Annals Phys. 322, 2493 (2007)

= “Hidden nonlinear supersymmetry of finite-gap Lamé equation”, F. Correa,

L. M. Nieto and M. S. Plyushchay, Phys. Lett. B 644, 94 (2007)

» “Peculiarities of the hidden nonlinear supersymmetry of Poschl-Teller system
in the light of Lamé equation”, F. Correa and M. S. Plyushchay, J. Phys. A
40, 14403 (2007)

n “Hidden nonlinear su(2|2) superunitary symmetry of N = 2 superextended 1D
Dirac delta potential problem”, F. Correa, L. M. Nieto and M. S. Plyushchay,
Phys. Lett. B 659, 746 (2008)
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» “Self-isospectrality, special supersymmetry, and their effect on the band struc-
ture”, F. Correa, V. Jakubsky, L. M. Nieto and M. S. Plyushchay, Phys. Rev.
Lett. 101, 030403 (2008)

= “Finite-gap systems, tri-supersymmetry and self-isospectrality” , F. Correa, V. Ja-

kubsky and M. S. Plyushchay, J. Phys. A 41, 485303 (2008)

= “Aharonov-Bohm effect on AdSs and nonlinear supersymmetry of reflectionless
Péschl-Teller system”, F. Correa, V. Jakubsky and M. S. Plyushchay, Annals
Phys. 324, 1078 (2009)

» “The Bogoliubov/de Gennes system, the AKNS hierarchy, and nonlinear quan-
tum mechanical supersymmetry”, F. Correa, G. Dunne and M. S. Plyushchay,

Annals Phys. in press arXiv:0904.2768 [hep-th].

= “Hidden superconformal symmetry of spinless Aharonov-Bohm system” | F. Co-
rrea, H. Falomir, V. Jakubsky and M. S. Plyushchay, submitted to publication,
arXiv:0906.4055 [hep-th].

La organizacion de la tesis esta realizada de la siguiente forma. La Seccién 2
resume los aspectos generales de la supersimetria usual y no lineal, bajo la luz de
las transformaciones de Darboux para un Hamiltoniano de Schrodinger. La seccién
3 contiene los principales resultados sobre el estudio de supersimetria escondida bo-
sonizada, es decir, sin grados de libertad fermidnicos. Se discuten distintos sistemas,
sus generalizaciones, y diferentes tipos de supersimetrias bosonizadas, tanto lineal
como no lineal. Las secciones 3 y 4 corresponden a las super extensiones de sistemas
con supersimetrias bosonizadas mediante la adicién se grados de libertad fermionicos
(de spin), dando origen a la denominada tri-supersimetria. La seccién 6 esta dedicada
al analisis de la supersimetria bosonizada del sistema Poschl-Teller desde el punto
de vista de el efecto de Aharonov-Bohm para una particula no relativista sobre la

superficie AdS,.



Capitulo 2
Mecanica cuantica supersimétrica

En esta seccién discutiremos las principales propiedades de la mecanica cuantica
supersimétrica. En la literatura existen diversos reviews [B] acerca este tema que
cubren tanto su origen, como su relacién con teorias de campos y la clasificacion de
la gran mayoria de sistemas que presentan una supersimetria usual. Nuestro enfoque
sera un poco diferente; estara dirigido hacia comprender el significado de las trans-
formaciones de Darboux y Crum-Darboux [24,25,26] para la supersimetria usual y
no lineal, respectivamente. Es importante aprender las propiedades de estas transfor-
maciones para dilucidar la naturaleza de las supersimetrias bosonizadas en la Seccién
3, como también la tri-supersimetria de Secciones 4, 5 y 6. Las propiedades de los
operadores que conforman las transformaciones de Darboux y Crum-Darboux son
determinantes para las caracteristicas fisicas de los sistemas relacionados entre si. La
mecanica cuantica supersimétrica ha sido extensamente estudiada los ultimos anos,
con ella podemos clasificar distintos tipos de sistemas que aparecen en mecanica
cuantica, es posible encontrar el espectro de un sistema, construir sus autofuncio-
nes y producir sistemas de caracteristicas similares, mas especificamente, podemos

producir nuevos sistemas casi-isospectrales.

12
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2.1. Supersimetria usual y transformaciones de Dar-

boux

Consideremos un Hamiltoniano de Schrodinger

d2
H= i + u(x), (2.1)

y un autoestado 1, correspondiente a un autovalor fijo E,,

H’QD* == *¢*a (22)

donde u(z) es el potencial. En (2.1) se usaron las unidades h = 2m = 1 que se
consideraran de aqui en adelante.

Por el momento no asumimos ninguna condicién de regularidad para 1,. Este
estado puede ser un autoestado fisico o bien una solucién no fisica de (2.1)), con un
nivel de energia fisico F, para el primer caso o simplemente un autovalor no fisico
E, en el otro caso.

Una transformacién de Darboux [24] es generada por un operador diferencial de

primer orden

d
Ap:£rwm¢y, (2.3)
que aniquila el autoestado 1,
A1, =0 (2.4)
y relaciona H con un nuevo Hamiltoniano
~ d2 d2
H = —o3 + u(x), u(z) = u(zr) — 2@ In vy, (2.5)

por medio de una relacion conocida como relaciéon de intertwining
A H = HA,. (2.6)

De esta manera, en ambos Hamiltonianos para un mismo valor arbitrario de

energia F se cumple

Hyp = EYg, Hyp = Eipg, (2.7)
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R T U
/7E—E* 1¥VE, E — liE—E*

Las relaciones (2.7), (2.8) tienen la simetria H « H, Y5 < Up, A — Al. Esta si-

Vg = Al . (2.8)

metria refleja la propiedad de la transformacion adjunta que corresponde a la relacién
de intertwining

AlH = HA! (2.9)

generada por el operador AI, que aniquila el estado 1;* = 1/, AJ{'(Z* = 0 y actia
en la direccién opuesta a (2.4) relacionando H con H. Asi, podemos observar que
las férmulas (2.8) no son validas para E = E, en vista de (2.4) y Al = 0. Es
sencillo ver que ambos Hamiltonianos pueden ser representados en términos de los

operadores A; y AI,
H=A'A\+E, H=AA+E,. (2.10)

Usualmente la transformacion de Darboux es elegida de una manera tal, que
aniquile un estado base fisico sin nodos (en ocasiones solo es necesario requerir que
no existan nodos en el intervalo del periodo de el sistema), ¥y con energia Ey. En este
caso los potenciales u(z) y @(z) son ambos suaves y regulares, en el caso contrario si
1 tiene nodos dentro del intervalo de su periodo, entonces el nuevo potencial sera un
potencial con singularidades dentro del intervalo mencionado .

En un caso no-periddico, el estado base fisico sin nodos 1y desaparece en los
extremos de un intervalo (posiblemente infinito). Como consecuencia no hay una
pareja fisica de este estado con la misma energia en el espectro de H. De hecho,
el estado 9y = 1 /1o aniquilado por AI es divergente en el infinito y por lo tanto

no es fisico. En en este caso ambos sistemas son casi isospectrales, el espectro es

IDe todas maneras, transformaciones de Darboux generadas con estados con nodos también

encuentran algunas aplicaciones [B].
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exactamente el mismo excepto el nivel de energia Fy, que esta ausente del espectro

de H como lo representa la Fig. (2.1).

E B
B | —K 3
By | — M
B, | —
Ey | ——

H H

Figura 2.1: Transformacién de Darboux generada por un estado base sin nodos de natu-
raleza no periddica. La energia Ej esta ausente del espectro de H. Las flechas indican las

direcciones en que actuan las transformaciones de Darboux.

Desde el punto de vista de la relacién de intertwining adjunta (2.9), la trans-
formacién desde H a H es generada por el operador AI asociada con un estado
Yo =1 /Yo que corresponde al estado no fisico de H con autovalor Ey. Por otro lado

en correspondencia con (2.8), para E' = E, se mantienen las relaciones
1o = Alio, o =1/ = Ao (2.11)

donde
1 X X
o = —%/ ¢§(a:)dx, Ny = wo/ %_20[33 (2.12)

son soluciones no fisicas, no normalizables de las ecuaciones

Hno = Eono, Hijo = Eqfo. (2.13)
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En el caso periddico con un potencial suave, una transformacién de Darboux dada
por un estado fisico sin nodos, permite la existencia de un estado fisico con la misma
energia v de la misma naturaleza en el espectro de H y por lo tanto los sistemas
son isospectrales como lo ilustra la Fig (2.2). En el Capitulo B profundizaremos
en este tema, mostrando que ciertos sistemas isospectrales relacionados por una
transformacion de Darboux pueden tener una pareja de potenciales con la misma
forma, pero desplazado uno con respecto al otro. Este concepto, introducido por

Dunne y Feinberg [27], se conoce como self-isospectralidad.

E A

By | —€__ _3—
:

E, =

ks

Ey

H H

Figura 2.2: Transformacién de Darboux generada por un estado base sin nodos de natu-
raleza periddica. Las flechas indican las direcciones en que actuan las transformaciones de

Darboux.

La relacién entre las transformaciones de Darboux y la mecéanica cuantica super-
simétrica es directa. Los Hamiltonianos H y H desplazados por la constante F, son

conocidos entre si como Hamiltonianos super-pareja y forman un sistema superex-
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tendido descrito por el Hamiltoniano matricial

H, 0
H=| " , (2.14)
0 H_
donde

d2
H =H-FE =——5+ W2(z) — W'(z), (2.15)

~ d?
Hi=H-FE =——5+ W2(z) + W' (x), (2.16)

y W(z) es conocido como el superpotencial,

W(z) = —%lmp*. (2.17)

Asi, los operadores de primer orden A; y AI escritos en términos del superpotencial
adquieren la foma que usualmente se usa en la literatura

d p o d

Con las transformaciones de Darboux (2.18), estan asociados dos operadores di-

ferenciales lineales en forma de matrices hermiticas

0 A ,
Q1= t ) Q2 =103 (2.19)
de manera que las relaciones de intertwining (2.6) y (2.9) toman la forma de le-

yes de conservacién para las supercargas @, [Qq., H] = 0, a = 1,2. Junto con el

Hamiltoniano (2.14) las supercargas generan la superalgebra lineal N = 2

[Qa; "] =0, {Qu, Qp} = 20aH. (2.20)

La matriz diagonal de Pauli o3 aca juega el rol de operador de graduacién Zy que
clasifica el Hamiltoniano como un operador bosénico |03, H] = 0 mientras que las
supercargas como operadores fermionicos {03, @, } = 0. En general, dado un operador

de graduacién arbitrario I' se cumple que
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[B,T] =0 para un operador B tipo bosén
{F,T'} =0 para un operador F tipo fermién

Notablemente, como observaremos a lo largo de esta tésis, la eleccion del operador
de graduacién en ocasiones no es unica.

En un caso no periddico, si ¥, o 1/1, son normalizables, existe un estado fisico de
dos componentes que es aniquilado por ambas supercargas el cual es el estado base de
energia cero para uno de los subsistema super-pareja. Este estado es invariante bajo
las transformaciones de supersimetria correspondientes generadas por @), y por lo
tanto tenemos el caso de supersimetria exacta, no rota, que presenta un espectro como
la Fig. (2.1). Los dubletes supersimétricos de estados correspondientes a energias
positivas son mutuamente transformados por supercargas (), en correspondencia con
(2.8). En el caso si ambos 1, y 1/, son no fisicos, todos los estados supersimétricos
del sistema (2.14)) estan organizados en dubletes supersimétricos , incluyendo los de
estados de energia mas baja que tiene valor positivo distinto de cero. Este cuadro
corresponde a supersimetria rota, la cual describe un par de sistemas super-pareja
completamente isospectrales, como en la Fig (2.2) donde Ey # 0.

En el caso de un sistema periddico cudntico, con un potencial suave en cierto
intervalo, el sistema supersimétrico (2.14) construido sobre la base de la transforma-
ciéon de Darboux con un estado singlete sin nodos W, estard caracterizado por un
estado dublete con energfa cero, dado por las columnas (0, ¥g)" y (1/¥g,0)". Ambos
estados estan aniquilados por las supercargas (), y la supersimetria N = 2 es no
rota. Aca la pareja de super-sistemas son completamente isospectrales como en el

caso no-periédico con supersimetria rota ilustrado en la Fig. (2.2) con Ey = 0.
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2.2. Supersimetria no lineal y transformaciones de

Crum-Darboux

Sistemas (casi) isospectrales pueden estar relacionados también por operadores
diferenciales de orden superior, que corresponde a la situacion descrita por la gene-
ralizacién de las transformaciones de Darboux realizada por Crum [25].

Consideremos un operador diferencial A,, de orden n,

dw
2.21
A, dxn+z (2.21)

que aniquila un espacio V' generado por n autoestados del Hamiltoniano H, V =

span {11, ..., ¥,}, los cuales no tiene que ser obligatoriamente estados fisicos,
Ay =0 i=1,..,n. (2.22)

Los coeficientes c , 7 = 1...n estan determinados por las autofunciones de H, ;.
Por ejemplo, el coeficiente ci'(z) se puede escribir como el Wronskiano de las n

funciones v; [26],
d

c’f(x) =— InW(tr,...,0,), (2.23)
donde
&'
W(¢1,...,¢n):W:detB, Bi’j:W’ i,j,zl,...,n. (224)

En el caso general, la forma de los coeficientes viene dado por

W; .
cMz) = _WJ’ i=1,...,n, (2.25)
donde W; es el determinante de la matriz B modificada reemplazando la linea
§"‘”, ) por ¢§"), ., ™ . En esta notacién, W, = W. Para ver maés

propiedades de estos operadores, son ttiles las Refs. [26], [2§].
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En analogia con las transformaciones de Darboux, para Crum-Darboux se cum-

plen las siguientes relaciones

AH = HA,, (2.26)
H=H+2(cY = H-=2W@,... )" (2.27)

En general, los espectros de H y H son casi idénticos, o casi isospectrales, su
espectro puede diferir en n o menos autovalores fisicos y depende de las funciones
1; escogidas para generar la transformacién de Crum-Darboux, como muestra el

ejemplo de la Fig. (2.3).

E Ay
By | —€__ 33—
i
B, A2
Ey
Eo

H H

Figura 2.3: Transformacién de Crum-Darboux de segundo orden, en donde el espectro de
H difiere en dos estados en comparacion a H. Las flechas indican las direcciones en que

actuan las transformaciones de Crum-Darboux.

Consecuentemente para un sistema cuantico descrito por H, uno puede obtener
varias parejas de Hamiltonianos H, escogiendo diferentes conjuntos de autoestados
Y1, ...,%,. Sin embargo si queremos obtener una pareja de Hamiltonianos con las
mismas propiedades de regularidad, es necesario elegir los autoestados en una manera

especial, que discutiremos en el capitulo (5). En el caso de una transformacién de
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Darboux (n = 1), el Wronskiano W de una funcién es la funcién misma y (2.26) se
reduce a una relacién de intertwining usual de supersimetria estdndar (2.6).

Las transformaciones de Crum-Darboux pueden factorizarse en términos de una
cadena consecutiva de transformaciones de primer orden de Darboux, o bien en
transformaciones de segundo orden, [29]. Por lo que operador A,, puede ser factori-
zado en términos de operadores diferenciales de primer orden. Una representacién

del operador en forma factorizada [2§]

A, = (-1)" Wha i Wi i i W12 i%
" Wy_1 de W W, o dz " dz WoWy dz W,

(2.28)

que es equivalente a

d .
Oéj, Oéj = —1In WJ

N dx Wj_1’

d

i=1.....n. (2.29
o j=1...,n (2.29)

El operador puede ser expresado también mediante el determinante

(G} Yoo e Py 1
Y A
Ay =Wy, 4y, : : KR : : , (2.30)
(n) (n) . (n) ar
1 2 n dxm
donde el factor multiplicativo fija el coeficiente de ;i—nn igual a uno. Aca, el de-

terminante de el operador matricial (n + 1) x (n + 1) es definido como det C' =
ZUGG”H sgn(0)Co1),1Cs2)2 - - - Co(nt1)mt1, donde Gp4q es el conjunto de todas las
permutaciones posibles de los enteros {1,...,n + 1}.

Como generalizacién de los operadores de primer orden, A, y Al producen re-
laciones de la forma (2.8) para energias E # E;, i = 1,...,n. Si el potencial de H
es un potencial suave y el Wronskiano de los estados que son modo ceros que A, es
una funcién sin nodos, entonces el potencial de H es también un potencial suave. El

operador A,, puede ser usado en la reconstruccién de los autoestados @E de H que
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corresponden a los autoestados ¥ # v; de H con el mismo autovalor,

Hy = Ey, Hy=FEy, =Au. (2.31)

Estas autofunciones ¢ pueden ser representadas como

T _W(w1>“'>¢n>¢)
L T T

(2.32)

Este precepto falla en la reconstruccion de los estados 1@, el cual corresponde al
estado de misma energia que v;, H 1@ = Eﬂﬁi, Hv; = E;;, donde 1); esta aniquilada
por A, . Las autofunciones @ZZ-, aniquiladas por Al estan dadas por

1;, — W(wb ">szia '-awna)
' W(wbawn) 7

w

i=1,..,n, Ald; =0, (2.33)

donde el lugar bajo el simbolo esta omitido.

Para n > 1, la ecuacién (2.26) esta detras de un generalizacién de orden supe-
rior (no lineal) de la mecédnica cuantica supersimétrica [I3L[12,T4]. Para revelar su
estructura construimos nuevamente un super Hamiltoniano matricial de la forma

H 0
H = , (2.34)
0 H

y como generalizacién a las supercargas (2.19) ahora tenemos

0 A, ,
Ql = s QQ = ’LUng. (2.35)
A0
Nuevamente a las relaciones de intertwining (2.26) es posible interpretarlas como

relaciones de conmutacién de las supercargas y el Hamiltoniano, por lo que las ambas

supercargas son cantidades conservadas

[Qa,H] =0, a=1,2. (2.36)
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Las supercargas (2.35) y el Hamiltoniano (2.34) generan ahora una superalgebra

no lineal N = 2
[Qa, H] =0, {Qa, Qv} = 200 Pn(H). (2.37)

donde P, (H) es un polinomio del Hamiltoniano de orden n de la forma

n

P.(H) = []J(E - E)). (2.38)

i=0
Este caso conocido como supersimetria no lineal, tiene una naturaleza similar al caso
lineal, las supercargas (2.35), operadores matriciales antidiagonales, anticonmutan
con o3 {03,Q,} = 0 siendo identificados como operadores fermiénicos mientras que

el Hamiltoniano es un operador bosénico, [o3, H| = 0.

2.3. Discusion

En este capitulo introducimos las nociones basicas de la supersimetria usual en su
forma lineal y no lineal. Cabe destacar que este tipo de supersimetrias estdn basadas
en las transformaciones de Darboux y Crum-Darboux, por lo tanto estan asociadas
con una pareja de Hamiltonianos que componen el Hamiltoniano extendido H. Como
veremos en el préximo capitulo, existen sistemas que presentan una supersimetria
para un Hamiltoniano de forma independiente, es decir, sin relacionar necesariamente
un sistema superpareja por medio de este tipo de transformaciones. Esta es la idea

esencial, con otras palabras, de la supersimetria bosonizada.



Capitulo 3
Supersimetria bosonizada

En esta seccién estudiaremos distintos tipos de sistemas que presentan supersi-
metria escondida sin grados de libertad fermiénicos. El primer ejemplo que analiza-
remos es el efecto Aharonov-Bohm para una particula confinada en un circulo. Como
veremos la supersimetria aparece solamente para valores especiales del flujo magnéti-
co [30] . La supersimetria escondida bosonizada también tiene lugar en el problema de
AB en todo el plano [31] la cual serd discutida también en este capitulo. El siguiente
sistema estudiado es de una particula en el eje real bajo la influencia del potencial
delta de Dirac, tanto en su versién atractiva como repulsiva. Acéa la supersimetria es-
condida también es de naturaleza lineal y no local y con ella es posible no solamente
comprender el espectro del sistema sino también sacar informacion del problema de
scattering [30]. A continuacién se estudiara el potencial Poschl-Teller [30] y su gene-
ralizacién periddica conocida como el potencial de Lamé [32] bajo la perspectiva de
supersimetria escondida bosonizada no lineal. El anélisis de estos sistemas permite
encontrar nuevos sistemas que tienen una supersimetria no lineal pero de naturaleza
ficticia [33,34] . Esta supersimetria aparece para valores especiales de los pardmetros
de los potenciales, valores tales que transforman los sistemas a sistemas finite-gap.

Finalmente se mostrara que en el caso general de un potencial finite-gap con poten-

24
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cial par, tiene dicha supersimetria escondida, en donde el operador de graduacion es
el operador de reflexién y la no linealidad del sistema dependera del numero de esta-
dos con energias no degeneradas [35,36]. La supersimetria no lineal esta intimamente

relacionada con la jerarquia de ecuaciones no lineales Korteweg-de Vries.

3.1. Efecto Aharonov-Bohm de estados ligados

El efecto de Aharonov-Bohm (AB) fue descubierto tedéricamente cincuenta anos
atras [20]. Desde ese entonces se han encontrado varias confirmaciones experimentales
[37] y se ha transformado en uno de los problemas més estudiados en fisica planar
[38,39,40,4T], para un buen review sobre este tépico nos referiremos a [21].

Como primer ejemplo de supersimetria escondida bosonizada, consideremos una
particula libre confinada a moverse en un circulo de radio unidad, luego pasare-

mos al efecto AB de estados ligados. La particula en el circulo esta descrita por el

Hamiltoniano
d2
H=—-—, 3.1
= (31)
donde ¢ es una variable angular 0 < ¢ < 27.
Las autofunciones 27-periédicas del momentum angular p, = —i%,
i) =€, peh =, (3.2)
[ =0,%£1,..., nos entregan una base completa del espacio de Hilbert de estados y
resuelven el problema espectral
Hyy = Epp, E =12 (3.3)

Todos los niveles de energias son positivos y doblemente degenerados, excepto el
nivel Fy = 0 del estado base singlete. Tal propiedad es tipica de un sistema de
mecénica cudntica que tiene supersimetria N = 2 no rota. Aunque el sistema (3.1]) no

tiene grados de libertad fermionicos, es posible revelar en él una completa estructura
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supersimétrica identificando una reflexién, Ri(¢) = ¥(—¢), como el operador de

graduacion. De hecho, esta es una integral de movimiento auto-adjunta
R=R', R*=1, [H R]=0, (3.4)
que anticonmuta con el momento angular. Por lo tanto los operadores auto-adjuntos

Ql = Py; QQ = iRQl? (35)

generan un superalgebra N = 2 (2.20)

{Qm Qb} = 25abHa [H> Qa] = 07 (36)

y son identificadas como supercargas.

Los autoestados ¢," = cosly y 1, = sinly, satisfacen las relaciones Rwli = iwli
y juegan el rol de estados tipo bosénicos y tipo fermiodnicos. La peculiaridad de
la supersimetria descrita en este sistema simple con un Hamiltoniano local puro
bosonico, esta escondida en la naturaleza no local del operador de graduacién y una
de sus dos supercargas que llamamos Q5 .

Consideremos ahora una particula cargada que se mueve en el circulo unidad
22 + 4% = 1 puesto en el plano z = 0, el cual es atravesado por un campo magnético

de la forma de una linea de flujo

d
Bz = (—:Z-j&-Aj = @(52(I, y) donde Az = —m €75 (37)
es el vector potencial planar.
El Hamiltoniano de este sistema es
e
Ha = (= SA0* = (p; +a)?, (38)

IEs posible analizar de manera muy similar el caso de la particula libre sobre el eje real, cam-

biando el operador de graduacién por la reflexién de la variable que describa la linea real.
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donde

e
=——9 3.9
“ 2mc (3:9)

corresponde al efecto Aharonov-Bohm de estados ligados [20,21]. Los estados (3.2)
son los autoestados del Hamiltoniano (3.8) con autovalores E; = (I + «)?. El ope-
rador de momento angular desplazado p, + « y el Hamiltoniano (3.8) pueden ser
relacionados con los mismos operadores de la particula libre (o = 0) por medio de

la transformacion
Oa = U_a(0)O0Ua(),  Ua(p) = €% (3.10)

En un caso genérico, la relacién (3.10) tiene, sin embargo, un cardcter formal
debido a que el operador tipo-unitario U, () saca a los estados (3.2) del espacio de
Hilbert de funciones de onda 2m-periddicas.

Cuando el parametro o toma un valor entero o = n, n € 7Z, el espectro revela la
estructura de supersimetria N = 2 no rota: los estados ¢; y ¢y con ' = —(I + 2n),
[ # —n, tienen la misma energia, mientras que el estado 1_,, es el estado base singlete

con energia cero, como lo muestra la Fig. 3.1. El operador twistado de reflexién
R, = e ?™R (3.11)

juega aca el rol del operador de graduacion, permitiendonos encontrar las supercargas
de la supersimetria escondida N = 2 en una forma similar a (3.5), pero con p,
cambiado por p,+n. Las supercargas aniquilan el estado singlete tipo bosénico 9_,,,
R, = ¥_,. Como U,(¢) es un operador bien definido en el espacio de Hilbert
de funciones de onda 27-periddicas, el sistema (3.8) es unitdriamente equivalente al
sistema de la particula libre.

El espectro es también degenerado en el caso no trivial del efecto AB caracterizado
por valores semi-enteros del parametro a. Cuando o = n—l—% = 7, no existe un estado
singlete de energia cero en el espectro y todas los niveles de energia son doblemente

degenerados, By = E_( 9. Este cuadro corresponde a el de supersimetria N = 2
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1 _— _—

« entero

Figura 3.1: Espectro del sistema de AB de estados ligados para valores del flujo enteros, en
donde sélo aparecen algunos niveles mas bajos energéticamente. Existe un nimero infinito

de niveles doblemente degenerados con energias mas altas.

de naturaleza rota. Aunque la transformacion (3.10) en este caso es de un caracter
formal, produce un operador de graduacién bien definido, el operador de reflexién

twistado R; = e "9 R,

Ryt = £, donde oF = iy £ ¥ (9. (3.12)

Jil Jil
Teniendo en mente la relacién (3.10), encontramos que el Hamiltoniano H; y las
supercargas
Qi1 =Dy + J, Qj2 = 1R;Qj, (3.13)
son operadores pares e impares con respecto a [?; respectivamente y generan una
superalgebra de la forma (3.6). En ambos casos o = n,j la supercarga local @Q); es
diagonal sobre los estados (3.2).
Una supersimetria escondida también esta presente para el modelo de AB exten-

dido con simetria cilindrica dado por el Hamiltoniano

Heyo = Ho + 12, (3.14)
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E
25/4 | —— ——

9/4 | — ——
14 | —— ——

« semientero

Figura 3.2: Espectro del sistema de AB de estados ligados para valores del flujo semientero,
en donde sélo aparecen algunos niveles mas bajos energéticamente. Existe un nimero

infinito de niveles doblemente degenerados con energias maés altas.

donde p, = —z'd%, —00 < z < 00. En este sistema la supersimetria escondida N = 2

SUSY existe, nuevamente, solo para 2a € Z. En este caso el operador de graduacién

es

I'=R.R,, TW(z,0)=e""Y(—z —0p). (3.15)

Las supercargas son operadores no locales

Qa,l = (pcp + O{) + Z.sza Qa,Q = iFQa,la (316)

Qaa = QL@, que generan una superalgebra de la forma (3.6).

3.2. Efecto Aharonov-Bohm en el plano

A continuacion discutiremos brevemente la supersimetria escondida para el efecto
AB en el plano sin grados de libertad fermiénicos. La supersimetria escondida como
se discute en [31] es profundamente relacionada con la simetria de escala del sistema.

El sistema se caracteriza por una particula que se mueve en el plano con un flujo

no trivial que pasa por el origen, con el campo magnético B determinado con el
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vector potencial

a .1

Al g 7= (z,y), B=ad(r,y), (3.17)

=—€'=
he 72’

asi el Hamiltoniano que describe el sistema viene dado por

1 1
Ho=P;* +Py* = =0 = ~0, + — (=i0, + )", (3.18)
T T
con
Yy x

y donde usamos las coordenadas polares x = rcosy, y = rsing. Es importante
notar que como nuestro objetivo es analizar la existencia de supersimetria escondida
bosonizada, es esencial tomar en cuenta y fijar las extensiones autoadjuntas sobre
las cual trabajaremos, que definen diferentes propiedades del comportamiento de las
funciones de onda. Esto quiere decir que en el fondo el Hamiltoniano no determina
completamente la dindmica de la particula, hasta que una vez hemos escogido su
dominio de definicién. Fisicamente esto corresponde a realizar diferentes condiciones
de impenetrabilidad en la regién z = y = 0. Para los detalles tanto técnicos como
referencias correspondientes, ver [31].

La integral trivial de movimiento R no local de rotacién en ,

Rf(x,y) = f(=2,—y), or  Rf(re)=[f(re+m), (3.20)

es unitarfa, satisface la relaciéon R* = 1, y conmuta con el Hamiltoniano (3.18)
por lo que la podemos identificar como un operador de graduacién. Ahora podemos

construir las integrales no triviales que juegan el rol de supercargas

R, «a€(—1,0) mod 2,
Q1 =P, +iR(a)P,, where R(a)=13 R, «a€Z, (3.21)
—R, a€(0,1) mod 2.

Q2 = 1R (3.22)
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donde el signo depende del valor escogido del flujo magnético en las regiones indica-
das, mientras que en el caso de flujo entero, el sistema es unitariamente equivalente a
la particula libre y ambos signos representan la misma fisica del problema. Todas las

integrales de movimiento junto con el Hamiltoniano general una superalgebra N = 2

{Qa, Qv} = 20 Ho [Ha,Qa] =0 a,b=1,2. (3.23)

Del punto de vista de las extensiones adjuntas esta supersimetria esta relacionada
mano a mano con la simetrifa dindmica so(2,1) del sistema, ambas tienen lugar
exactamente para las mismas configuraciones de las extensiones auto-adjuntas siendo

bien definidas simultdneamente [31].

3.3. Potencial delta de Dirac

El potencial delta de Dirac juega un rol prominente en diversos modelos y fenéme-
nos fisicos [A2,A3A4A5)], como también se considera uno de los ejemplos mas béasicos
al estudiar el problema de scattering en mecanica cuantica. Es por eso que es in-
teresante investigar la presencia de una supersimetria escondida bosonizada en este
modelo tan simple y bien conocido. Acadparece una estructura supersimétrica dife-
rente que para el efecto AB de estados ligados, pero similar a la de el problema de
AB en el plano, como veremos ambas supercargas son de naturaleza no local [T0,TT].
Es importante mencionar el origen de este tipo de supersimetria bosonizada, toda
la, estructura supersimétrica nace de la forma estudiada en [II], donde el caso de
potencial delta de Dirac aparece como un caso particular no trivial.

El Hamiltoniano con potencial unidimensional delta de Dirac viene dado por

2 ,
H=——— —235(z)+ 32 (3.24)

da?

En el caso del potencial atractivo con 3 > 0, la energia del tinico estado ligado

Yo(x) = /Be " (3.25)
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es igual a cero debido al valor especial del término constante en el Hamiltoniano.

Para valores de energia E > (32 las funciones de onda
,£+) (z) = (™ +re”™*) O(—z) + te™O () (3.26)

y w,g,_)(x) = ,E:Jr)(—x) corresponden a estados de scattering con ondas planas que

vienen desde —oo y +00 respectivamente. Aca

k=+E—3 >0, (3.27)

y O(z) es la funcién escalén de Heaviside (O(z) = 0 para z < 0y O(z) = 1 para

x > 0), mientras que

r(k) = —B/(B+ik) v t(k) = ik/(B+ik) (3.28)

son los coeficientes de reflexion y transmisién. Teniendo un estado ligado singlete de
energia cero y una doble degeneracion de los niveles de energia en el sector continuo,
tenemos una estructura de supersimetria escondida N = 2 no rota. Esta puede ser
encontrada explicitamente identificando una reflexién R, Ri(x) = ¥(—z) como el
operador de graduacién. A diferencia del caso anterior de AB en un circulo, ambas

supercargas

Q=i+ P@R),  Qu=iray (3.29

Qo = Ql, e(x) = O(x) — O(—=z) son no locales debido a la presencia en ellas del

operador de reflexion. Usando la relacién
o(x) Ry () = 6(x)Y(x) (3.30)

es posible ver que las supercargas impares junto con el Hamiltoniano par generan
juntas la superdlgebra N = 2 (3.6).

El estado base ligado (3.25) es aniquilado por ambas supercargas y es identificado
como un estado tipo bosénico, Ry (z) = 1o(z). Parametrizando los coeficientes de re-

flexién y transmisién como 7 = isinye", t = cosye, siny = 3/VE, cosy = k/VEt
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es posible aprender que la informacion del problema de scattering esta codificada en

la estructura de los estados de ondas planas
%E:i) = cos (7 + k|z|) £ isin kz, (3.31)
siendo autoestados de la supercarga ()1 lineal en derivadas,
Qi ==VE. (3.32)

La substitucion § — —f nos otorga el caso del potencial repulsivo, para el cual
el estado anélogo de (3.25) no es normalizable. Este caso esta caracterizado por una
supersimetria escondida N = 2 con una doble degeneracion del espectro continuo con
E > (3%, En el limite 8 — 0 los estados de scattering w,(:r) (x)y w,(;) (x) se transforman
en ondas planas con £ > 0, y la supersimetria escondida del potencial de delta se
transforma en una supersimetria escondida N = 2 no rota de la particula libre en

una linea.

3.4. Potencial Poschl-Teller

Ahora consideraremos el sistema cudntico exdctamente soluble de Poschl-Teller
hiperbdlico [46, 47,48, 49, 50], el cual tiene aplicaciones en varios problemas fisicos.
Este aparece, por ejemplo, en una forma de ecuacién de estabilidad para soluciones
soliténicas (kink) en teorfas de campos en 1+1D de ¢* y sine-Gordon [51]. También
describe soluciones estaticas en el modelo de Gross-Neveu [52,563,64] y fue usando
en la investigacion del fenémeno de condesacion de taquiones en teorias de gauge
dindmicas de cuerdas [55L56]. Este sistema también juega un rol fundamental en
el método de transformacién inversa de scattering en ecuaciénes de evoluciéon no
lineales [26,57].

Una particula cuantica que se mueve en el eje real bajo la influencia del potencial
de Poshcl-Teller (PT) es descrita por el Hamiltoniano
dZ?  m(m+1)

Hy = —
dx? cosh? z

(3.33)
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donde m puede ser considerado como un parametro real, pero cuando toma valores
enteros m € Z, el sistema adquiere una naturaleza muy especial, el sistema (3.33)
es reflectionless, es decir, el coeficiente de reflexion es igual a cero. A continuacién
explicaremos algunos detalles de esta propiedad y del sistema en si, asumiendo que
m toma valores enteros. En el caso m = 0 corresponde a una particula libre. El

Hamiltoniano (3.33) satisface la identidad
Hm — H_(m+1). (334)
En términos de los operadores diferenciales de primer orden

d
D,, = g + mtanhz, D_,, =-D! | (3.35)
T

el operador de segundo orden (3.33) puede ser representado en la forma
H,, = —D_,D,, — m?, (3.36)
donde (3.34) puede ser reescrito equivalentemente de la forma
D Dy =Dypi1D1 + (2m+1). (3.37)

Usando esta identidad y (3.36]), uno puede chequear que se cumplen las siguientes

relaciones de intertwining (2.6)
DyHy = Hyo1Dyyy  DomHypo1r = HyD-pn. (3.38)

Estas relaciones pueden ser comprendidas del punto de vista de las transformaciones
de Crum-Darboux [26]. En el caso de (3.38), el operador de primer orden D,,, aniquila
el estado base sin nodos cosh™ z del Hamiltoniano H,, con autovalor —m?, por lo
tanto H,,_; tiene el mismo espectro que H,, exceptuando el autovalor —m?. Ademads
las relaciones (3.38) reflejan la propiedad shape-invariance del sistema de Péschl-

Teller . La transformacion de primer orden de Darboux generada por el operador
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D,, produce para el Hamiltoniano H = H,, una pareja H, la cual el potencial tiene
la misma forma pero con el pardmetro m desplazado en uno, es decir, H = H,,_1.
Mediante aplicaciones repetidas de (3.38), podemos obtener relaciones de orden

superior de Crum-Darboux (2.26),

(Pt -- - P-1Dp) Hyy = Hypt -1 (Dt - . - D1 Dy, (3.39)
(P D—(m-1) - - - P—(m-ty) Hin—1-1 = Hin(D—D—(m—1) - - . D_(u)).  (3.40)

En el caso particular [ = m — 1, la relacién (3.40) toma la forma
(D—mD—(m—l) ‘e D—l)HO - Hm (D—mD—(m—l) e D—l)7 (341)

la cual significa que el sistema (3.33)) es casi isospectral al sistema de la particula libre.
Haciendo uso de esto, es posible obtener los estados de scattering para el sistema
reflectionless PT (RPT) (3.33), a partir de las autoestados de ondas planas de la
particula libre

VE) (2) = D_pyD_pyr ... Dy - exp(Fika). (3.42)

m

De acuerdo a (3.41) y (3.42), los valores de energia positivos del sistema (3.33),
Ek = K% con £ > 0, son doblemente degenerados, mientras que el estado de energia

igual a cero con k = 0 corresponde a un estado singlete

080(2) = G (2) = (DD - D) - 1 (8.43)

La funcién cosh™ x es el modo cero del operador de primer orden D,,. En co-
rrespondencia con (3.36)), este estado describe un estado ligado del sistema RPT con
energia F,,o = —m?. Esta observacién en conjunto con la relacién (3.40) tomada pa-

ral=0,...,m— 2 nos permite encontrar el conjunto completo de m estados ligados
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del sistema RPT (3.33),

Umo(x) =cosh™ x,  Ymn(r) =D_D_pi1 ... Doppyn-1cosh” ™z, n=1,...,m—1

(3.44)
La extension de la férmula (3.44) para n = m (I = m — 1) reproduce el estado
singlete (3.43) de la parte continua del espectro. Las energias de todos los m + 1

estados singletes (3.44) y (3.43) vienen dadas por
Epn = —(m —n)?, n=20,...,m. (3.45)

La doble degeneracion en los estados del sector continuo del espectro, propie-
dad tipica de la supersimetria usual N = 2, y la presencia de m + 1 > 1 estados
singletes indican la presencia de una supersimetria no lineal en el sistema (3.33).
Las supercargas correspondientes pueden ser facilmente identificadas. Aplicando la
transformaciéon de Crum-Darboux (3.40) de orden 2m + 1 correspondiente a | = 2m
y tomando en cuenta la relaciéon (3.34)), es posible encontrar que el sistema RPT

(3.33) esta caracterizado por una integral local

A2m+l = D—mD—m—i-l ...Dy. .. Dm—lpma [A2m+la Hm] =0, (346)

que es un operador diferencial de orden 2m + 1. Esta integral no trivial forma
junto al Hamiltoniano H,, el Lax Pair (o Par de Lax) (Ay,11, Hy) de la ecuacién
KdV de orden m. El operador Ay, 1 es un operador diferencial impar, mientras que
el Hamiltoniano (3.33) es par. Identificando nuevamente el operador de reflexién R

como operador de graduacion y las integrales
Zy = i*™" N g1, Zo =iRZy, (3.47)

como supercargas hermiticas, encontramos que el sistema RPT esta caracterizado
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por una supersimetria no lineal N = 2

[Za, Hy) = 0, {Z4, Zv} = 260 Poms1(Hp), (3.48)

donde Py, 41(H,y,) es un polinomio en el Hamiltoniano de orden 2m+ 1. Su forma

explicita puede ser encontrada con la ayuda del la relacién (3.37),

m—1

P2m+1(Hm) - (Hm - Emml) H (Hm - Em;n>27 (3’49)

n=0
donde E,,., son las energfas (3.45) de los estados singletes. Todos los estados singletes,
(3.43) y (3.44) son aniquiliados por las supercargas Z,, mientras que otros m estados
modos cero de Z, son estados no fisicos [34,36].

Los estados que corresponden al sector de scattering son autoestados de la su-

percarga local 7,

ZpE () = KBy (k) Ey(k) . .. Ej(k)yE9 (), (3.50)
donde E,(k) = k> +n? n=1,...,m. Los estados WDy b con k> 0 forman

un dublete supersimétrico.

La informacion del problema de scattering puede ser extraida de los autoestados
de la supercarga Z;. Tomando los limites x — Foo en (3.42), se obtiene wy(qf'i) (r) —
AF(R)e,

Af (k) =(ik )ik £ (I —1))...(ik£1). (3.51)

Como resultado encontramos que el coeficiente de transmision es
ti(k) = Al (k) /A; (k) (3.52)
el cual puede ser presentado en la forma

ti(k) = exp (=2i(61x + ... 61k)), €0 = (nw —ik)/\/Enr, (3.53)
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donde es posible observar que su modulo es igual a uno y por lo tanto el coeficiente de
reflexion es igual a cero es decir el sistema es reflectionless asi como lo es la particula
libre.

La integral no trivial (3.46) tiene un sentido de una integral Dy del sistema de la
particula libre Hy transferida al sistema RPT H,, por medio de transformaciones de
Crum-Darboux. De hecho, multiplicando la relacién HyDy = DyH, desde la izquierda
por el operador D_,,D_,,.1...D_1, y por la derecha por D; ...D,,_1D,,, usando la
relacién de intertwining de la izquierda de (3.41), y de la derecha su forma conjugada,

obtenemos [Agp 11, Hn] = 0.

3.5. Potencial de Lamé

La ecuacién de Lame aparecié primero en la solucién de la ecuacién de Laplace
mediante separacién de variables en coordenadas elipsoidales [58], una de sus aplica-
ciones iniciales fue en el problema cuéntico del trompo de Euler [59]. Actualmente jue-
ga un rol promimente en Fisica apareciendo en diversas teorias como modelos crista-
linos en fisica del estado sélido [60,61], sistemas cudnticos exacta y cuasi-exactamente
solubles [62,63], sistemas integrables y solitones [64,[57], mecdnica cudntica super-
simétrica [27/65], mondpolos BPS [66], instantones y sphalerons [6768], teoria cldsica
de campos de Ginzburg-Landau [69], Josephson junctions [70)], problemas de magne-
tostatica [(1], cosmologias inhomogéneas [(2], teorids de Kaluza-Klein [73], caos [74],
y teorias modernas de precalentamiento despues de la inflacién [75], entre otras.

Generalmente la ecuacion de Lamé aparece en la literatura en Fisica en su forma

jacobiana de la ecuacion de Schrodinger unidimensional con un potencial doblemente

periédico ,
HL!w = EU, HE = —=3 +j(j + 1)k*sn®(z, k), (3.54)

x
donde sn(z,k) = snx es el seno eliptico de Jacobi, una funcién impar, con el

parametro modular k£ (0 < k£ < 1) y periodos real e imaginarios 4K y 2iK’, donde
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K = K(k) = 0”/2(1 — k2sin? ¢)"2d¢ es la integral eliptica completa de primera
especie y K' = K(K), k? = 1 — k? [8,[76].

Una notable propiedad de la ecuacién de Lamé aparece para valores enteros del
pardmetro j = m, m € Z, en este caso el potencial se transforma en un potencial
finite-gap; el espectro tiene exactamente m gaps de energia que separan las m + 1

bandas de energias permitidas. Las 2m + 1 autofunciones asociadas con los bordes

E;(m),i=0,1,...,2m de las bandas de energias permitidas
[Eo, El] U [Eg, Eg]U, RN U[Egm, OO] (355)

estan dados en términos de los polinomios de Lamé de grado m en las funciones
elipticas de Jacobi snz, cnx y dnz. Estos polinomios tienen periodo real, 4K o 2K
y los niveles de energias del borde de las bandas son no degenerados. Los estados en
el interior de las zonas permitidas estan descritos por funciones cuasi-periddicas de
Bloch-Floquet (las cuales pueden ser expresadas en términos de las funciones theta

de Riemann ) de cuasi-momentum x(E),
UE(z + 2K) = exp(Fin(E))VE(2). (3.56)

Cada nivel de energia es doblemente degenerado. Para cualquier valor no entero del
pardmetro m , Eq. (3.54) tiene un ntimero infinito de zonas permitidas y prohibidas.

Cuando el parametro modular toma sus valores limites es posible obtener dos sis-
temas diferentes, pero como ya sabemos relacionados por medio de transformaciones
de Crum-Darboux; la particula libre y el potencial PT. Para & = 0 (y m finito), el
término del potencial desaparece en HZ y el Hamiltoniano corresponde a la particula
libre, mientras que en el limite k& = 1 el periodo real del potencial en (3.54) tiende
a infinito, K = oo, K’ = 7, y el Hamiltoniano se reduce al sistema de Pdschl-Teller
(3.33) mds una constante.

Dado que los periodos de la funcién eliptica sn? z son 2K y 2/K’, mientras sech? x

tiene periodo imaginario im, el potencial de Lamé puede ser tratado como cierta
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superposicién periddica de potenciales PT [?]

H: = —TE m(m + 1) <2;/)2 i sech? <2K [z — QZK]) +C, (3.57)

=—o0
en donde C' es cierta constante.

En analogia con el sistema PT, la doble degeneracion de los niveles de energia
al interior de las bandas es una caracteristica propia de un sistema cuantico super-
simétrico mientras que la presencia de 2m + 1 estados singletes del borde de las
bandas indica un posible caracter inusual y no lineal [I3[T2,30] de una supersimetria
escondida.

Debido a la naturaleza finite-gap de la ecuacion de Lamé para valores enteros de
m, este sistema también esta relacionado con la jerarquia KdV, por lo que existe una

integral no trivial de orden 2m + 1
AL B 1 en?z d\"™ /dnz\ ¥ rd\™ 1

m+l T opmtl g \ dng dx cnx dnx dx cn™ x
B 1 sn?z d \" /dnz 7" fsn2z d \™T 1

 snmtlg \ dnz dx snx dnz dz sn™ x

que en el limite k& = 1 se reduce a la forma no periédica (3.46). Asi, (A%, ., HE)

forman un par de Lax de la correspondiente jerarquia KdV de orden m. Recordando
que la ecuacién de Lamé es par respecto a reflexiones, mientras que la integral de

movimiento A%, ., anticonmuta con el operador de reflexién
[Hyy, Rl =0, {A%,.,,R}=0 (3.58)

es posible identificar como las supercargas de manera andloga a (3.47) escogiendo
Zy = ™AL 11 Y 42 = iRZ;. Ambas supercargas generan la superalgebra no
lineal (3.48) pero ahora el cuadrado de las supercargas generan un polinomio con

una estructura levemente diferente

P (HY) =TI (HE — Ei(m)) (3.59)
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en donde el operador valuado se conoce como polinomio espectral de Lamé. De esta
manera las integrales no triviales impares generan una superalgebra polinomial de
orden 2m + 1 siendo la simetria escondida del sistema bosonico (3.54).

El caso mas sencillo no trivial viene dado cuando m = 1, que corresponde al

sistema de Lamé de 1-gap en donde la integral Z; = i*™ ™' A% .| se puede escribir

alternativamente
—iZ —d—3+fi+1f’ (3.60)
VT g3 de 277 ’
donde
f =14k —3k*sn’x, (3.61)

f'= %. La funcién eliptica doblemente periédica con periodos 2K y 2iK’ satisface

la ecuacién de una curva eliptica

(f)? = 3(ar = ))(f — a2)(f — a3), (3.62)

cuyas raices caracteristicas son

ay = f(O) =1+ kz, g = f(K) =1- 21{32,
as = f(K +iK') = k* — 2, (3.63)

aj + as + az = 0. Diferenciando la Ec. (3.62) encontramos las identidades
ff+2f* =2, DYD*+2f)f =0, (3.64)

donde b? = —%(alag +ajaz+asaz) = k*—k*+1,1=1,2,.... Usando estas relaciones

es posible demostrar que Z? = P3(H,),
Py(Hy) = (Hy — Eo(1))(Hy — E1(1))(Hy — Ex(1)). (3.65)

Las energias

Eo(1) =k, E(1)=1, Ey(1)=1+k> (3.66)
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corresponden a las autofunciones
‘If(()l) = dnuz, \11§1> = cnz, \Ifgl) = snuz, (3.67)

las cuales forman el subespacio de modos ceros de la supercarga Z;. Los estados en el
interior de las zonas permitidas estan descritos por las autofunciones cuasi-periédicas
H(z+a)
O(z)
donde H(z), ©(x) y Z(x) son las funciones de Jacobi Eta, Theta y Zeta respectiva-

Vs = exp(FzZ(a)), (3.68)

mente, mientras que el pardmetro a esta relacionado con el autovalor de energia F
por medio de la ecuacion

E = dn’a + k%, (3.69)

para méas detalles mirar [58]. Estos estados son autoestados de la supercarga

Wi =+ P3(E) Vi (3.70)

Antes de pasar a la discucion de caso general de sistemas finite gap, haremos al-
gunos comentarios acerca de la naturaleza de la supersimetria escondida y de algunos
sistemas relacionados con el sistema de Lamé.

El cardcter no lineal de la supercargas locales y la supersimetria del sistema
(3.54) es reminiscente de una simetria no lineal de una particula en el potencial de
Coulomb generada por el vector integral de Laplace-Runge-Lenz y de un oscilador
anisotrépico con frecuencias inconmensurables [6]. A continuacién clarificaremos el
cuadro dindmico detras de la supersimetria escondida teniendo en mente la analogia
con el oscilador anisotrépico. Para el caso 1-gap, el Hamiltoniano (3.54) puede ser

factorizado en tres maneras posibles:
HE = ATA;+ k2 = ATA, +1=AlA, + 1+ k2, (3.71)
en donde

Ay = p (Indnz)’, A= L (Insnz), A In enx)’, (3.72)

:%_(
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que satisfacen

Agdnz =0, Assnz =0, A.cnz=0. (3.73)

Escribiendo las ecuaciones de movimiento de Heisenberg de A4 y Al,
iAg = wy(x)Aq, 1AL = —Alw,(2), (3.74)

wa(r) = —2(In dnx)”, ws(r) = —2(In snz)”. Definiendo el operador A,y = D —

(Insnz) + (In dnx) |, para el cual
iAs/d - ws('I)As/d - As/dwd('r)' (375)

Entonces la relaciéon

iATAygAg = Q1 (3.76)

nos da una de las seis posibles factorizaciones de la supercarga (3.60). Los operadores
Ac, As, Agja v las frecuencias instantdneas asociadas tienen singularidades en eje real,
las cuales son canceladas en los operadores Hf y Z;. Param > 1 el mismo mecdnismo
dinamico subyace la estructura de las supercargas y sus posibles factorizaciones.

En el limite k = 1 sabemos que el potencial VX(z) = n(n + 1)k?sn’z se reduce
al potencial de PT, mientras que para k = 0 obtenemos la particula libre, ya que
VL(z) depende de k por un factor multiplicativo . Pero ademés podemos desplazar
el argumento del potencial de Lamé y encontrar nuevos sistemas, en particular des-
plazando por la mitad del periodo real z — z + K obtenemos un sistema regular el
cual es posible asociar con el original por medio de una transformacion de Darboux
usual. El esquema (3.3) describe estas diferentes relaciones.

Desplazando la ecuacion de Lamé en la mitad de su periodo imaginario r —

x + iK'’ como también en un desplazamiento “diagonal”,

r—z+K+iK', (3.77)
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Parejas supersimétricas mediante una transformacion de Darboux

b r—r+K b
- ——|Lamé |<— ——————————— ~| Lamé desplazado

|
|
|
ZPT: k=1 k=01
|

-[Péschl-Teller [Particula libre

Parejas supersimétricas mediante una transformacién de Crum-Darboux

Figura 3.3: Relaciones entre sistemas con supersimetria bosonizada

se obtienen sistemas con singularidades en el eje real, resumido en la siguiente Tabla

(donde también se consideraron los casos limites con k = 0, 1)

VE(x) VEiz+K) VEiz+iK') | VE(z + K +iK')
Eoo| n(n+Dk2sn?z | —n(n+ D2 dn (2, k) | "0 n(n+ 1) 35t
k=1 —n(n+ 1)sech’z by % by
k=0 by bs n(nt1) n(n+1)
donde b;, ¢ = 1,...,4, son algunas constantes. Los potenciales nuevos que aparece

corresponden a Poschl-Teller trigonométrico y la contraparte singular del PT hi-
perbdlico. Las singularidades que tienen estos sistemas vienen de los polos de las
funciones elipticas. Todas las supercargas de la supersimetria escondida bosonizada
pueden ser obtenidas desde la supercarga (3.58) del sistema original. Sin embar-
go, para los potenciales singulares la supersimetria tiene una naturaleza ficticia, tal
como en el modelo conforme con supersimetria no lineal [33]. En sistemas con super-
simetria ficticia las supercargas conmutan con los Hamiltonianos correspondientes
pero actuando sobre estados fisicos producen estados no normalizables que violan

las condiciones de borde y no son estados fisicos. Cabe mencionar que debido a estas
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razones no estudiaremos mas en detalle este tipo de sistemas.

3.6. Potenciales finite gap

En esta Seccion discutiremos las propiedades generales de un sistema finite-gap
periédico con un potencial suave y mostraremos que cualquier potencial n-gap par
esta cardcterizado por una supersimetria escondida no lineal N = 2 de orden 2n + 1.
Los sistemas finite-gap subyacen la teoria de soluciones peridédicas en sistemas in-
tegrables no lineales, incluyendo las ecuaciones Korteweg-de Vries, Schrodinger no
lineal, Kadomtsev-Petviashvili y sine-Gordon [(0/H7[78[79/80]. Tanto el potencial PT
y su generalizacion periddica Lamé corresponden a sistemas de esta naturaleza que
corroboran las importantes aplicaciones en Fisica. Ademas, siendo sistemas analitica-
mente solubles también tienen aplicaciones en teoria de cuerdas [R1], modelos matri-
ciales [82], teorfa de Yang-Mills supersimétrica [83,84] y la dualidad AdS/CFT [85].

Consideremos un sistema cuantico descrito por el Hamiltoniano (2.1) con un

potencial periddico real y suave u(x),
u(z) = u(z +2L) (3.78)
La correspondiente ecuacion de Schrodinger estacionaria,
HY(z) = EV(z), (3.79)

es conocida en la literatura como la ecuacién de Hill, para esta escogemos una base
real de soluciones, ¥ (z; E), 1o(z; E). El operador de traslacién sobre el periodo 2L,

o el operador de monodromia,
TV(z) = V(x4 2L), (3.80)
conmuta con el Hamiltoniano H,

[T,H] = 0. (3.81)
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Este operador preserva un espacio vectorial 2-dimensional de soluciones de (3.79)

y puede ser representado por la matriz de monodromia de segundo orden M (E),
To(2; F) = Yo(x 4+ 2L; E) = Mop(E)p(x; E). (3.82)
El cambio de base
Va(w; E) = ta(w; E) = Agthy(; B),  det A #0, (3.83)
genera una conjugacion de la matriz de monodromia
M(E) — M(E) = AM(E)A™! (3.84)

pero no cambia su determinante det M(E) = det M(E), ni su traza TrM(E) =

TrM = D(E), ni autovalores, dados por las soluciones de la ecuacién caracteristica
det(M(E) — ul) = 0. (3.85)

Escogiendo un base particular de soluciones, fijada por las condiciones
(0 E) =1, ¢1(0;E) =0,  ¢(0;E) =0, ¢3(0E)=1, (3.86)

donde “’”denota derivacién en la variable z. Diferenciando la relacién (3.82) con res-
pecto a x y poniendo despues = = 0 en (3.82) y en la relacién derivada, encontramos
que la forma de la matriz de monodromia en la base (3.86) es,
M(E) = 0L E) h(2LE) | (3.87)
V2(2L; E) 95(2L; E)

El Wronskiano W (v, 19) = 1190y — 1} 1b9 de dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacién (3.79) toma valores distintos de cero, independiente de z, en
particular, en la base (3.86) es igual a uno. Asi la forma explicita de la matriz de
monodromia real (3.87) nos muestra que el valor de su determinante es indepen-
diente de la base y no depende tampoco de la energia, det M(E) = 1, por lo que
M(FE) € sl(2,R).
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El cambio z = 0 — xy € R en las relaciones (3.86) nos otorga una familia uni-
paramétrica de las bases, ¥, (z; z0, E) = A(xo)wtp(z; E), A(xg) € sl(2,R), jugando
un importante rol en la teoria de sistemas cudnticos periédicos [(7]- [78]. En tal
base, la matriz de monodromia incluird una dependencia adicional en el punto x,
M(E, xg) € sl(2,R).

Tomando en cuenta que det M = 1, la ecuacién caracteristica (3.85) se reduce
al—D(E)u+ p? =0y los autovalores, independiente de la base, de la matriz de

monodromia estan dados en terminos de su traza,

2(E) = %D(E) +/D(E)*/4—1. (3.88)

La traza de la matriz de monodromia es llamada en la literatura como la funcién
de Lyapunov, determinante de Hill o discriminante de la ecuacién de Schrodinger.
En correspondencia con det M (E) = 1, se satisface pyp9 = 1.

Autoestados comunes de H y T estan descritos por las funciones de Bloch-

Floquet, que satisfacen la relacién
Tips (5 E) = exp(£in(E)) ¢+ (z; E), (3.89)
donde w1 9(F) = exp(+ik(F)), y el cuasi-momentum x(F) esta dado por
2cosk(E) =D(E). (3.90)

Los valores del discriminante D(E) definen las propiedades espectrales de la ecua-
cién de Schrodinger periédica. Para algunas energias F € (Fy; 1, Eo;), 1 =10, ..., E; <
Eiy1, E_1 = —00, el cuasi momentum k(F) toma valores complejos y |D(E)| > 2.
Las soluciones que corresponden a estos valores de energia no son fisicamente acepta-
bles debido a que divergen en x = —o0o0 0 +00. Para estos valores de energia tenemos
una banda prohibida, un gap de energia, como lo ilustra la Fig. 3.4.

En el caso general, un sistema cudntico periddico tiene un ntmero infinito de
gaps. El ancho de los gaps decrece rapidamente a medida que la energia crece, mien-

tras que la tasa de decrecimiento depende de la suavidad de el potencial. En el
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caso de potenciales analiticos los gaps decrecen exponencialmente. Las energias para
cual |D(E)| < 2, definen las bandas permitidas o zonas permitidas. Acé, el cuasi-
momentum £(E) toma valores reales, y los nimeros complejos exp(+ik(E)) tienen
modulo igual a uno. Todos los niveles de energia con |D(E)| < 2 son doblemente de-
generados , pero para |D(E)| = 2 tenemos dos casos esencialmente diferentes, Para
las energias F, que separan las zonas permitidas de las prohibidas el valor corres-
pondiente del autovalor de la matriz de monodromia es no-degenerado, la matriz M
tiene la forma de una matriz de Jordan y un estado fisico singlete del borde de una
banda es periédico exp(ik(E)) = +1, st D(F) = 2, mientras que D(E) = —2 un es-
tado singlete es antiperiédico, exp(ik(F)) = —1. Cuando |D(F)| = 2 el autovalor de
la matriz de monodromia es doblemente degenerado, M es diagonalizable sobre los
los estados linealmente independiente de Bloch-Floquet, los cuales son periddicos si
D(E) = 2 o antiperiédicos cuando D(E) = —2. Esta segunda situacién, corresponde
a los puntos F3 = E; v EFy = Eig en la Fig. 3.4, que representa cuando una banda

prohibida desaparece.

Lol 0 2,2 4/\4

Figura 3.4: Discriminante D(E) en un caso genérico de un potencial periédico

Resumiendo, el intervalo (—oo, Ey) constituye la banda prohibida mas baja. Las
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bandas permitidas con |D(E)| < 2 estan separadas por bandas prohibidas, o gaps
de energia. Todos los niveles de energia en el interior de las bandas permitidas tiene
una degeneracién doble, mientras que los estados en los bordes son singletes.

De acuerdo con el teorema de oscilacién [86], autoestados comunes de H y el
operador de monodromia 7" con energias g < By < By < F3 < By, < E5 < Eg < ...
tal que |D(E})| = 2, estan descritos por funciones de onda que estan caracterizadas
por los periodos 2L, 4L, 4L, 2L, 2L, 4L, 4L... y por el nimero de nodos en el periodo
2L igual a 0,1,1,2,2,3,3, ..., como se puede apreciar en la Fig. 3.4. El nimero impar
de nodos corresponde a estados antiperiddicos, mientras que los estados periédicos
tienen un nimero par de nodos en el periodo 2L. Los estados singletes de los bordes de
la misma banda prohibida tienen el mismo numero de nodos y la misma periodicidad
aunque sus nodos estan en posiciones alternadas.

En algunos sistemas periddicos el numero infinito de bandas se unen de tal manera
que solamente un numero finito de gaps permanece en el espectro. Tales potenciales
se conocen como finite-gap. El caso mas simple es el caso 0-gap que corresponde a una
particula libre, en donde el potencial en (2.1) es u(z) = const. De aqui en adelante
no contaremos la banda prohibida (—oo, Ey) que siempre se presenta en cualquier
sistema periédico con un potencial suave. Para la ecuacién de Schrodinger (2.1) con
un potencial finite-gap, el espectro y sus autofunciones pueden ser presentadas en
forma analitica. En este sentido, en contraste con el modelo de Kronig-Penney, los
potenciales finite-gap juegan el mismo rol en fisica del estado sélido como el problema
de Kepler en teoria atomica. Teniendo en mente que para potenciales analiticos el
tamano de los gaps decrece exponencialmente cuando la energia crece, cualquier
potencial periddico puede ser aproximado por un potencial finite gap si de desprecian
los gaps mas pequenos.

Supongamos que tenemos un potencial periédico u(z) de naturaleza finite-gap.

Adicionalmente, asumimos que es una funcién par,

u(z) = u(—x). (3.91)
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Asi, el operador de reflexion es una integral no local de movimiento [R, H] = 0.
La simetria de periodicidad y paridad implica que el sistema tiene una simetra de
reflexion adicional

u(L+z) =u(L —x). (3.92)

El espectro o(H) de un sistema finite-gap no trivial (n > 0), esta caracterizado

por la estructura de bandas
O'(H) = [Eo, El] Uu...u [Egn_g, EQn—l] U [Egn, OO)7 (393)

donde Fy < Ey < ... < Es, son las energias no degeneradas correspondientes a los

2n + 1 estados del borde de bandas singletes

U,(z), HY, =EV;, i=01,...,2n. (3.94)

Como el operador de reflexién es una integral cada estado singlete W;(z) tiene
una paridad definida, +1 o —1. Los niveles de energia en el interior de las bandas,
E € (Ey;, E2i11), i =0,...,n, son doblemente degenerados y cierta combinacién de
los correspondientes estados de Bloch-Floquet son autoestados de R con autovalor
+1 y —1. Estas propiedades indican la presencia de una supersimetria escondida bo-
sonizada N = 2 para cualquier sistema finite-gap, para el cual el operador R tiene
que jugar el rol de operador de graduacion. La presencia de 2n + 1 > 3 estados
singletes es un indicio, sin embargo, acerca de la naturaleza no lineal de la supersi-
metria. Las supercargas y la forma de la correspondiente superalgebra no lineal son
identificadas de las propiedades de los sistemas finite-gap.

Cualquier sistema finite-gap esta cardcterizado por la presencia de una integral
de movimiento no trivial en la forma de un operador diferencial anti-hermitico de
orden 2n + 1,

d2n+l d2n—1 d2n—2
A A

A2n+1 = m + Cy (x)m + Cs (.T)m + ...+ 0124”(1'), (395)
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A

donde los coeficientes de funciones ¢ (z) son reales. La ausencia del término pro-

. 2n . - e,
porcional a ddmﬂ en su estructura, c'(z) = 0, esta determinada por la condicién

[Asnyr, H] = 0. (3.96)

Los otros coeficientes ¢

() estdn fijos en la forma de polinomios del potencial

u(z) y sus derivadas [80]. Asi, para un potencial periédico, Ay,;1 es un operador
periddico,

[Agni, T) = 0. (3.97)

(Ag,11, H) es conocido como el Par de Lax de la ecuacién Korteweg-de Vries de orden
n. Una posible forma del potencial n-gap esta fija por una ecuacion no lineal, la cual
tiene un sentido de la n-ésima ecuacién de la jerarquia estacionaria KdV [27,80].

Esta ecuacién puede ser representada alternativamente como

L B d
L(JL)"1 = L=—+2u—+4 :
(JL) 0, s + (uda: + '), (3.98)
donde J es el operador de integracion indefinida J = jx—__ll [q].

La forma de un potencial 1-gap esta fija por esta ecuacion en una tnica manera
u(x) = 2k%*sn? x, que es exactamente el potencial de Lamé (3.54). En el caso n > 1
la forma del potencial u(x) no esta fija inicamente, incluso si esta restringido a una
clase de funciones elipticas.

Los operadores mutuamente conmutantes As, 1 v H satisfacen la relacién

2n

—A3 = Pua(H),  Pu(H)=]]H-E), (3.99)

5=0
donde Py, 1(H) es un polinomio espectral dado en términos de las energias no de-
generadas. Esto esta en concordancia con el teorema de Burchnall-Chaundy [28,87],
el cual dice que si dos operadores diferenciales en = , A y B, de ordenes mutuamente
primos, h y g respectivamente, conmutan [A, B] = 0, ellos satisfacen una relacién

P(A,B) = 0, donde P en un polinomio de orden g en A y de orden h en B. La
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ecuacién (3.99) corresponde a una curva eliptica espectral no degenerada de género
n, (E; # E; for i # j), asociada con un sistema n-gap periédico [7]- [78]. Debido
a estas propiedades descritas, u(z) se conoce también como un potencia finite-gap
algebro-geométrico.

Como consecuencia de (3.99), el operador As,y; aniquila todos los 2n + 1 es-
tados singletes del borde de las bandas. De hecho, de [Ay,.1, H] = 0 tenemos que
A1V = a¥; + 3P;, donde VU, es una solucién fisica (T'V; = yV,, v € {—1,1})
y ®; es una solucién no fisica correspondiente a la banda de energia E;. Actuando
por la izquierda por T', obtenemos que yAs,+1V; = yaV¥; 4+ BT®; y por lo tanto
B(yT — 1)®; = 0. Como ®; no es ni periddico ni anti-periédico la ultima ecuacién
puede ser satisfecha si y solo si = 0. Entonces la ecuacién equation (3.99) significa
que o = 0.

Consideremos el Wronskiano de los estados singletes W4 = W (q, ..., ¥5,). En el
caso general el Wronskiano de s funciones linealmente independientes que forman el
nicleo de un operador diferencial lineal arbitrario de orden s, £ = D?® + ¢ (x)D*™! +
..., satisface la identidad de Abel W'(x) = —ci(z)W [28]. Para el operador (3.95) el
coeficiente cf!(x) = 0 y debido a la independencia lineal de los estados del borde de

bandas singletes encontramos que
W(x) =C #0, (3.100)

donde C es una constante.

Cuando s modos ceros linealmente independientes ¢;, 7 = 1,..., s, del operador £
son conocidos, la forma de este operador puede ser reconstruida en estos términos. Los
coeficientes ¢ (x) estan definidos por las relaciones (2.25). Como resultado, tomando
en cuenta (3.100)), encontramos que los coeficientes ci (x) son funciones impares

mientras que los coeficientes ¢4 ;(z) son funciones pares no singulares.

Por lo tanto la integral As,; tiene paridad impar

{R, Ay1} = 0. (3.101)
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Introduciendo los dos operadores hermiticos
Z =71 =1As1, Zy=1RZ, (3.102)

e identificandolos como supercargas impares podemos concluir que cualquier siste-
ma finite-gap par con un potencial suave esta caracterizado por una supersimetria

escondida bosonizada N = 2 de orden 2n + 1

{Za, 20} = 260 Ponsr (H), a,b=1,2. (3.103)

3.7. Discusion

Como se discutié en este capitulo la supersimetria escondida bosonizada se pre-
senta en diversos sistemas y explican diversas propiedades de los sistemas que la
presentan, en particular el espectro y la deneracién de los sistemas bosoénicos. La
supersimetria escondida bosonizada aparece en Hamiltonianos de tipo Schrodinger,
tanto en una como dos dimensiones. En el efecto AB de estados ligados una de las
supercargas tiene naturaleza local mientras que la otra es no local ya que depende
explicitamente del operador de reflexion twistado. Toda esta supersimetria solamen-
te aparece para valores especiales del flujo magnético, valores tales que reflejan una
degeneracion especial en el espectro. En el caso del potencial delta de Dirac la super-
simetria escondida es de otra forma con respecto al modelo de AB de estados ligados
ya que ambas supercargas son integrales de movimiento no locales. Usando la es-
tructura de supersimetria escondida, encontramos una forma diferente de estudiar el
problema cudntico en si. En el sistema reflectionless PT (RPT) la supersimetria es de
forma no lineal (debido a la presencia de n > 1 estados singletes). Cabe mencionar
que en este modelo existe una deformacion de la simetria conforme so(2,1), la cual
proviene de la relacion del sistema PT con la particula libre por medio de transforma-
ciones de Crum-Darboux, en particular las integrales del algebra deforma pueden ser

obtenidas mediante aplicacién de estas transformaciones a las integrales dindmicas
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de la particula libre. Dada la manera en la cual la dlgebra es deformada, comienzan
a aparecer numerosas integrales fermiénicas que tienen su andlogo en la particula
libre como una simetria osp(2|2). En este capitulo también se reved la existencia de
una supersimetria escondida bosonizada par cualquier sistema finite-gap invariante
bajo reflexiones con respecto al origen. Como un ejemplo en dos dimensiones tambien
se explico la presencia de supersimetria escondida para el modelo planar del efecto
AB, donde la supersimetria bosonizada esta intimamente relacionada con la simetria
conforme.

En esta instancia es natural preguntarse si es el tnico tipo de Hamiltonianos
que presentan supersimetria escondida. Los sistemas finite-gap para el Hamiltoniano
Bogoliubov-de Gennes [8§], también presentan una supersimetria escondida [89] de
una naturaleza similar a la que presenta el sistema de Schrodinger finite-gap pero con
la diferencia que en este caso la supersimetria esta intimamente relacionada con la
jerarquia AKNS [57]. La supersimetria en el sistema Bogoliubov-de Gennes se mani-
fiesta en una forma no lineal donde el orden de las supercargas depende de el niimero
de estados singletes. Las simetrias de ambos sistemas estan relacionadas justamente
por tri-supersimetria y supersimetria escondida en diferentes formas dependiendo el
caso finite-gap del Hamiltoniano Bogoliubov-de Gennes [89]. En el préximo capitulo
veremos como estan relacionado el sistema del potencial de delta de Dirac atractivo y

repulsivo y bajo la luz de la supersimetria escondida revelaremos la tri-supersimetria.



Capitulo 4

Tri-supersimetria y el potencial

delta de Dirac

Analizaremos a continuacion la extension mediante grados de libertad fermiénicos
para el sistema (3.24) con § > 0. Para ellos podemos aplicar una transformacién de

Darboux A; al Hamiltoniano (3.24) que aniquile el tnico estado (3.25) ligado,

d
Ay = -+ fe(z), A/ Be el = 0. (4.1)
Como resultado en la relacién de intertwining (2.6)) obtenemos
H= _ +288(x) + 5? (4.2)
C da? ' ‘

que corresponde al potencial de Delta repulsivo. De los argumentos descritos en la
Seccién 2 es claro que los sistemas (3.24) y (4.2) son casi isospectrales; el espectro
de (4.2) carece de un estado ligado a diferencia de (3.24). Asi podemos identificar la

estructura de supersimetria usual construyendo el super Hamiltoniano

2

d
H = —05 3% 42836 (x)0s, (4.3)

e identificando las supercargas

Q1 = po1 + Be(x)oq, Q2 = 103Q);. (4.4)

95
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que generan la superalgebra

{Qaa Qb} = 2H5aba [Qaa H] =0 ) a = 1a 2. (45)

Las identidades de las matrices de Pauli, 001, = d; + €07, nos dan una represen-

tacién alternativa de (4.4),
Q1 =01 (p+ife(x)os), Qs = —09 (p+ ife(x)o3), (4.6)
en donde el superpotencial (2.17) es
W(z) = pe(x). (4.7)
Para la superalgebra N = 2 (4.5) el operador de Z,-graduacion T,
=1, [ H =0 {I,Q.} =0, (4.8)
es exactamente la matriz diagonal
I'=o03. (4.9)

Como sabemos de la Seccién (3) la eleccion del operador de graduacion como (4.9)

no es unica; si elegimos como el operador de graduacién el operador de reflexién R,
I'=R, (4.10)

el que satisface la relaciones (4.8), podemos agregar a este sistema superextendido
las integrales de movimiento que provienen de (3.29), tanto para el caso atractivo

como repulsivo, en forma de operadores no locales matriciales de forma diagonal

Q1 = p + iBe(z)Ros, Q2 = iRQ:. (4.11)

Estos operadores son raices cuadradas del super Hamiltoniano

Ql=Q=H (4.12)
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y pueden ser identificadas como operadores Zs- impares, es decir supercargas, para la
eleccion (4.10), pero deben ser tratados como operadores Zs-pares en el caso de elegir
(4.9). En el primer caso, las supercargas (4.11)) generan otra copia de la superélgebra
N =2.

Pero ademaés existe una tercera posibilidad si identificamos como el operador de

graduacion

Con respecto a esta graduacion los operadores @a son impares mientras que, nota-
blemente, (), son operadores pares.

A continuacién estudiaremos el conjunto completo de integrales de movimiento
del sistema, tanto pares e como impares, para cada una de los tres tipos distintos de

graduacion.

4.1. Graduacion I'=R

Escogiendo como operador de graduacién (4.10)), ambos conjuntos de integrales
(4.4) y (4.11) son operadores impares, fijaremos esta graduacién para analizar las
simetrias del sistema. Con respecto a las otras dos graduaciones, uno de los 2 con-
juntos de integrales deben ser tratadas como impares, mientras que el otro conjunto
como pares. Estas diferentes alternativas seran consideradas separadamente, pero fi-
nalmente veremos que para los tres casos la estructura del la supersimetria completa
resultante es la misma, moédulo el Hamiltoniano.

Para la graduacién (4.10), las integrales (4.4) y (4.11)) son generadores fermiéni-
cos, por lo tanto es necesario calcular el anticonmutador entre ellas, dando como

resultado
{Qu, 1} =25, {Qu,@2} =0, a=12 (4.14)
donde
S1 =0 H — Pe(z)Q2(l + R), Sy = 10395]. (4.15)
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Los operadores Hermiticos (4.15) tienen que ser tratados como nuevas integra-

les de movimiento. Entonces este proceso debe continuar: es necesario calcular los

conmutadores de estas integrales pares de movimiento entre ellas mismas y con los

operadores impares, etc. Como resultado, obtenemos una lista completa de integrales

de movimiento impares (Fi, ..

. Fg) Yy pares (H, R, 21, 22, Bl,..

. By), las cuales

pueden ser representadas en términos de los operadores (Q1, @1, S1, 03 v R, tal como

lo muestra la Tabla (4.1)).

Integrales =0 5 = Ros()4 F3=0Q=103Q1 | Fy=1R(

fermidnicas | F5 =iRQ, = Q| Fys = iRo3Q: Fr = 03Q, Fy=Q
Integrales H I'=R Y1 =03 Y9 = Rog
bosénicas | By = Q1Q1 = S, | B, = i0351 = S5 Bs; = RS, By = iR03S,

Tabla 4.1: Integrales de movimiento para la graduacién I' = R

Las relaciones de anticonmutacion entre las integrales fermidnicas estan presen-

tadas en la Tabla (4.2).

I Py Iy Fy Iy Fs Fy Fy
F | 2H 2%, H 0 0 0 2B,H* 0 2B H*
B || 255H 2H 0 0 —2B,H* 0 —2ByHA 0
Fy 0 0 2H 25, H 0 —2ByH* 0 2ByH*
F, 0 0 25, H 2H 2B, H* 0 —2B,H 0
Fs 0 —2ByH? 0 2B, H* 2H 25 HY 0 0
Fy || 2BsH> 0 —2BsH* 0 25 HY 2H 0 0
Fy 0 —2B3H? 0 —2By/HA 0 0 2HY | 25 HY
Fy || 2ByH> 0 2B, H? 0 0 0 2N HY | 2K

Tabla 4.2: Relaciones de conmutacién fermién-fermion donde v =1+ .

Las relaciones de conmutacién entre integrales bosonicas y entre bosonicas y




4.1. Graduacion I' = R 59

fermidnicas estan en las Tablas (4.3) y (4.4).

a8 j28 F; I Fs Fy F Fy
U | —2iF, | —2iF 2iF, 2%F, | 2iFy | 2iF, | —2iFy | —2iF;
Y| —2iF —2iF, 2iF, 2iFy 0 0 0 0
I 0 0 0 0 2%F, | 2iFy | —2iFy | —2iFy
B 0 25FHT | —2FHY | 0 0 | —2iFyH | 2iF3H 0
B, | 2iFHY 0 0 2%EHT | 0 | —2FyH | —2iFH 0
By | —2iFyH" 0 0 2iFyH" | 2iFyH 0 0 —2iF/H
B, 0 —2UFsH | —2iFyH" | 0 | 2iFyH 0 0 2iFyH

Tabla 4.3: Relaciones de conmutacién boson-fermién donde n =1 — A

> PN B, B, Bs B,
D 0 0 —2iB, 2iB, —2iB, 2iBs
s 0 0 —2iB, 2iBs —2iB, 2B,
B | 2B, | 2iB, 0 —2i% H> 0 —2iNyH>
By | —2iB, | —2iBs | 2iX,H* 0 2iHE A 0
By | 2B, | 2iB, 0 — 21y H> 0 — 2y HA
By | —2iBs | —2iB; | 2iSyH* 0 2y HE A 0

Tabla 4.4: Relaciones de conmutacion bosén-bosén

En estas tablas introducimos el parametro A para incluir los otros dos casos de
graduacion Zs. En presente caso I' = R, A = 0. El Hamiltoniano conmuta con todas
las integrales fermidnicas y bosonicas. El operador de graduacion I' = R conmuta

con todas las integrales bosénicas.
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4.2. Graduacion [' = o3

Para la eleccion del operador de Zs-graduacion I' = o3, como notamos, las inte-
grales (4.4) son, nuevamente, los operadores fermiénicos, pero las integrales (4.11)
son operadores pares. Como resultado, ahora los operadores S, son impares apare-
ciendo en las relaciones de conmutacién de (4.4) con (4.11). La identificacién de los

operadores fermiénicos y bosénicos esta presentada en la Tabla (4.5).

Integrales = Fy = —Ro3Q1 | F5 = —iRQq | Fy = Qy = i03(

fermidnicas 5= RS s = -5 F, =i0357 Iy = —iRo3S,
Integrales H Y1 =—-R I'=o03 Yo = —Roj
bosénicas | By = —iRo3Q; | By = —03Q; | By = —iRQ; B, = -,

Tabla 4.5: Integrales de movimiento para la graduaciéon I' = o3

Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion y anticonmutacién de

la misma forma que en el caso anterior, pero ahora con A = 1.

4.3. Graduacion ' = Roj

La eleccién de I' = Ros es similar a la de (4.9). La diferencia con el caso anterior
es que ahora las integrales (4.4)) estdn identificadas como operadores pares, mientras
que las integrales (4.11) tienen una naturaleza de operadores impares. Las integrales
Sa, en conjunto con las otras dos otras integrales relacionadas, juegan nuevamente
el rol de operadores impares. La identificacién de todos los operadores esta dada en
la Tabla (4.6).

Estos operadores satisfacen exactamente las mismas relaciones de conmutacion y

anticonmutacién como con la graduacién (4.9), es decir A = 1.
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Integrales FL =0, Fy=—-03Q, | F3=—iRQ, | Fy=1iRo3Q;

fermidnicas F5 = RS, Fs = -5, Fr =iRo3S, | Fg = —i035]
Integrales H 1=—R Yo = —03 I' = Rogs
bosdénicas | By = —i03(Q), By = —Ro3Q, | B3 =—iR(Q, By = -0

Tabla 4.6: Integrales de movimiento para la graduacion I' = Ros
4.4. Identificaciéon de los generadores

La identificacion de los operadores fermiénicos y bosonicos esta realizada en una
manera especial que garantiza que el algebra adquiera la misma forma, médulo H,
para las tres diferentes posibilidades del operador de graduacion. La identificacién

corresponde a seguir el siguiente procedimiento.

Paso 1. Elegir un operador de graduacion I' del conjunto de operadores hermiticos

{R, g3, R0'3}. (416)

Paso 2. Seleccionar cualquier operador fermiénico hermitico Fy, {F;,I'} = 0, del
conjunto de ocho integrales impares con las siguientes propiedades: {Fy, F1} =
2H y [¥s, F1] = 0. Acd denotamos por ¥y # I' un operador bosénico del
conjunto (4.16) que conmuta con Fj. El tercer operador de (4.16) se denota

por ¥;. Los operadores >; y ¥ estan definidos hasta un signo.

Paso 3. Con las relaciones de conmutacion de la Tabla 3 de F; con I y ¥ se fijan

los operadores fermionicos Fy, F3y Fj.

Paso 4. Elegir cualquier otro operador fermiénico F5 que satisfaga {Fy, F5} =0y

(F5, Fy} = 2H'.

Paso 5. Repetir el Paso 3, pero cambiando Fy — Fj y ¥ — Y5 para obtener Fg, Fx
y Fs.
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Paso 6. Con los conmutadores de la Tabla 2 es posible identificar los operadores

bosonicos By, By, B3y By.

4.5. Accion de las integrales de movimiento sobre

los autoestados

Bésicamente tenemos tres tipos de integrales de movimiento Q,, Qa, S., para
las cuales mediante multiplicacion de las integrales R y o3 podemos obtener el con-
junto completo. Ahora analizaremos las diferencias en su naturaleza actuando estos
operadores sobre los estados fisicos del super Hamiltoniano H, R y o3.

Usando los resultados de la Seccién (3.3) encontramos los estados de scattering

k cos k ink in k
\I/S:r)(x): cos kx + Pe(x) sin kx | \IJ(_H(x):\/m sin kx |

0 0
(4.17)

) 0 ) | O

\Il+ (33) = . , WL (I) =Vk +p . )
k cos kx — fe(x) sin kx sin kz
(4.18)
y el estado ligado de energia cero,
0

Ui (2) = . (4.19)

J/BePll

Para simplificar las relaciones que siguen, usamos una normalizacion conveniente.
Las supercargas usuales (4.4) cambian la paridad y los subespacios superior-

inferior de autofunciones,

qujg::l:) = +i/ k2 + 52\11;41)7 Ql\:[}g::t) — :FZ /k2 + 52\112::':)’ (420)
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QQ\IJE::) = k2 + 62\115':43)7 quj(i k2 + 52\11(43 (421)
Las supercargas de la supersimetria escondida (4.11) cambian solamente la pari-

dad,

= +i/k2 + 20 = VE+ RV a=4,- (422

Los operadores S, cambian solamente los subespacios superior-inferior de autofun-

ciones,
S = (K2 4+ H0F . U — 4+ 1) VE . a=4, - (4.23)
El 1nico estado ligado es aniquilado por las integrales de movimiento @), @a Vv Sa,
Q.05 =0, Q{7 =0, SU=o0. (4.24)

Como consecuencia, este estado es aniquilado por todas las otras integrales impares

Fy, ... Fgypares By,..., By y, por supuesto, por ‘H al tener energia nula.

4.6. Identificacién de la supersimetria

Para clarificar la naturaleza de la supersimetria generada por el conjunto completo
de ocho integrales de movimiento fermiénicas y ocho integrales bosonicas, definimos

las siguientes combinaciones de operadores pares,

1 1 1 1

P =2 (Bi£By) = 3Bills, P = (Byx B =3Bl (4.25)
SIS R R 4

3 —Z(l 2)_51 =+ (26)

donde II; = %(1 +T') son los proyectores. Estos operadores satisfacen las relaciones

[Pfﬂ,P; } = iJB (4.27)
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A PE| —iewP, ab=1.2, (4.28)

[P P = [0, PO = [0 PO = [, 157 = 0. (4.29)

a a

Las relaciones de conmutacién (4.27), (4.28) corresponden a la suma directa de
dos algebras su(2) deformadas. En particular, las relaciones (4.27) son muy similares
a las relaciones de conmutacion que satisfacen los componentes del vector de Laplace-
Runge-Lenz en el problema cudntico de Kepler. Si reducimos el subespacio de energia

a un valor distinto de cero £ > 3% > 0, los operadores reescalados
J&E = p@ /g3y g (4.30)

generan un algebra de Lie su(2) @ su(2) y satisfacen las relaciones

3 o 3
JE g6 i, T ) = L (4.31)

donde se asume suma en ¢ = 1,2, 3.

Estas relaciones nos dicen que dos autoestados comunes del Hamiltoniano con
energfa F > (3% > 0 y del operador de graduacién I' con autovalor +1 llevan un re-
presentacién de spin-1/2 para JZ-(JF), y son estados de spin-0 para Ji(_). Las integrales
fermidnicas transforman mutuamente los estados de estos autoespacios del operador
de graduacién. De acuerdo con el niimero total de generadores fermionicos indepen-
dientes, el subespacio de energia con £ > 3% > 0 lleva una representacién irreducible
de la simetria superunitaria su(2|2), la cual es una extensién supersimétrica de la
simetria bosénica u(1) @ su(2) ® su(2), donde la superdlgebra u(1) es generada por el
operador de graduacion [55]. Teniendo en mente que el Hamiltoniano aparece en una
forma general del superalgebra como una carga central multiplicativa, concluimos

que el sistema posee una simetria no lineal superunitaria su(2[2), en el sentido de

las Refs. [6,13,12].
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Como observamos, las tres posibilidades de graduacién resultan en sélo dos formas
diferentes para el dlgebra supersimétrica dada por las relaciones de (anti)conmutacién
con A=0paral'=Rycon A =1paral =03 yI' = Ros. La diferencia esencial
entre estas dos formas es revelada cuando observamos la reduccién al estado base de
energia cero. Con H = 0, la parte bosénica de la superalgebra es reducida al algebra
u(1l) @ e(2) ® e(2), donde el primer término corresponde a la integral ', y las otras
dos corresponden a dos copias de algebras 2D Euclidianas generadas por el operador
de rotacién JéH, los generadores de traslacién PV, [P1(+), P2(+)] = 0 y sus andlogos

para el subespacio con I' = —1.

4.7. Discusion

La adicion de grados de libertad tipo spin a la supersimetria bosonizada nos
permite encontrar nuevas integrales de movimiento, pero ademas nos revela una
inusual y nueva propiedad; para el mismo sistema superextendido existen diferentes
operadores de graduacién. Asi es posible identificar, en dependencia del operador de
graduacion, cada generador como bosénico o fermiénico. Por otro lado la acciéon de
las diferentes integrales de movimiento sobre los autoestados del sistema surge en
diferentes cuadros completando todas las posibilidades en que las funciones de onda
pueden cambiar. Todas las integrales bosénicas forman una superalgebra que cambia
en dependencia del nivel de energia en el cual permanecemos, tal como en el caso
del problema cuantico de Kepler, la forma no lineal de la simetria se reduce a los
subespacios de energia fija F < 0, E =0y E > 0 a las dlgebras de Lie so(4), so(3,1)

y e(3), respectivamente, donde e(3) es la dlgebra euclidea en 3D.



Capitulo 5

Tri-supersimetria y sistemas

finite-gap

En esta Seccién mostraremos que un sistema cudntico periddico con un potencial
suave y par admite 2" — 1 super extensiones isospectrales. Cada una esta descri-
ta por una tri-supersimetria la cual se origina a partir del operador diferencial de
orden superior del Par de Lax (3.95) y dos términos no singulares que la descom-
ponen. La parte local corresponde a una supersimetria centralmente extendida no
lineal espontanea y parcialmente rota. Ademas conjeturaremos la existencia de una
tri-supersimetria self-isospectral para un sistema finite-gap, con estados singletes an-
tiperiddicos y con la super-pareja de Hamiltonianos desplazada una con respecto a
la otra en la mitad del periodo del sistema. Estudiaremos la ecuacion 2-pardmetrica
asociada de Lamé como un ejemplo y discutiremos la estructura tri-supersimétrica
en el limite cuando el periodo tiende a infinito.

Es importante recalcar que nosotros buscamos transformaciones de Crum-Darboux
que sean regulares, es decir. que produzcan nuevos sistemas sin singularidades. En
un sistema periddico una transformacion regular puede ser obtenida si el nticleo del

operador de segundo orden A, (el caso con n = 2 en (2.21))) debe estar compuesto

66
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por estados correspondientes a los bordes de la misma banda prohibida [90]. Asi el
Wronskiano de estas funciones tiene un signo definido y no toma valor nulo. Cuando
tenemos una transformacion de Crum-Darboux de orden impar, aparte de los estados
de la misma banda prohibida, es necesario que la transformacién aniquile también
el estado base sin nodos, asi se garantiza que la pareja de potenciales sera suave
y sin singularidades. Para el caso del generador de supersimetria escondida boso-
nizada en sistemas finite-gap (3.102) la transformacién de Crum-Darboux asociada
aniquila todos los estados singletes. Como el Wronskiano de todos los estados sin-
gletes es una constate (3.100)), la pareja de potenciales es exactamente la misma y la
transformacién de intertwining se reduce a la relacién de conmutacion entre Z y H.

Continuando con un caso periédico, cuando 1y corresponde a un estado del borde
de una banda de la energia mas baja, 1y y 7o son soluciones no fisicas, de naturaleza
no periddica y divergentes. Cuando una transformacion de Darboux es realizada con
un estado sin nodos 1, tal que las autofunciones v, y 1/, son soluciones no fisicas
(no normalizables), el nivel de energia F, estd ausente del espectro de la pareja de

sistemas y los niveles de energia fisico satisfacen la relacion £ > FE,.

Es importante tener en cuenta que es posible obtener transformaciones de Crum-
Darboux regulares escogiendo ciertas funciones de Bloch [91,02, 93,04, 95]. Pero en

el caso general el nuevo potencial obtenido no serd una funcién par.

5.1. Extensiones tri-supersimétricas

Consideremos un sistema periédico n-gap, y denotamos r < n bandas prohibidas
en el espectro. 2r estados fisicos singletes en los bordes de estas bandas prohibidas
generan el espacio vectorial lineal 2r-dimensional, el cual denotamos como V.. El
Wronskiano de los 2r estados singletes de los bordes de bandas correspondientes es

una funcién par con periodo 2L. Sea ), un operador diferencial lineal de orden 2r
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que aniquila el espacio V.,

2r

d2r r—7J

x2r d T2r—3 -7

Los estados singletes del borde de las bandas pueden ser periddicos o anti-periddicos
y pueden ser representados por funciones de onda reales. Asi, los coeficientes de (5.1])
son funciones reales. Tomando en cuenta que cualquier estado del borde de las bandas
tiene una paridad definida, es posible demostrar que (5.1) es un operador par con

periodicidad 2L
1,Q4] = [R, Q4] = 0. (5:2)

El nicleo de la integral Z tiene la forma Ker Z =V, & V_ donde V_ es el espacio
vectorial lineal 2(n — r) 4+ 1-dimensional del resto de los estados singletes del borde
de las bandas. Entonces Z puede ser descompuesto como Z = STQ., , donde ST es un
operador diferencial de orden 2(n—7)+1 con la propiedad STQ,V_ = 0. Hermiticidad
de Z y las ecuaciones (3.95), (3.102), (5.1)) nos dicen que

Z=5'Q, =q\s (5.3)

» d2(n r) 2(n—r)+1 2(n r)+1—j
—18 = Y T+

dx2(n r)+1—j’ (54)
7=1

donde los coeficientes de funciones son reales y ¢;(x) = ¢f (). Por las propiedades

de Z y ), también encontramos que S es un operador 2L periédico impar.
Ahora mostraremos que Ker S = V_. Para verificar esto, es necesario notar que

de acuerdo a la ecuacién (2.26) y la identidad de Abel W’ = —¢;(z)W, la igualdad

¢ (z) = ¢ (z) obtenida directamente de (5.3) significa que la aplicacién de las trans-

formaciones de Crum-Darboux con los operadores (), y S, notablemente, producen

/

el mismo Hamiltoniano super-pareja no singular H = H + 2(c¢])’, satisfaciendo las
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relaciones de intertwining

Q.H=HQ,, SH=HS, (5.5)

QLH=HQY, S'H=HS" (5.6)

El Hamiltoniano H describe un sistema periédico con un potencial par de periodo
2L con n gaps en su espectro. De esta manera existe un operador diferencial hermitico
Z de la forma (3.95) que conmuta con H. Las relaciones de intertwining (5.5), (5.6)

no otorgan una descomposiciéon alternativa de dos términos para Z,
[H,5QY] = [H,Q:S=0 (5.7)

Ambos operadores S QL y QST son de orden 2n+1 y deberfan coincidir con Z hasta
un polinomio en H. Sin embargo estos operadores anticonmutan con el operador de

reflexion R y por lo tanto

7 =28Q" =qQ.s" (5.8)

Tomemos cualquiera de los 2(n — r) + 1 estados singletes W_ € V_ que no son
aniquilados por @),. Multiplicando la ecuacién ZW_ = 0 por ), por la izquierda y
usando (5.3)) y(5.8), obtenemos que SQLQJF‘II_ = 0. El operador QLQJF es periédico
en 2L y debido a (5.5), (5.6), conmuta con el Hamiltoniano H.

Este operador no cambia ni la energia ni el periodo de un estado singlete ¥_,
entonces QLQJF‘II_ = aV¥_, donde a es un nuimero distinto de cero. Por lo tanto,

SQLQJF\I!_ = aSV_ =0, y concluimos que Ker S = V_. Cambiando la notacion,

Q.

S (5.9)

tenemos

Z=Q1Q-=Q'Q., Z=0,Q"=0.q", (5.10)
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Ker Q, ®Ker Q_ =Ker Z,  Ker Q| @ Ker Q" = Ker Z. (5.11)

Este resultado significa la completa isospectralidad de los sistemas peridédicos
finite gap descritos por los Hamiltonianos H y H. De hecho, de acuerdo a las propie-
dades de las transformaciones de Crum-Darboux, la accién de los operadores Q) y
()_ sobre cualquier dublete de autoestados de H del el interior de las bandas permi-
tidas transforman en un dublete de autoestados de H con el mismo valor de energfa.
Los operadores adjuntos QL y QT_ actuan de la manera similar pero en la direccién
opuesta. Por otro lado los estados singletes de H aniquilados por @, (o Q_) son
transformados por @) (o 1) en modos ceros de QL (o QT_) que corresponden a
estados singletes de H de la misma energfa. El mismo cuadro es valido para los es-
tados singletes de H aniquilados por Ql (o QT_) y transformados por Q_ (o0 Q1) en
estados singletes de H.

Las relaciones de intertwining (5.5), (5.6) como también la factorizacion de las su-
percargas de la supersimetria bosonizada pueden ser reescritas en una forma compac-

ta por medio de matrices y definiendo un Hamiltoniano extendido H y los operadores

Q:I:yzv

H o 0 Z 0
H = , Q.= ©= , Z= (5.12)
0 H QL 0 0 Z
Aca las relaciones (5.5), (5.6) y (5.10) pueden ser presentadas como
[H, 2] =0, [H,Qi]=0, (5.13)
Z — Q_ Q+ - Q+ Q_. (514)

El triplete @, Q_ vy Z es un conjunto de integrales de movimiento para el sistema

superextendido H que mutuamente conmutan entre si. Existe una base comin, en
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la cual Q4, Z y ‘H son diagonales, y como todos estos operadores son auto-adjuntos,
sus autovalores son reales. Se cumplen también las siguientes igualdades

2n+1
2°=0,0.0.0 =Q1Q* =P:(H) = || (H- E)), (5.15)

j=1
donde Pz es un polinomio espectral positivamente definido y£; son las energias de
los estados singletes de los subsistemas. En correspondencia con (5.15), los estados
de los bordes de las bandas del sistema extendido estan organizados en dubletes
supersimétricos, sobre el cual Z toma valor cero. Los estados del interior de las
bandas permitidas estan organizados en cuadrupletes de energia, sobre el cual Z toma
valores distinto de cero :l:\/m . Las componentes diagonales de Q% consisten en
operadores diferenciales de ordenes 4r y 4(n—r)+2. Uno de estos niimeros es menor
que 2n+1. Supongamos que este es el caso del operador Q3 . Su componente diagonal
inferior QLQJF satisface la relacién [H, QLQJF] = 0. De acuerdo a la teoria general
de sistemas finite-gap, los tnicos operadores que conmutan con H de orden menor
que 2n + 1 son polinomios en el Hamiltoniano, y por lo tanto podemos concluir
que QLQJF es tal polinomio, el cual toma valores nulos sobre los 2r singletes que
pertenecen a Ker (). Los mismos argumentos se mantienen para la componente
superior del operador Q2 y podemos encontrar que

Q2 = P.(H) = ﬁ(H — Ef). (5.16)

j=1
Haciendo uso de (h.15) y (5.16), obtenemos también

2(n—r)+1
Q=P H)= ]] H-E), (5.17)

j=1
donde P.(H) son operadores positivamente definidos y E* son las energfas de los
estados singletes aniquilados por Q.. Los autovalores de Q4 son ++/Py(FE), donde
los signos de las raices cuadradas estan relacionados con el signo de de la raiz del

respectivo autovalor de Z en concordancia con (5.14).
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En analogia con la tri-supersimetria del sistema (4.3), ademas de las integrales de
movimiento no triviales Z y Q. , el Hamiltoniano H posee otro triplete de integrales

que conmutan entre si,
Fl = 03, FQ = R, F3 = RO’3, (518)
las cuales satisfacen las relaciones

s =1, I'?=1, i=1,23. (5.19)

)

Cualquiera de estas integrales I'; puede escogerse como operador de graduacion Zs,
|

Nuevamente, cualquiera de estas integrales no triviales puede conmutar o anti-
conmutar con las integrales triviales. Fijando el operador de graduacion, podemos
clasificar cualquier integral no trivial como bosénica o fermidnica, mientras que el
Hamiltoniano y las integrales triviales (5.18) siempre son operadores bosénicos.

Para todas las posibles elecciones, una de las integrales no triviales juega el rol de
un operador bosénico Zo-pares, mientras que las otras dos integrales estan clasificadas
como operadores fermionicos Zs-impares, como lo ilustra la Tabla a continuacion, que

refleja las diferentes integrales de tri-supersimetria,

Operador de graduaciéon | o3 R o3R

Integrales bosonicas Z Q. o_
Integrales fermidnicas Q.,,9 | Z Q | Z Q

5.2. Supersimetria no lineal centralmente exten-

dida N =4

Escogamos ahora el operador de graduacion I'y, = o3 para discutir la subdlgebra

generada por las integrales locales olvidando por el momento la integral no local R.
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Si introducimos la notacién
O=09,, QY =in0.. (5.20)

Estas supercargas fermionicas junto con los operadores bosénicos Z y ‘H generan la

superalgebra
{Q.Qly =25"P.(H), {QY. Q") =25"P (W), (5.21)
{0 QY1 =257z, (5.22)
M, QY] =M, 2] = [2,0%] = 0. (5.23)

La superélgebra (5.21), (5.22), (5.23) estd identificada como una supersimetria no
lineal N = 4 centralmente extendida, en la cual Z juega el rol de la carga central
bosénica. La estructura bésica del dlgebra (5.21)—(5.23) fue discutida por Andrianov
y Sokolov [96], pero fuera del contexto de sistemas periédicos finite-gap y potenciales
pares.

Las supercargas ng) aniquilan una parte de los estados del borde de las bandas
mientras que la otra parte de los dubletes supersimétricos estan aniquilados por las
supercargas 0. Los estados del borde de las bandas que no pertenecen al nicleo
de las supercargas ng) (o Q(_a)) son transformados, o rotados, por estas supercargas
dentro del dublete correspondiente. La carga central bosénica Z aniquila todos los
estados del borde de las bandas. Entonces tenemos un cuadro similar al rompimiento
parcial de la supersimetria que aparece en teorias de campo supersimétricas con
monopolos BPS [97].

Para aprender la naturaleza de la estructura algebraica de la tri-supersimetria
en sistemas finite-gap se debe proceder de manera similar en comparacion para el

sistema supersimétricamente extendido del potencial de Dirac. Se deben considerar
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el conjunto de integrales de movimiento creada por las combinaciones multiplicativas

de las integrales triviales con no triviales, es decir,
H? Fi? FQZ7 FaQ-{-, FQQ—7 (524)

donde a = 0, 1,2, 3, y denotamos por I'y la matriz unidad 2 dimensional.

Dado que las integrales pueden conmutar o anticonmutar con cualquiera de los
operadores (h.18), al identificar uno de los operadores como el operador de graduacén
Zso, lamemoslo T'y, el conjunto de integrales se separa en ocho integrales Zs-pares
bosénicas y ocho integrales Zo-impares fermiénicas. Aunque esta separaciéon depende
de la eleccién de Iy, la superalgebra tiene la misma estructura en los tres casos. En
particular usando un precepto similar al discutido en la Secciéon 4.4, encontramos
que la estructura de todas las relaciones de conmutacion son casi idénticas a las de
la Tablas (4.2), (4.3) y (4.4) médulo polinomios del Hamiltoniano, en dependencia
también, del operador de graduacion I', escogido. Para los detalles, mirar [36].

El algebra de los operadores bosonicos puede ser revelada construyendo los analo-
gos de los operadores (4.25) y (4.26)), los cuales es necesario reescalar de la siguiente
manera

I = PY) [ Pg(H) (5.25)

donde Pg(H) es el polinomio espectral que corresponde al cuadrado de la integral
no trivial bosoénica, es decir puede ser el cuadrado de Q4+ o Z en dependecia de cual
conmute con I',.

Para los niveles de energia que estan degenerados cuatro veces o los niveles de
energia en el interior de las bandas, F # E;, el subespacio correspondiente lleva
una representacion irreducible de la simetria superunitaria su(2|2), que la extesién
supersimétrica de la simetria bosénica u(1) & su(2) @ su(2). Si reducimos nuestro
sistema extendido al subespacio correspondiente a los niveles de energia doblemente
degenerados E;, de los dubletes de estados del borde de las bandas, la parte bosénica

del superélgebra se reduce a u(1) @ e(2) ® e(2).
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5.3. Conjetura self-isospectral

En el ambito de mecédnica cudntica supersimétrica asociada con una estructura
superalgebraica lineal, la completa isospectralidad en los sistemas no periddicos es-
ta relacionada con el rompimiento de supersimetria, que significa que el dublete de
estados bases no esta aniquilado por las supercargas. En [27], Dunne y Feinberg con-
sideraron extensiones supersimétricas de potenciales periddicos. Argumentaron que
al contrario de la situacion usual, la completa isospectralidad de los Hamiltoniano
super-pareja puede aparecer sin violacién de la supersimetria. Como un ejemplo de
la situacién ellos presentaron el Hamiltoniano de Lamé 1-gap, donde la extensién
supersimétrica otorgada por la transformacion de Darboux corresponde a las su-
percargas de primer orden 0' definidas en (5.20). El Hamiltoniano super-pareja
se muestra como el original pero desplazado en la mitad del periodo. El fenémeno
del desplazamiento en la mitad del periodo de los Hamiltonianos super-pareja fue
llamada en [27] como self-isospectralidad.

Motivados por [27], podriamos formular la pregunta acerca de la existencia de self-
isospectralidad en extensiones tri-supersimétricas de los sistemas finite-gap. La self-
isospectralidad aparece si traslacién de la mitad del periodo L provoca una inversién

del Wronskiano
1

W(z)’

donde C* son constantes distintas de cero. De hecho tal desplazamiento produce un

WH(zx + L) =C* (5.26)

cambio en el signo del coeficiente ¢ (2) = —(In W*)’ de los operadores Q+ y por lo

tanto se transforman en sus conjugados
@+ L)=—cf(@), Qilr+L)=0QL(x). (5.27)

Haciendo la traslacion en L en las relaciones de intertwining y comparando el resulta

con sus conjugados, es posible verificar que

H(z)=H(x+ L), (5.28)
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y por lo tanto la self-isospectralidad aparece.

La construccion considerada nos da una receta de como obtener parejas de siste-
mas tri-supersimétricos dado un Hamiltoniano n-gap. El Hamiltoniano super-pareja
de H, H esta determinado tnicamente cuando hacemos la separacién de los estados
singletes en dos familias disjuntas. Existen > ;_, (}) = 2" separaciones distintas de
acuerdo a las reglas de las transformaciones de Crum-Darboux nos aseguran un nuevo
sistema regular. Como una de las separaciones es trivial, la que corresponde a elegir
todos los estados singletes en donde aparece Z como una integral de movimiento
para H, encontramos finalmente que existen 2" — 1 extensiones tri-supersimétricas
dado un sistema n-gap. Todas las extensiones isospectrales puede ser obtenidas por
transformaciones sucesivas de Darboux de primer y Crum-Darboux de segundo or-
den.

Si los estados antiperiddicos singletes estan presentes en el espectro, entre todas
las posibles separaciones de los estados singletes existe una excepcional, dado por
la seleccién de los estados singletes en familias mutuamente ortogonales de estados
periddicos y antiperiddicos. A pesar de no tener una demostracion, conjeturamos que
esta separaciéon “natural” nos lleva a una supersimetria self-isospectral, caracterizada
por el Hamiltoniano super-pareja H, en ser el original pero desplazado en la mitad
del periodo del sistema.

Supongamos que un sistema n-gap H con n > 1 tiene estados singletes anti-
periédicos en su espectro, y H es el Hamiltoniano desplazado en la mitad del pe-
riodo, obtenido mediante transformaciones de Darboux asociadas con la separacion
especificada de los estados singletes. Ahora construimos una transformaciones de
Crum-Darboux generadas por )+ pero que estan asociados con una separacién de
los estados singletes diferente a la especificada anteriormente, es decir, una separa-
cién que no sea entre estados de diferente periodicidad.

En este caso desplazando en la mitad del periodo todos los operadores @i, es-

tos generaran transformaciones de Crum-Darboux del sistema H. En esta manera
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obtendremos un nuevo par de sistemas isospectrales Hq y Hp:

H Q+ HQ
r—x+L r—x+L
; Qx
a Hyg

A continuacion la conjetura self-isospectral sera respaldada mediante el estudio

de la tri-supersimetria de la ecuaciéon asociada de Lamé.

5.4. 'Tri-supersimetria y el Hamiltoniano de Pauli

Para investigar la pregunta sobre la presencia y naturaleza de la supersimetria no
lineal en sistemas periddicos finite-gap, estudiemos un modelo en 2D descrito por el
Hamiltoniano de Pauli para un electréon no relativista bajo la influencia de campos
eléctricos y magnéticos. Este modelo corresponde a la amplia clase de sistemas pe-
riédicos investigados por Novikov et al. [98]. Es bien conocido que en la ausencia de
campo eléctrico, el modelo que incluye al problema de Landau como caso particular,
esta caracterizado por una supersimetria con una estructura superalgebraica usual y
lineal. Elegiremos campos eléctricos y magnéticos de tal forma que las componentes
spin-up y spin-down de la funcién de onda del electrén sientan el mismo potencial
periddico efectivo unidimensional pero desplazado en la mitad del periodo. Como
resultado el potencial efectivo del sistema sera self-isospectral. Los potenciales vec-
tor y escalar estan escogidos de manera tal que produzcan la ecuacion asociada de
Lamé con dos pardmetros m y [.

Consideremos un electrén no relativista confinado a un plano moviendose en la
presencia de un campo eléctrico, dado por un potencial escalar ¢(x,y) y un campo

magnético B, (x,y). El electrén estd descrito por el Hamiltoniano de Pauli

H.=(pe + A.)° + (py + A)° + 03B, — ¢, (5.29)
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donde se usaron las unidades usadas antes h = ¢ = 2m = —e = 1. Nos restringiremos
a elegir que B, y ¢ solo dependen de z. Asi escogemos A, = 0, A, = w(x) y entonces
B, = ?1_1; y podemos presentar la funcién de onda en la forma ¥(z,y) = e"¥1)(x),

donde K, —00 < K < 00, es el autovalor de p,. Tomando

w(x) = ozdi In(dnz), o(z) = pw?(z) + yw(z) + 6, (5.30)

x
con la eleccién apropiada de los parametros constantes «, (3, v y §, reducimos (5.29)

a un sistema peridédico cuantico dado por el Hamiltoniano matricial diagonal H con

componentes up (+) y down (—) de la forma H,,, = —% + V@), Acd V! (x) =
Vi + L),
k/2
Via(x) = —Cppdn?z — C’ld +c, (5.31)

2
n“x
Cp =m(m+1), C; =1(l+1), m y | son nimeros reales tales que C2, + C? # 0,
¢ es una constante. El Hamiltoniano obtenido de esta manera describe un par de

sistemas asociados de Lamé que sera discutido a continuacién.

5.5. Extensiones isospectrales para el potencial aso-

ciado de Lamé

Ahora aplicaremos la teoria general desarrollada en las secciones anteriores a una

amplia clase de sistemas finite-gap descritas por la ecuacién asociada de Lamé,
2

dn’x

—p" — (C’mdnzx +C + E) =0, (5.32)

que es una generalizacién 2-paramétrica de la ecuacién de Lamé (3.54), cuando uno
de los paramétros en la ecuacién asociada de Lamé desaparece | = 0 recuperamos
el sistema (3.54). Estudiaremos ahora las extensiones isospectrales basadas en la
separacién natural de los estados singletes en periddicos y anti-peridodicos y mostra-
remos que nos llevan a sistemas tri-supersimétricos self-isospectral y su estructura

en general.
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El espectro del sistema unidimensional periédico esta gobernado por el Hamilto-

niano correspondiente a (H.32)

B ) ) k/2
H, ,=-D"—Cpdn'z — C;— (5.33)

dn“z

consiste en bandas de valencia y zonas prohibidas las cuales estan alternadas mutua-
mente hasta que alcanza la banda semi-infinita de conductividad.

Como en el caso de Lamé (3.54) la configuraciéon de las bandas depende sen-
siblemente de los pardmetros constantes, cuando m,l € Z (de ahora en adelante
suponemos este caso) las bandas espectrales estan organizadas de manera que solo
hay un nimero finito de ellas. El periodo 2L del potencial con C,, # C; in (5.33) es
igual a 2K. El caso C,, = C) corresponde al sistema Lamé (3.54) pero con periodo

2L = K caso que esta discutido en detalles en [36]. El cambio de pardmetros
m—-m-1, |——l—-1 (5.34)

deja el Hamiltoniano (5.33) invariante, por lo que sin perdida de generalidad, pode-
mos considerar el caso m > [ > 0. En este caso el sistema es m-gap.

Para empezar la construcciéon de la estructura supersimétrica, nos concentraremos
en la separacién de los estados singletes en peridédicos y anti-periédicos. En un paso
inicial para la construccién de los operadores () v ()_ se requiere la forma expliciita
de los estados del borde de bandas, o bien, combinaciones lineales de ellos.

Como sabemos de la construccién de los operadores Q. y ()_, el subpespacio de
auto estados singletes periédicos tiene dimensién impar, mientras que el subpespacio
con estados anti-periddicos es par. Sobre el estos dos subespacios de estados singletes,
estan realizadas dos representaciones irreducibles unitarias del algebra sl(2,R). En
concordancia con [99,85], el espacio de 2m + 1 estados singletes puede ser tratado
como la suma de dos representaciones de sl(2,R) de dimensiéon m — [ (espin j; =
s(m—1—-1))y m+1+1 (espin jo = 5(m +1)).

La periodicidad de estos subpespacios depende de la paridad de m — [. Cuando

m—1 es impar la representaciones de espin-j; (espin-js) estan realizadas sobre estados
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2K-periddicos (4K-periédicos ), cuando m—I es par la periodicidad de los subespacios
espin-j; y espin-j, se intercambia.

Para evadir posibles confusiones con la construccion de las supercargas cambia-
remos levemente la notacién. Denotaremos como X, ; el operador que aniquila el
subespacio de m — [ autofunciones mientras que Y, ; aniquilard las m +{ + 1 funcio-
nes restantes.

Usando los resultados en (??) es posible encontrar que

Yn:l _ qmtitl +mil—:i-l CY dm+l+1—j' _ dl’lm+1$ Cngxi m+I+1 dl’lll’
) drm+i+l p I dpmti+l—j cn™mtH+2, dnz dzx cn™tly
(m+1)/2
d k*(m — l)en?x sn
= — —j(k? +dn’z) ) —— ). (5.35
, H <dx * ( 2 JRT + dut) cnzdnx (5:35)
j=—(m+1)/2

El indice superior del producto corresponde al primer término de la izquierda mien-
tras que el el indice superior denota el ultimo término Ahora podemos construir el

operador X, haciendo la simple sustituciéon [ — —I — 1 en (5.35)

_ A S Ll dn™ 'z fen?z d \™ dn
Kmi = daxm~! * ;cj dam7  enm g <dnx %) cnm-l-lg (5.36)
(m—1—1)/2
d k*(m + 1+ 1)en’z snx
— e s kl2 d 2 ).
; H <dx+( 2 IR+ dn’) cnzdnz
j=—(m—I-1)/2

Como mencionamos anteriormente, los coeficientes de la segunda derivada mas alta
de X, v Y, coinciden y permiten la construccion explicita de la super-pareja del
Hamiltoniano (5.33)

!/

x mil 5 (Cpy — C)) snzenz 1 o CNISNT
= =q W 5 o 5 (m—0(m+1+1) e
(5.37)

La igualdad ¢ = ¢! refleja que los Wronskianos de los nicleos de X1 VY, sean

iguales hasta un factor nimerico que no es esencial, relacionado con la arbitrariedad
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de la normalizacién de sus modos ceros. La parte esencial de estos Wronskianos esta

dado por la funcién sin nodos
Wni(z) = (dn g)z(m=Hm+i+1), (5.38)

cuya invarianza con respecto al cambio | — —[ — 1 refleja justamente la igualdad
indicada en los coeficientes.

La propiedad de las funciones de Jacobi
dn(z+ K) =k /dnx (5.39)

nos muestra que el Wronskiano W, ;(z) satisface la relacién (5.26), y por lo tanto la
conjetura funciona en este sistema, la separacién natural de los estados singletes en
estados periddicos y antiperiédicos nos otorga una tri-supersimetria self-isospectral
para el sistema con el Hamiltoniano super-pareja H=H ;;l, que es el Hamiltoniano

original transladado en la mitad de su periodo

H;;’l(x) =H, (z+ K). (5.40)
Su forma explicita es
k/2
Hf,=H,,+2¢, = =D*— Cidn’z — C (5.41)

"dn’z
Reescalando (5.10), el generador de la supersimetria escondida bosonizada del

sistema asociado de Lamé, (5.33) adquiere la siguiente forma factorizada

_ m—I 2m—+1 m4Il+1
7 dn~'z cen?zx d dnz\ " e’z d dn' x
ml cn™ i+l gy \ dnz dzx cnzx dnz dx cn™tl g
_ m—l1 2m-+1 m+I1+1
dn~'x sn’zx d dnz\ " sn’x d dn' z
snm~ !+l \ dnz dz sn T dnz dx snmH g
donde usamos las versiones alternativas

_l 1
dn" 2z (anx d )m dn " x

dnz dz

Xna(@) = e (5.42)
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Y- dn™ 'z (sn% d )mHH Solnlx (5.43)

x) = — S
m’l( ) sn™m T2y \ dnzx dx nmtliy

obtenidas por medio de la identidad

1 sn’x J 1 1 cn’x J 1
. D . = — D . . 5.44
sn/tlx (dnx ) sni—lx  cnitly <dng; ) cnd—lp ( )

Usando la misma identidad podemos probar que

Yo (o + K) = (=)™ (Y, (2), (5.45)
Yy
X;L,l(x +K) = (_1)m_l(Xn_1,l(x>>T (5.46)

Finalmente obtenemos un Hamiltoniano extendido H como también las integrales

hermiticas diagonales y antidiagonales,

HT 0 H (x+ K 0
Hm,l _ m,l . _ m,l( ) ) : (547)
0 Hm,l 0 Hm,l(x)
zZ* 0 Z (r+ K 0
Zyy = amr oo = 7t mil ) , (5.48)
0 Z,, 0 L (1)
0 X 0 X
Xy = ™! o) =t mil?) , (5.49)
X;;,l 0 X;Ll(x—l—K) 0
yml — ,L'm-‘rl—‘rl 0 YT;,l — im+l+1 0 YT;,l (x> 7 (550)
Y, 0 Y,z + K) 0

las cuales representan una realizacién explicita de (5.12). Las integrales Q4 estan

identificadas con &, ; y Vi, en la siguiente manera:

Q- =X, Qi =Vni, cuandom — ! esimpar (5.51)

Q. =X, Q- =Ymns cuandom — /[ es par (5.52)
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Como sabemos, los estados periédicos (antiperiédicos) tienen un numero par (im-
par) de nodos en el intervalo de un periodo. El niimero maximo de nodos que pueden
tener los estados aniquilados por an,l y yg;, no puede ser mayor que el orden de
estos operadores diferenciales. Cuando m — [ es par, an,l aniquila m — [ estados
del borde de bandas antiperiédicos con 1,1,3,3,...,m —[ — 1,m — [ — 1 nodos.

Los m + [ 4+ 1 estados del borde de bandas periédicos aniquilados por Y=

il tienen

0,2,2...,(m+1),(m + ) nodos. Cuando m — [ es impar, an,l aniquila m — [ es-
tados del borde de bandas periédicos con 0,2,2,...,m — [ — 1,m — [ — 1 nodos si
m —1[ > 1y un estado sin nodos ¥ si m —[ = 1. Este caso corresponde cuando Xmil
es la supercarga usual de primer orden. El operador yf,;l aniquila m + 1 + 1 estados
antiperiodicos con 1,1,...,m + [, m + [ nodos.

El cuadro general puede resumirse de la siguiente manera. Los estados del borde
U, es un modo cero de la supercarga de paridad impar, es decir, ynf,l (Xnil) cuando
m—I[ es par (impar). Los estados del borde de las bandas de la misma banda prohibida
se ‘atraen’ uno con otro; estos aparecen como modos ceros de una misma supercarga.
Cuando el nimero de bandas permitidas m + 1 esta fijo y m — [ crece en pasos de
2, aparecen dos nuevos estados del borde de las bandas aniquilados por mel, con
energias mas altas. Cada uno de estos pares es separado por un par de modos ceros
de yj;J. Los 2(l + 1) estados mas altos energéticamente son modos ceros de yg;,l.
Estas propiedades estan ilustradas en la Fig. h.1.

La integral Zf;l refleja la degeneracion de los estados de cada subsistema, mien-
tras que an,l y yf,;l revelan al self-isospectralidad del sistema compuesto. Como
resultado, este esta caracterizado por una degeneracién cuadruple de los estados

cuasi-periodicos y una degeneracién doble de los estados del borde de las bandas.
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m—Il=4 o Je—>» Jo—eo J¢—>»[ Jo—0f — F
0 1 1 2 2 3 3 4 4
m—Il=3>» le—e e Jo—=0[ Jo—0f — K
0 1 1 2 2 3 3 5 5
m—I0{=2 e J&e—>» Jo—e jo—of Jjo—0f — K
0 1 1 2 2 4 4 6 6
m—Il=1»"le—e  jo—e jo—o Jo—0 — K
0 1 1 3 3 5 5 7 7

Figura 5.1: Esquema de la estructura de bandas para los sistemas self-isospectrales con
m = 4. Los tridngulos (circulos) indican los estados del borde de bandas aniquilados por
anl: , ( )Ji ;) ¥ los nimeros bajo de ellos indican su nimero de nodos. Los estados con un

numero par (impar) de nodos son periédicos (anti-periédicos)

5.6. Supersimetria self-isospectral en el limite del
periodo infinito

Cuando k tiende a uno, las funciones elipticas de Jacobi dejan de ser doblemente
periddicas ya que su periodo real tiende a infinito mientras que su periodo com-
plejo tiene un valor finito 2iK’ = 2im; las funciones se transforman en funciones
hiperbdlicas

dnx — sechz, cnxz — sechz, snx — tanhuz. (5.53)

En este limite, la configuracién del sistema superextendido descrito por dos Ha-

miltonianos periddicos mutuamente deplazados (5.47) adquiere la siguiente forma

Hf 0 H 0
Moo= ™ | —HE="" |, (5.54)
0 H,, |+t 0 H

donde los operadores resultantes representan dos sistemas con el potencial PT con
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diferentes parametros de acoplamiento, especificado por los enteros m y [,

N N o N C,

H =———- — , H =—— — 5.95
m dxz?  cosh’z ! dx?  cosh’z ( )

Como sabemos el sistema mantiene su invarianza sobre la paridad [R, H]}] =0
y dado que m y [ son enteros el sistema también corresponde a un sistema finite-gap
y es reflectionless. El Hamiltoniano f[;L (f[fr) posee m + 1 (I + 1) estados singletes,
m (1) de ellos son estados ligados, el restante corresponde al nivel de energia mas
bajo del sector de scattering. Los Hamiltonianos (5.55) son casi-isospectrales. Su
espectro coincide en la parte continua E € [0,00) y en solamente [ + 1 estados
singletes. El Hamiltoniano H;, tiene adicionalmente m — [ niveles de energfa mas
bajos. Esto indica que pasa con la estructura espectral del Hamiltoniano extendido
H,,,; cuando el periodo real tiende a infinito. Los 2m + 1 estados del borde de las

bandas de H_ ; se transforman en m + 1 estados fisicos de H,

m?

mientras que en
el caso de el sistema super-pareja H;;l solamente 2] + 1 estados del borde de las
bandas convergen a funciones de ondas fisicas, el resto no son funciones de onda
bien definidas fisicamente. Ademads los dubletes de estados del borde de las bandas
y cuadrupletes de estados cuasi-periédicos cambian en m — [ estados singletes, [ + 1
estados dubletes y en cuadrupletes de estados de scattering. En en la Figura (5.6) se
representa diferentes casos de potenciales. La presencia de estados singletes da una
forma diferente de la tri-supersimetria, en comparacién al caso periédico donde no
existian estados singletes, que discutiremos a continuacion.

Tomando el limite k£ = 1, las integrales no diagonales(5.49), (5.50) se transforman

0 X, 0 X

Xy = i — X7 =t e (5.56)
Xy, 0 k=1 X5 0
0 v 0 Y,
ym7 _ im+l+l . m,l - 5?; = 2~m+l+l Yy ol ) (557)
Yoo ) k= Yoo 0
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IV

Figura 5.2: Cuadro cualitativo del limite & = 1 del sistema self-isospectral para m = 3,
[ = 1. La forma de los potenciales y bandas se muestran a la izquierda con k cercano a
1. Las lineas horizontales segmentadas en la derecha muestran los niveles de energia de
los estados singletes ligados, mientras que la linea continua corresponde a un dublete de
estados ligados y la linea del fondo del espectro continuo indica un dublete de estados mas

bajos del sector de scattering.

donde las componentes no diagonales son

Yo, = D.Dy1..DpiDyy Y =D D ir... DDy, (5.58)
Xt = DuiDia...DyiDpy X} =D D1 Dy 2Dy 1,(5.59)

y X+, = (—1)m_l(Xn_%l)T, Y;{l = (_1)m+l+1(f/n;l)ﬁ El limite no viola las relaciones

m,l

de conmutacion, por lo tanto la tri-supersimetria se mantiene y tenemos

(HEL, XL = [HE Y = (x0T, Y] =o0. (5.60)

m,l» m,l» m
Las componentes de los cuadrados de las supercargas no diagonales

v— v+ — v+
(XPT>2 o Xm,le,l 0 (yPT)2 o Ym,lYm,l 0
)0 _ g} > ? N - ~ o
" 0o XX " 0 YV,
(5.61)
corresponden a integrales de movimientos de cada subsistema PT individualmente.

Los resultados de la seccion anterior nos sugieren que deberian ser cierto tipo de
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polinomio en el Hamiltoniano, el cual es justamente el caso. Sin embargo, la situacién

cambia significantemente en comparacién con el sistema peridédico, donde podemos

obtener .
1T (7% = By = PXT (D). (5.62)
5=0

acd B, j = —(m—3)% 7 =0,...,m—[—1, corresponden a los m—1[ estados singletes

del sistema superextendido. El cuadrado de la segunda supercarga no diagonal puede

ser factorizada usando PLT

m—1

Vo) = (MY = Enm) T[] (HOL = Eny)*PET(HOY), (5.63)

j=m—1
Considerando el caso limite de la supercarga diagonal (5.48), encontramos que

corresponde exactamente a la encontrada anteriormente (3.46), en el contexto de

supersimetria escondida bosonizada,
A2n+1 == D—nD—n—i-l e DO e Dn—lpn' (564)

Los subsistemas fI;L y Hl+ tienen integrales de movimiento impares As,,.1 v
Aoy de ordenes 2m + 1 y 2] + 1, respectivamente. Por otro lado, sabemos que
las componentes de la integral diagonal Z¥7 son integrales de paridad impar de
orden 2m+ 1 para cada subsistema. A continuacién explicaremos como las integrales
Aot v Agp1 manifiestan su presencia en el esquema tri-supersimétrico. En el limite

Zomi — ZH, podemos seguir la presencia de las integrales Agpy1 ¥y Az en las

componentes diagonales

m,l Zml -

— Xt Ve = Ayt = DDy ... Dy... Doy Dy (5.65)

+ +
Zm e Zml_

XV =X X Ag (5.66)
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Cada uno de estos operadores, de mismo orden, es una integral del subsistema
correspondiente y juntas aniquilan todos los estados singletes y dubletes del sistema

superextendido. (Z]7)? produce un polinomio de la forma
m—1
(200 = (Mo = Bnm) [T (M0 = Ein)?, (5.67)
=0

el cual puede ser relacionado con una curva espectral hipereliptica degenerada de
género m, al contrario que en el sistema m-gap (5.47), cuyo polinomio espectral
(5.15) corresponde a una curva espectral hipereliptica no degenerada del mismo
género. Esto refleja el echo que la estructura de bandas desaparece, cada par de dos
estados del borde de la misma banda se transforma en un estados singlete, lo cual
provoca una degeneracién del polinomio espectral. Por lo tanto la degeneracion no
aparece en el estado mas bajo del espectro continuo. La Fig. .2 ilustra esta situacion.

Las componentes de la integral Y7 pueden ser reescritas en la siguiente forma

}A/_

m,l

Au1Dis1 .. DDy = Ay X, Y, = X Ay, (5.68)

m,

La relacién (5.63) puede ser expresada también como
V) = Ay (M) P (M), (5.69)

donde en correspondencia con (5.64) Agy 1 =D_D_11...Dy... Dy 1Dy

En el limite del periodo infinito, la fuerte relacién entre las integrales no diagonales
(5.56) y (5.57) se manifiesta por medio de la integral de paridad impar Ay de f[fr,
Ec. (5.68), la cual no esta presente en el caso periédico. Como consecuencia, esta

integral aparece tambien en la estructura de la integral diagonal Z:{L ;» mirar (5.66).

5.7. Discusion

En este capitulo discutimos la apariciéon de tri-supersimetria en sistemas finite-

gap. La integral de la supersimetria bosonizada puede ser factorizada en diversas
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maneras lo que permite encontrar transformaciones de Crum-Darboux y asi produ-
cir nuevos sistemas finite-gap y super-extender el sistema mediante los Hamiltonianos
superpareja. Como en el caso de potencial delta de Dirac, en total tenemos tres inte-
grales de movimiento no triviales y tres operadores de graduacién. El en caso del sis-
tema de Lamé asociado fue ampliamente discutido en la literatura. Dunne y Feinberg
consideraron el caso [ = m — 1 de los Hamiltonianos de Lamé asociado (5.33) como
un ejemplo de una extensién self-isospectral determinada por una transformacién de
Darboux [27]. Khare y Shukhatme [T00] determinaron que la transformacién de Dar-
boux nos entrega una extension self-isospectral del sistema de Lamé solo en el caso
de 1-gap mientras que en las otras configuraciones las extensiones son de naturaleza
completamente diferente. Por otro lado, Fernandez et al revelaron self-isospectralidad
del Hamiltoniano de Lamé de 2-gap cuando una transformacion de segundo orden fue
aplicada [65]. Bajo la luz de los presentes resultados podemos entender todas estas
investigaciones anteriores como piezas de un mosaico, el cual es completamente or-
ganizado por la estructura de tri-supersimetria y por la supersimetria self-isospectral
del sistema de Lamé asociada. En particular, el sistema considerado por Dunne y
Feinberg es la extensién self-isospectral H,, ,,,—1 del Hamiltoniano de Lamé asociado,
ver (5.50). Detrés de la supercarga de primer orden &, ,,,—1, la lista de las integrales
locales pueden ser completada por la otra supercarga no diagonal Y, ,—1 y la inte-
gral diagonal Z,, ,,_; la cual juega el rol de una carga central de una supersimetria
extendida no lineal N = 4. Aunque ambas integrales X, ,,—1 V¥ Z.m—1 aniquilan el
dublete de estados bases, la tri-supersimetria esta espontdneamente rota de forma
parcial, debido a que el dublete de estados bases no se anula bajo la accién de la
supercarga YV, n—1. Iisto sugiere que rompimiento de supersimetria deberia ser ana-
lizado teniendo en mente el conjunto completo de integrales Z, ng) y Q(_a), en el
caso de una clase general de sistemas finite-gap. Se mostré también que incluyendo
campos eléctricos y magnéticos para el movimiento de un electrén en el plano puede

ser reinterpretado en términos de tri-supersimetria self-isospectral, donde las com-
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ponentes up y down del electréon sienten el mismo potencial pero desplazado en la

mitad del periodo del sistema.
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Figura 5.3: Los potenciales a la izquierda corresponden a H_ , (linea punteada) y H:[L .

(linea sélida) para k? = 0,99. En la derecha se muestra el limite del periodo infinito (k — 1)

de los potenciales. Acd los estados ligados y el estado mas bajo de scattering que comparten

ambos sistemas estan organizados en dubletes de energia (linea sélida), mientras que los

m — [ estados ligados mas bajos (linea punteada)

representan estados singletes.



Capitulo 6

Poschl-Teller y AdS-

En este capitulo mostraremos que la supersimetria escondida bosonizada no lineal
del sistema RPT y la tri-supersimetria no lineal relacionada para el caso extendido se
origina del problema cuantico de una particula cargada no relativista sobre la super-
ficie AdS, bajo la presencia de un vortice singular tipo magnético. Clasicamente, la
particula realiza un movimiento libre geodésico sobre AdS,. El efecto AB influencia
esencialmente sobre las propiedades cuanticas del sistema. Para valores semienteros
del flujo, el espectro esta caracterizado por una degeneraciéon adicional doble rela-
cionada a un automorfismo involutivo especifico de la isometria de AdS,. El sistema
revela una dinamica cudntica reflectionless en este caso. Estos dos propiedades rela-
cionadas subyacen la estructura supersimétrica peculiar no lineal del sistema RPT

obtenida mediante una reduccién del momentum angular.

6.1. Efecto Aharonov-Bohm sobre AdS,

Consideremos un hiperboloide de una hoja

a'r, = -2t — x5 + 15 = —R? (6.1)

92



6.2. Sistema clasico 93

embebido en espacio de Minkowski tridimensional con la métrica
ds? = datdx"n,,, N = diag (=1, —1,+1), v =1,23. (6.2)
Este espacio puede ser parametrizado por
z' =Rcoshxycosp, x?=Rcoshysing, 2°=Rsinhy, (6.3)
y es conocido como el espacio AdS, de radio R > 0 con la métrica inducida
ds* = R?*(dx? — cosh? xdy?), —00 < ¥ < 00,0 < <27, (6.4)

Introduciremos en este espacio el vector potencial que corresponde al efecto
Aharonov-Bohm

) X9 o €
- - 9= — >
2 a2 + x3’ 2m a2 + 13’

A = Ay =0, (6.5)

el cual describe un campo “magnético”de una linea de flujo a lo largo del eje x3
B, = €un0" A* = (0,0, ®0% (21, 7)), (6.6)

donde €,,,\ es un tensor antisimétrico €193 = 1.

6.2. Sistema clasico

Consideremos una particula cargada no relativista acoplada minimalmente al
campo de gauge externo U(1) (6.5) y confinada a moverse en una superficie de dos

dimensiones (6.1). Tomando en cuenta las Ecs. (6.3), (6.5) el Lagrangiano corres-

1

pondiente de una particula de masa igual a uno L = 3

AR R
it + SATH, se reduce a

R2
L= 7( (> — cosh® x ¢?) — g, (6.7)
donde a = ;—fc, # = da*/dt, y t es un pardmetro de evolucién. El dltimo término

de acoplamiento en (6.7) es una derivada total y no afecta la dindmica clasica de la
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particula que realiza un movimiento geodésico sobre AdS,. La forma de las trayec-
torias pueden ser identificadas senalando que el grupo de isometria de AdS, es un
grupo transitivo del hiperboloide (6.1), es decir, dos puntos cualquiera de la superfi-
cie puede relacionarse uno con otro mediante una transformacién SO(2,1) apropiada.

Los generadores de esta simetria son las integrales de movimiento

Ji = —p, sinp — J3 cos g tanh y, Jo = pycosp — Jysinptanhy, (6.8)
J3 =p, + a, (6.9)

donde p, = g—§, Py = g—fb son los momentos candnicos , {¢,p,} =1, {x,py} = 1. Con
respecto a los paréntesis de Poisson, las integrales (6.8) y (6.9) generan la dlgebra
(241)D de Lorentz

{Jua Jl/} - _E;w)\l])\' (610)

Su conservacién viene de la forma del Hamiltoniano canénico, H = p,x + p,¢ — L,
1 (py + @)
H=_—(p?->2—+2), 6.11
2R2 (px cosh? y (6.11)
que se reduce al elemento Casimir del so(2, 1), hasta una constante multiplicativa
1

H=-—
IR?

c, C=J,J" (6.12)

Por medio de una calculacién directa es posible mostrar que las integrales (6.8), (6.9)
satisfacen la relacion

2 J, =0 (6.13)

con z* dados por (6.3). Como resultado, la trayectoria de la particula esta deter-
minada por la interseccién del hiperplano de Minkowski (6.13), J, = const, con la
superficie del hiperboloide (6.1). Su forma dependera del valor del Casimir C. Para
C >0,=0, 0 <0, la trayectoria es una elipse, una linea recta, o una hipérbola.
Debido a la métrica indefinda Lorentziana de la superficie AdSs,, los valores del
Hamiltoniano (6.11)) no estan restringidos desde abajo. Nosotros estaremos interesa-

dos en sistemas cuanticos reducidos a ciertos niveles de la integral J3, en el cual el
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espectro estd restringido desde abajo. Como sigue de 6.9) y (6.11) el sistema redu-
cido describe un sistema Poschl-Teller unidimensional. Los tres tipos de trayectorias
clasicas del sistema (6.11) corresponden a un movimiento ligado periédico (C > 0), o
un movimiento no ligado (C < 0) en un potencial 1D cldsico atractivo. En particular,
las trayectorias de lineas rectas sobre el hiperboloide corresponde a un movimiento
de energia cero del sistema Pdschl-Teller.

Debido al cuadro algebraico existente, el sistema (6.12) tiene también dos si-
metrias discretas. Estas no tienen un rol relevante en el caso clasico, pero juegan un
rol importante a nivel cuantico en el contento de la supersimetria que discutiremos.

Estas simetrfas son automorfismos involutivos de la algebra so(2,1) (6.10),
R: (J1, Ja, J3) — (=T, =2, J3), St (J1, Jay J3) = (=1, J2, —J3). (6.14)

En el espacio de Minkowski que discutimos, las simetrias (6.14)) corresponden a un

cambio de signo en la coordenada tipo-espacio x® y en una coordenada tipo-tiempo,
2

Y

la cual en correspondencia con la eleccién de la definicién de S, identificamos con x
R: (24,27, 2%) — (2, 2% —2%), S (z' 2% %) — (2, —2? 2°). (6.15)
En las coordenadas curvilineas estas simetrias corresponden a

R:(x,0) = (=x,¢),  S: (e — 069 (6.16)

El lagrangiano (6.7) es invariante bajo la simetria discreta R. Sin embargo, es cuasi-
invariante bajo la simetria S, que provoca un cambio con un término con una derivada
total, AL = 2a¢, la cual no afecta al movimiento cldsico. En correspondencia con
tal cuasi-invarianza del Lagrangiano, para reproducir el automorfismo definido por
(6.14) cuando hay un flujo de Aharonov-Bohm « distinto de cero, una transformacién
@ — — tiene que estar acopanada por una transformaciéon canénica adicional p, —
P, — 2. Al nivel cuantico, la transformacién unitaria correspondiente es generada

por el operador

Ua(p) = exp(—2iay). (6.17)
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Este operador esta bien definido solamente en el caso cuando el flujo toma valores
enteros y semienteros. Como veremos mas adelante, para 2« ¢ Z, la simetria discreta

S esta espéntaneamente rota.

6.3. Cuantizacién y propiedades espectrales

La cuantizacién canodnica del sistema con una prescripcién simétricamente orde-

nada de los factores que no conmutan en los andlogos cudnticos de (6.8) deja los

operadores
= . 1 .
Ji = isingp (8X b tanh X) — cos p tanh yJ3, (6.18)
~ 1 ~
Jy = —icosy <8X ~3 tanh X) — sin ¢ tanh x.Js, (6.19)
Js = —id, +a. (6.20)

Ellos generan una algebra so(2, 1),
[T, J)) = —i€umnd ™. (6.21)

Nosotros asumimos que estos operadores actian sobre el espacio de las funciones de
onda 9 (x, ¢), que son 27 periddicas en ¢, donde estos son hermiticos con respecto

al producto escalar

1 0 27 .
(1, 12) = g/ / VT (G 9)P2(X, ©)dxdep. (6.22)
—o00 J O
El Hamiltoniano cuéntico R

J: -1
H=_9%_ 4 6.23
- X ‘h2 ( . )

cosh” y

se obtiene de (6.12), donde ponemos 2R?* = 1 y sustraimos un término constante

, . 2
cuantico % y tenemos

- L1
H=—JJ"— . (6.24)
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Como el Hamiltoniano (6.23)) es el operador de Casimir so(2,1) desplazado, uno
puede escoger una representacion en la cual H y el generador so(2, 1) compacto, jg,
son diagonales. La ecuacién de Schrédinger asociada con el Hamiltoniano (6.23) es
separable en las variables x y (. Las autofunciones comunes de H y Js pueden ser

factorizadas como
Ve () =m0 (x), m=0,+1,+2, ..., (6.25)
donde el superindice indica el valor del flujo de Aharonov-Bohm. Asi tenemos
0% (G0) = 3308 .06 e),  Js=m+a, (6.26)
y la ecuaciéon de Schrodinger

HYS (. 0) = BV (Y. 9) (6.27)

se reduce a

> ma(mg +1)
dx? cosh? y

Hma¢%,m(X) = Ew%,m(X)’ Hma == ’ (628)

donde m, = m + o — % El Hamiltoniano reducido H,,_, es justamente el Hamil-
toniano Pdschl-Teller (3.33) con el parametro m y la variable z cambiada por m,,
y x respectivamente. Como los casos que corresponden a los valores del flujo de
Aharonov-Bohm «; y as = a1 +n, n € Z, estan relacionadas por medio de una
transformacién unitaria generada por el operador U,, o, (¢) = €%, podemos asumir
sin pérdida de generalidad el caso 0 < o < 1.

Definiendo las combinaciones lineales de los generadores j+ = Ji+iJ, y J_ = ji,

. , 0 = 1
— v [ L _ -
Jy=e (aX (Jg + 2) tanh X) ,
. . 0 |
J_=e"¥ (—a — (Jg — 5) tanh X) . (6.29)

Estos son los operadores de escalera de la dlgebra so(2,1),

[Js, Jo] = 2] [Jo, J ] = —2J5. (6.30)
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Entonces para los autoestados (6.25) tenemos la relacién
Ta(J2¥%,) = (s £ D) (J2V5,,). (6.31)

Sobre el subespacio con j3 = m + «, las partes que dependen de x en los operadores
de escalera J_ y j+ corresponden a los operadores de intertwining (3.35). Los valores
del parametro m,, son no enteros en el caso a # %

Discutamos las propiedades espectrales del sistema en dependencia del flujo magnéti-
co. Primero consideremos el caso o # % Desde la forma del Hamiltoniano reducido
(6.28), se obtiene que el sistema cuantico (6.23) contiene el subsistema de Pdschl-
Teller con el potencial repulsivo u(x) = +v2 cosh ™2 x, ¥2 > 0. Para o = 0 esto ocurre
en el subespacio m = 0, donde 42 = 1/4. Para0 < a < 1/2y 1/2 < a < 1, el poten-
cial repulsivo aparece en los subespacios con m = 0y m = —1, donde 72 = 1/4 — o?
y 7> = 1/4 — (1 — a)?, respectivamente. El potencial repulsivo PT no tiene esta-
dos fisicos con E = 0. De acuerdo con la Ec. (6.31)), la parte continua del espectro
del sistema cudntico (6.23) con a # % esta descrito por estados de scattering con
E > 0. Los correspondientes autoestados con E = k2, k > 0, pueden ser expresa-
dos en términos de la funcién hipergeométrica. Cualquiera subsistema de PT esta

caracterizado por un coeficiente de reflexién distinto de cero [T0T]

1 sinh 7k
‘2 g p g
1+ p? cosTa

(6.32)

|7

Sobre los estados de scattering con E > 0, en concordancia con (6.24), estan reali-
zadas representaciones irreducibles unitarias de dimension infinita de las series prin-
cipales continuas del lgebra sl(2,R) ~ s0(2,1) [T02] con —J,J* = E4+1/4>1/4y
Jjs3=a+m,m=0,£1,...

El sistema (6.23) con a # 1/2 tiene también estados ligados de ciertas energias
negativas discretas. Con la ayuda de la relacién

~

H=J.J_ —(J5—1/2%=J_J, — (J3+1/2)%, (6.33)
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cf. (3.36) y (3.37), una parte de los estados normalizables correspondientes son esta-

dos aniquilados por los operadores de escalera J_ y j+. Estos estados son

Ve e) = ™ cosh~(mre=1/2) j_llf%;n =0, E=—(m+a—1/2)7
(6.34)
dondem=1,2...for0<a<1/2ym=0,1,...para 1/2<a <1y

‘I’%’:;(X, S0) _ eimcp COShm+Oé+1/2 X, j_i_llj%’;_n = 07 E = —(m + o+ 1/2)2, (635)

conm=—1,-2,...para0 < a<1/2ym=-2,-3,...para 1/2 < a < 1. Un
nimero infinito de estados ligados con el mismo autovalor de energia son obtenidos
mediante la accién de los operadores de escalera (j+)" y (j_)", n =1,2,... sobre
los estados (6.34) y (6.35). Cuando o = 0 la parte discreta del espectro revela una
simetria con respecto al cambio j3 — —j3, pero no hay otra simetria de este tipo
para o # 0.

Sobre los estados
()", vy ()"l n=0,1,..., (6.36)

estan realizadas series discretas de representaciones unitarias infinito-dimensionales
de sl(2,R) [I02]. Estas representaciones estan cardcterizadas por un autovalor del
operador de Casimir y autovalores del generador compacto J3 las cuales son _ju Jr =
—(m+a)(m+a—1), js =mta+tn,y —J,J" = —(m+a)(m+a+1), js=m+a-n
respectivamente. El espectro cudntico del sistema con o = 0 esta ilustrado en la Fig.
6.15 los subespacios con j3 v —js3, j3 # 0, estan presentados simétricamentes en el
espectro mientras que el subespacio con j3 = 0 esta impariado.

Ahora discutiremos el caso « = 1/2. Sobre los subespacios con m =0y m = —1,
la dinamica se reduce a la de una particula libre, mientras que el conjunto de los
Hamiltonianos (6.28) con todos los posibles valores enteros mq /2 = m corresponden
a la familia de Hamiltonianos reflectionless RPT (3.33) que satisfacen la identidad
(3.34),
=Hy=-0?,  H| H,,. (6.37)

J3 :WH-% =



6.3. Cuantizacion y propiedades espectrales 100

E
—4 —3 -2 —1 0 1 2 3 4
° A ° n n ° A o J3
(] A ° ° A °
[ A A [ )
° °

Figura 6.1: Espectro del sistema AdSy con flujo de AB entero (o = 0).

Los autoestados \P}E/?n conm=1,2...y E = x* > 0 del Hamiltoniano (6.24)
se obtienen de los estados de ondas planas de la particula libre e**X (m = 0), por
accién sobre estos del operador (J,)™ = ¢™¥D_,, D_,,11...D_y. Esto corresponde
exactamente a la relacién (3.42)). Los estados de scattering con autovalores negativos
de m son producidos por la accién del operador hermitico conjugado (J_)™, m =
1,2..., sobre e**X. En comparacién con el caso a # 1/2, el sistema tiene estados
adicionales con E = 0, sobre los cuales estan realizadas representaciones unitarias de
dimension infinita de si(2, R). Estos estados tienen la forma de autovectores de (6.36)
construidos sobre los autoestados de la forma (6.34) y (6.35) con a = 1/2, en la cual
m = 0 y m = —1 respectivamente. Los estados normalizables de energia negativa
estan construidos de la misma manera sobre los autoestados (6.34) y (6.35) con m =
1,2...ym=—2,-3,.... En este caso, todos los niveles de energia del espectro que
muestra la Fig. (6.2), tiene degeneracién doble con respecto a la refleccién jz — —ja,
Fig. 6.2 .

En término de lo operadores de escalera, el automorfismo S (6.14) toma la forma

S (Jx, Js3) = (—=Jz, —J5). (6.38)
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Figura 6.2: Espectro del sistema AdSs con flujo de AB semientero (o = 1/2).

Bajo esta transformacion, la algebra (6.21) y el Hamiltoniano (6.24) son invariantes.

Las propiedades descritas de los estados del sistema cuantico nos dicen que esta
simetria discreta esta espontaneamente rota excepto para los casos cuando el flujo de
Aharonov-Bohm toma valores enteros y semi-enteros. En el caso a =00 a =1/2, la
simetria discreta transforma mutuamente la mitad de las representaciones infinito-
dimensionales de so(2, 1) realizadas sobre los estados del espectro discreto, incluyendo

los estados con E = 0 cuando a = 1/2.

6.4. Reduccion y tri-supersimetria

Ahora identificaremos los analogos exactos de las relaciones de intertwining de
Crum-Darboux y veremos como aparece la estructura tri-supersimétrica bajo la apro-
piada reduccion del sistema AdS, con la presencia del flujo semi-entero(a = 1/2) de
Aharonov-Bohm.

Teniendo en mente la factorizacién (6.25), introducimos la notaciones |m) = e
y (Ur]he) = &= 02” Yiadp, de manera que (m|m') = d,,,,y. Tomando en cuenta la
forma explicita de los operadores de escalera (6.2Y9)), obtenemos los tinicos elementos
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matriciales distintos de cero de Jy y H,

(m —1|J_|m) = =Dy, (m|Jojm —1) = D_,,, (6.39)
(m|H|m) = =D_,, Dy, — m?, (6.40)

que corresponden a (3.35) y (3.36). Entonces, recordando (6.39) y (6.40), la relacién
de intertwining de Crum-Darboux (3.39) es justamente el elemento matricial de la

relacién [(J_)"*, H] =0,1=0,1,...,
(m —1—11J Him) = (m — 1 — 1|HJ*|m). (6.41)

La relacién de intertwining (3.40)) esta dada por conjugacién Hermitica, o, alter-
nativamente, es producida por el mismo operador tomando entre los estados (—m—1|
y | —m + 1) usando la identidad (3.34). La relacién (6.41) tomada para [ = 2m (o,
su Hermitica conjugada) junto con la identidad (3.34) produce la Ec. (3.46) que
corresponde a la integral no trivial de orden impar del sistema RPT H,,.

Asi hemos identificado el origen de las relaciones de intertwining asociadas con
el Hamiltoniano RPT (3.33). Desde la conmutatividad de los operadores X, ; ¥ Vi
con el Hamiltoniano H,,; es reducida a las relaciones de intertwining, uno puede
verificar que los elementos matriciales de los operadores ji, con la eleccién apropiada
de los enteros r > 0, corresponden a los operadores X< | Y+ Ly Zf;l que componen

m,l? T m,

las integrales X, ;, Vi ¥ Zmi. En correspondencia con la simetria discreta (6.38)

tenemos
— (=) I ) = L= I = m - 1) = X, (6.42)
_(_i)m+l+1<_l _ 1|jﬁm+l+1|m> _ _im+l+1<l‘jin+l+1‘ —m—1) = Yrr:,l’ (6.43)
(=) — 1S ) = 27 ] 2 - - 1) = 7, (6.44)
(—i)2l+1<—l _ 1‘j-T_le+l+l‘l> _ 2’2l+1<l‘jj_n+l+ljin—l| B 1) _ Z:z,l (6.45)

Los operadores X", v Y., se obtiene por conjugacién hermitica de (6.42) y (6.43).

Estas relaciones estan ilustradas en las Figuras 6.3-6.6/ para m = 3, [ = 1.
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Figura 6.4: Accion de los operadores Y55 en correspondencia con (6.43).

Para reproducir las relaciones que corresponden a (5.62) con la ayuda de (6.42)—

(6.45), usaremos las identidades

n—1 2
.. . . 1 . .. .
JrJ" = H <H+ (Jg — k- 5) ) = P,(H, J3), JUJY = P,(H,—J;3), (6.46)
k=0
que viene de la dlgebra so(2,1) y la Ec.. (6.33).
Por ejemplo, poniendo en la primera identidad n = 2m+-1 y calculando elelemento
diagonal matricial entre los estados (m| y |m) reproducimos el caso de la componente

inferior de la tercera relacién de (5.62), es decir, (Z_,)> = Pyyni1(H,,), donde el

m,l
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— - + —
3,1 = Y3,1 3,1
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— - + —
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Figura 6.5: Accion de los operadores Z3; en correspondencia con (6.44).
+ _ v— v+
Z3,1 - X3,1Y23,1
As
L i L L L L
—7/2 -5/2 —3/2 —1/2 1/2 3/2 5/2 7/2 ]
3

+ _ v—- v+
Z3,1 = X3,1Y},,1

Figura 6.6: Accion de los operadores ng ; en correspondencia con (6.45).

polinomio es dado por la Ec. (3.49).
Por lo tanto la reduccion del sistema AdS; con flujo de Aharonov-Bohm semi-
entero (« = 1/2) a un subespacio jz = m + % reproduce la supersimetria no lineal

bosonizada del sistema RPT. Sobre el espacio de Hilbert compuesto por los dos au-
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toespacios j = m+% yj]= l+% con m # [ revelamos la estructura tri-supersimétrica
del sistema extendido RPT (5.54). El punto clave para la estructura supersimétrica
no trivial y no lineal acé lo juega los automorfismos involutivos (6.38) del algebra
s0(2, 1), la cual esta realizada como una simetria del espacio de Hilbert de un sistema

cuantico de dos dimensiones.

6.5. Discusion

En el presente capitulo mostramos que la supersimetria bosonizada del sistema
reflectionless PT y la estructura tri-supersimétrica de un par de sistemas RPT tienen
un origen en el efecto AB y una particula no relativista sobre AdS,;. Ambas estruc-
turas supersimétricas estan basadas sobre dos automorfismos del dlgebra so(2,1) de
la isometria AdSy con generadores corregidos por el flujo magnético a.. Sobre uno de
estos automorfismos , R, corresponden a una reflexién de una coordenada tipo espa-
cio de el espacio de Minkowski. Otro automorfismo, S, corresponde a una reflexién
de una de las coordenadas tipo tiempo del espacio. La simetria discreta no estd rota
solamente en los casos de valores del flujo entero y semientero

En el caso de flujo semientero la dindmica de cualquier onda parcial sobre AdS,
es gobernada por el potencial RPT, el cual se anula en dos subespacios j3 = i%.
La dinamica cuantica 2D sobre AdS, es reflectionless. Este no es el caso para otros
valores del flujo. Para o # %+n, la dinamica de algunas ondas parciales esta sujeto a
un potencial repulsivo. Entonces esta informacién es transmitida a todas los sectores
de ondas parciales por medio de los operadores de escalera so(2, 1), que juegan el rol
de generadores de las transformaciones de Crum-Darboux. Asi la dinamica 2D deja
de ser reflectionless en este caso.

Para valores semienteros del flujo, todo el espectro del sistema cuantico 2D ad-
quiere una degeneracién doble adicional relacionada con la simetria del Hamiltoniano

Jy — —Js generada por S. Tal degeneracionesta ausente para el sector de ondas par-
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ciales que no esta pareado j3 = 0 en el caso de flujo entero. Esta degeneracion doble
estd detras de la existencia de la estructura supersimétrica no lineal y no trivial
en el sistema RPT, apareciendo después de una reduccién de un generador so(2, 1)
compacto J;. El generador de la otra simetria discreta, R, se transforma entonces
al operador de Zy-graduaciéon de la supersimetria escondida bosonizada del sistema
RPT. Los generadores de supersimetria del sistema reducido corresponden a cier-
tas potencias de los operadores de escalera so(2,1) del sistema original con flujo

semientero.



Capitulo 7

Conclusién y perspectivas

En esta tesis se estudiaron diferentes modelos de mecénica cuantica que presen-
tan una supersimetria escondida bosonizada con Hamiltoniano local, el efecto en
esta supersimetria al introducir grados de libertad de tipo fermidénico y el origen de
la supersimetria bosonizada en el modelo de PT del punto de vista de reduccién
dimensional.

A continuacién resumiremos los resultados y proyecciones de los distintos modelos
estudiados.

El efecto AB de estados ligados es un sistema simple y de caracter fundamental
en la mecanica cudntica [21] ya que representa fielmente las peculiaridades cudnticas
del efecto AB. En este sistema existen propiedades especiales para ciertos valores del
flujo magnético, el cual no ejerce ninguin tipo de fuerza sobre la particula misma ya
que para esta la regién donde tiene lugar el flujo magnético es inaccesible. Para valo-
res enteros del flujo magnético el sistema es unitariamente equivalente a la particula
libre en el circulo ( es decir sin la presencia del fluyjo magnético) y el espectro del
sistema tiene una degeneracion doble para todos los estados, excepto para el estado
base de energia igual a cero. Aunque este sistema no estd relacionado de ninguna

manera con la estructura de mecanica cuantica supersimeétrica usual, la forma de

107
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su degeneracion corresponde a la tratada usualmente en supersimetria exacta. Dada
la ausencia de una supersimetria usual que explique estas propiedades uno podria
esperar la existencia de una supersimetria en forma escondida. Efectivamente para
estos valores del flujo magnético existe una supersimetria escondida de forma bosoni-
zada en donde el operador de graduacion es el operador es de forma de una reflexién
mas una fase no trivial que depende de la coordenada angular. Las supercargas ani-
quilan el estado de base singlete de energiia cero y transforman mutuamente todos
los estados de degeneracién doble. En el caso que el flujo magnético toma valores
semienteros, el estado singlete desaparece del espectro y todas las energias estan
doblemente degeneradas, la cual corresponde a la naturaleza de supersimetria rota.
Nuevamente en este modelo, para estos valores del flujo, tiene asociada una supersi-
metria bosonizada escondida que refleja la particular forma del espectro para estos
valores. Cabe mencionar que para otros valores del flujo (distintos de entero y semi-
entero) no hay una degeneracion especial en el espectro y no existe una supersimetria
escondida bosonizada.

Un poco distinto es el caso del efecto AB en el plano, en este problema la su-
persimetria existe para todos los valores del flujo y tiene una naturaleza diferente
que depende de la eleccién del dominio de definicién. Aunque el sistema presenta
caracteristicas especiales para valores del flujo semienteros (en este caso varia la
eleccion del operador de graduacién [31]), la supersimetria en este caso esta ligada
con la simetria conforme del sistema y estan simultdneamente bien definidas dentro
del contexto de extensiones autoadjuntas. Una pregunta interesante en este ambito
es si una supersimetria escondida bosonizada puede presentarse en sistemas de cam-
po relacionados. El sistema simple que podria corresponder a esta generalizacién es
el modelo (2+1) dimensional de un bosén acoplado minimalmente a un campo de
Chern-Simons [I03, 104, [105]. Si la supersimetria bosonizada de esta naturaleza se
presenta en este sistema, entonces la versién superextendida de esta supersimetria,

por la adicion de grados de libertad fermidnicos podriia estar descrita por una es-
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tructura superconforme osp(2[2) [18,[19,33], relacionada con tri-supersimetria.

Supersimetria escondida en forma bosonizada también esta presente en el Hamil-
toniano de Schrodinger con el potencial delta de Dirac. En analogia con el caso de
AB de estados ligados, el caso de potencial atractivo tiene una estructura de super-
simetria exacta, la cual es fielmente representada por la supersimetria escondida. En
esta supersimetria ambas integrales son no locales ya que dependen explicitamente
del operador de reflexién (que es el operador de graduacion). En el caso repulsivo al
ausencia del estado ligado base singlete permite asociar a este sistema un espectro
de la forma de supersimetria rota, propiedad tal que también es reflejada coherente-
mente por una supersimetria escondida bosonizada. Ademas las supercargas contiene
informacion relevante del problema de scattering; sus autoestados tienen en forma
codificada los coeficientes de transmision y reflexion. Aunque esta informacién tam-
bién puede ser obtenida de los autoestados del Hamiltoniano mismo, del punto de
vista de supersimetria escondida nos presenta una forma alternativa de estudiar el
problema. Es interesante buscar una generalizacion de esta supersimetria bosoniza-
da para sistemas de muchas particulas con interacciones de tipo potenciales delta de
Dirac. Eventualmente la supersimetria podria otorgar nuevas perspectivas de como
estudiar el sistema y analizar sus propiedades fisicas.

Una forma distinta de supersimetria escondida bosonizada fue revelada en el po-
tencial de Poschl-Teller hiperbélico para valores especiales del parametro de acompla-
miento, valores que justamente transforman el sistema en un sistema reflectionless.
En este caso la supersimetria es de caracter no lineal, donde el orden de la superalge-
bra correspondiente no lineal depende del ntimero de estados singletes del sistema.
Es este sentido la supersimetria escondida manifiesta consecuentemente el tipo de
degeneracion del espectro, considerando también que la supercargas aniquila todos
los estados singletes del Hamiltoniano, mientras que los estados de scattering doble-
mente degenerados son autoestados de las supercargas con autovalor no nulo y de

donde es posible aprender la naturaleza reflectionless del sistema. Existe una familia
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infinita N-parametrica de sistemas reflectionless que se pueden obtener mediante la
transformacion inversa de scattering, en donde Pdschl-Teller es un caso particular,.
Este tipo de sistemas es un potencial ejemplo de sistemas con supersimetria escondi-
da bosonizada, investigando los sistemas en este contexto serd posible aprender mas
acerca de sus simetrias y propiedades espectrales.

La ecuacién de Klein-Gordon con masa en el fondo de una métrica de agujero
de gusano se reduce a la forma de un Hamiltoniano unidimensional con el potencial
de Poschl-Teller [T06]. En interesante estudiar cual es la relevancia de la supersi-
metria escondida bosonizada para este modelo y para que valores de los diferentes
pardmetros en [106] tiene lugar esta simetria no trivial. En este sentido, también
serd atractivo analizar las conexiones de esta naturaleza para campos escalares pro-
pagandose en el fondo de un agujero negro, como el descrito en [T07,T08].

Como la generalizacion periddica del potencial de Poschl-Teller aparece el sistema
de Lamé y Lamé asociado. Todos estos sistemas pertenecen a la familia de modelos
conocidos como finite-gap, es decir, sistemas con un numero finito de bandas, o sis-
temas reflectionless en el limite del periodo infinito. Como sistema finite-gap, existe
una integral no trivial no lineal la cual proviene de la jerarquia estacionaria KdV la
cual puede ser trata como supercarga de una supersimetria escondida bosonizada no
lineal en el caso de un potencial finite-gap par. Estas supercargas, como en el caso
de PT, aniquilan todos los estados singletes del sistema, que en el caso periddico
corresponden a los estados del borde de las bandas. En la estructura supersimétri-
ca esta codificada toda la informacién relevante de la estructura de las bandas y
subyace ademds la existencia de un nuevo tipo de supersimetria; tri-supersimetria.
Esta supersimetria tiene una forma superextendida con respecto a la supersimetria
bosonizada ya que nace al introducir grados de libertad de tipo spin al sistema. La
nueva estructura no trivial produce también la aparicion de tres tipos de operado-
res de graduacion, clasificando entonces de maneras distintas todos los generadores

como bosénicos o fermiénicos. Un problema abierto del punto de vista de sistemas
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finite-gap es investigar la existencia de supersimetria bosonizada en sistemas que no
tengan una paridad fija y también estudiar la extensién de las simetrias considerando
grados de libertad fermionicos, tal como aparece tri-supersimetria para potenciales
pares. Esto ayudaria a tener una completa descripcién de los sistemas finite-gap
sus propiedades espectrales, supersimetria y la jerarquia KdV, Ademas al relajar la
condicién de potenciales finite-gap regulares, se puede analizar una variedad mas am-
plia de potenciales como por ejemplo la familia de potenciales Treibich-Verdier [109].
Otro punto interesante a estudiar esta relacionado con la presencia de supersimetria
escondida con sistemas de varias particulas. Una posible aproximacién al problema
es considerar el modelo de mecanica conforme. Este sistema puede obtenerse como
limite de sistemas finite-gap y por lo tanto para ciertos valores especiales de la cons-
tante de acomplamiento el sistema tiene una supersimetria escondida, aunque de
naturaleza ficticia [33]. Por otro lado se podria estudiar el significado este especie de
simetréas del punto de vista agujeros negros de Reissner-Nordstrém [I10].

En forma mas general, conocida la relacién entre supersimetria bosonizada y la
jerarquia de KdV y el Hamiltoniano de Schrédinger y la jerarquia AKNS [57] y el
Hamiltoniano Bogoliubov-de Gennes, serd interesante investigar también otros siste-
mas integrables que estén relacionados con modelos fisicos. A partir de la conocida
relacién entre gravedad cudntica en 2 dimensiones y sistemas integrables por medio
de la jerarquia Kadomtsev-Petviashvili (KP) serfa interesante investigar este modelo
y la existencia de supersimetria.

Resumiendo en general, los problemas abiertos son

= La existencia de un nuevo tipo de (super)simetria en diferentes modelos fisicos

en busca de una interpretacion de sus simetrias y propiedades.

= En vista de la clase de simetrias escondidas discutidas anteriormente, surge
naturalmente la pregunta si existe un analogo de las simetrias escondidas, para

sistemas de distinta naturaleza, tanto a nivel de mecanica cudntica no relati-
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vista, sistemas de campos, entre otros.

= Es interesante también analizar significado de estas simetrias escondidas pa-
ra distintos modelos que se relacionen con sistemas que posean supersimetria

bosonizada de forma manifiesta, y el efecto de estas en sus propiedades fisicas.

= Buscando una interpretacion mas general de los temas expuestos en la tesis, es
atractivo investigar la conexion entre la existencia de supersimetria escondida
y la integrabilidad de los sistemas en consideracién, como también la bisqueda

de una relacién mas profunda entre sistemas integrables y supersimetria.
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