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Resumen

Los problemas sustentados en el desarrollo de esta tesis estan relacionados con dos nuevas
corrientes de investigacién conocida con el nombre de Teoria Cuantica de la Informacién y Teoria
Cuéntica de la Computacion, ya sea en forma directa como es el caso del estudio de la Tasa de
Concurrencia y la Realizacion Fisica de Compuertas Cudnticas para qutrits, o indirecta, en el caso
de Generacion de estados no cldsicos del Campo Electromagnético.

El objetivo que ha guiado su desarrollo es estudiar los aspectos fisicos de estos problemas. Es
decir, su analisis se enfoca més a la bisqueda de condiciones fisicas apropiadas para la realizacién
experimental y posterior aplicacién.

En particular, con el desarrollo de métodos para el célculo de la Concurrencia, como medida
de entrelazamiento, se ha ivestigado la influencia del medio ambiente sobre el entrelazamiento de
los estados generados en atomos en interaccién con campos 6pticos. De esta forma se establece una
manera de caracterizar la evolucién de los estados entrelazados a tiempos cortos, cualquiera sea el
estado inicial de sistemas bipartitos que tienen un espacio de Hilbert asociado de dos dimensiones.

Siguiedo la misma linea se presenta una posible realizacién fisica de Computacién Cuantica
usando, para la codificacién de la informacién, los grados de libertad internos y externos de los
iones atrapados. Especificamente se estudia la realizacién de las compuertas légicas fundamentales
la compuerta CNOT generalizada y la Transformada de Fourier para qutrits en iones atrapados.
Especial énfasis se ha puesto en determinar la factibilidad de la realizacion experimental de estas
propuestas.

Adicionalmente se ha estudiado la generacién de estados comprimidos del Campo Electro-
magnético. Esta propuesta tiene una posible realizacion fisica gracias a la interaccién, controlada,
de nubes atomicas con campos electromagnéticos al interior de una cavidad optica. El campo inter-
no de la cavidad queda preparado en un estado comprimido. La dinamica efectiva de este sistema
simula es equivalente a la aplicacién de un operdor de compresién sobre el estado del campo interno
de la cavidad. Por otro lado, mediante el uso de la teoria Input—Qutput se verifica que las propie-
dades de compresion del campo interno pueden ser transferidas al campo externo, lo que posibilita
su uso en procesos de Computacién Cuantica o de Comunicacién Cuantica.
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1. INTRODUCCION

La Mecéanica Cuéantica constituye uno de los planteamientos tedricos mas novedosos y a la vez
controvertidos de la ciencia moderna. Este cuerpo de conceptos ha sido ampliamente difundido
y usado en la explicacién y prediccién de fenémenos fisicos del mundo microscopico, es decir,
fenémenos que ocurren en el régimen de las dimensiones atémicas (longitudes de onda del orden de
los 400 A). Su aplicacién se extiende también a la explicacién de algunos fenémenos macrosépicos
particulares como superconductividad, superfluidés etc.

A pesar de que, en la actualidad, una gran variedad de experimentos realizados en diferentes
regimenes de energia verifican la validez de este formalismo, en los inicios de la Teoria Cudntica,
las limitaciones tecnoldgicas existentes para la realizacion de experimentos motivé discrepancias
entre los cientificos de la época frente este nuevo marco tedrico conceptual y sus planteamientos
radicales. Estas discrepancias se centraron, principalmente, en como interpretar conceptos tales co-
mo mediciones, localidad, no localidad, etc. La principal razén para esto es que la Teoria Cudntica
propone una interpretacién probabilsta del comportamiento de los sistemas fisicos. Esta interpre-
tacion resultaba en contraposicion a la forma de explicar los fenémenos macroscépicos cotidianos
que los cientificos tenian. La descripcién de los fenémenos clasicos tiene un cardcter determinista.

Cuando se comparan las concepciones que las dos perspectivas tienen de particula se entiende
mejor la diferencia entre los términos determinista y probabilista[l]. En Mecdnica Cldsica el estado
de una particula estda objetivamente determinado por la posicidon r en la que se encuentra y el
momentum p que lleva (o equivalentemente por un punto del espacio de fases[2]). Este estado
puede ser determinado completamente a través de mediciones de r y p, las cuales puede realizarse
sin ninguna restriccién fundamental a la incerteza. Cualquier otra magnitud fisica medible puede
determinarse a partir del conocimiento del estado en el que se encuentra el sistema.

Por otro lado, cuando el sistema estd constituido de muchas particulas se considera que, en
principio, pueden medirse objetivamente la posiciéon y el momentum de cada particula. Por lo tan-
to, se pueden hacer ciertas suposiciones acerca de como se encuentran distribuidas las particulas en
el espacio de las fases. Usando esta distribucién se deduce el comportamiento macroscopico, calcu-
lando para ello promedios efectuados en estas distribuciones de las cantidades fisicas relevantes del
sistema. En cualquier caso un observador puede predecir, con exactitud, cuales seran los resultados
de la medicion de una u otra cantidad observable del sistema. Adicionalmente, la medicion no per-
turba el estado del sistema y por lo tanto, la evolucién del estado estard gobernada por ecuaciones
que lo determinan con exactitud arbitraria en cada instante de tiempo.

Cuénticamente el estado de una particula estd dado por una funcién de onda ¥ (z,y,z,t) (o
mas abstractamente por un elemento |1) del espacio de Hilbert asociado al sistema). Las cantidades
fisicas que describen la particula se representan por operadores autoadjuntos (llamados observables)
definidos en el espacio de Hilbert del sistema. Los resultados de una medicién sélo pueden ser los
autovalores del observable asociado a la cantidad fisica que se mide. Esta teoria no proporciona una
forma de predecir con exactitud cuales seran los resultados de la medicién, lo que si proporciona
es un regla para determinar con qué probabilidad puede obtenerse uno u otro resultado de una
medicién de dicha cantidad fisica. Asi mismo, el estado del sistema se ve afectado drasticamente por
la medicién, luego de la cual el estado tiene que ser el autovector asociado al resultado obtenido[3].
Es esta nueva forma de interpretar los resultados de las mediciones la que motivé las contradicciones
mencionadas antes.

Experimentalmente hablando, desde su formulacién hasta la fecha, se han realizado muchos
experimentos en diferentes sistemas fisicos que permiten validar las predicciones hechas por esta
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teoria.

La Fisica Atémica[4], la Electrodindmica Cudntica[4], son ejemplos de la aplicacién de la Teoria
Cuéntica en la construccion de nuevas formulaciones tedricas especificas. Los experimentos en
diversos sistemas fisicos como atomos, iones atrapados, fotones, etc., proporcionan evidencia diaria
de los logros que ha obtenido esta teoria y por lo tanto de su validez.

A medida que los avances tecnolégicos han permitido experimentar con sistemas microscépicos,
que se asemejan cada vez més a los objetos con los cuales la teoria trata, ha sido posible confrontar
los fundamentos mismos de la Mecanica Cuantica. Ejemplos de estos sistemas que permiten exa-
minar los fundamentos de la Mecanica Cudntica, constituyen: los iones atrapados|78], las cavidades
opticas y de microondas[|, dtomos atrapados[6], etc.

El éxito de la Mecanica Cuantica es tal que muchos de los avances tecnolégicos actuales le deben
su desarrollo de una u otra forma. Entre estos avances pueden enumerarse, los laseres, la posibilidad
de hacer analisis espectroscépicos de diferentes materiales, dispositivos de almacenamiento de datos
(memorias), dispositivos electrénicos.

El éxito de la Mecanica Cuantica es tal que muchos de los avances tecnolégicos actuales le deben
su desarrollo de una u otra forma. Entre estos avances pueden enumerarse, los laseres, la posibilidad
de hacer analisis espectroscépicos de diferentes materiales, dispositivos de almacenamiento de datos
(memorias), dispositivos electrénicos.

La Mecanica Cuantica ha salido adelante de todos los test que se le han impuesto hasta ahora,
por lo tanto constituye el mejor modelo disponible, en la actualidad, para el estudio del comporta-
miento de los sistemas a nivel microscopico.

Tomando como punto de partida la seguridad de las afirmaciones anteriores anterior, se han
desarrollado diversas aplicaciones de la Mecanica Cuantica para resolver problemas en otras ramas
de la ciencia. En particular, una corriente de investigacién que empezo6 en la década de los 90 se
orienta hacia lo que actualmente se conoce como Teoria Cudntica de la Informacion[7]. Dentro de
ésta se destacan dos subdreas fundamentales: la Teoria Cudntica de la Computacion y la Teoria
Cudantica de la Comunicacion. La motivacién fundamental para su desarrollo esté en la permanente
miniaturizaciéon de los componentes de los computadores modernos y su consecuente elevacién
en capacidad de célculo y velocidad, asi como la manipulacién de gran cantidad de datos. Esta
tendencia indica que tarde o temprano los dispositivos computacionales y de comunicacién tendran
dimensiones para los cuales las leyes cudnticas deberan ser consideradas en la descripcién de los
sistemas fisicos en que se procesa y transmite informacién[8]. Entonces la pregunta natural que surge
es ;qué implicancias tiene la naturaleza cudntica de los sistemas de procesamiento de informacion?.

Los estudios tedricos preliminares[9] y algunos resultados experimentales[78, 10, 11, 12] mues-
tran que si se utiliza las propiedades cuanticas de los sistemas microscopicos como recurso para
el procesamiento de informacién, se obtienen algunas ventajas respecto al uso de recursos basados
en sistemas clasicos. Por ejemplo, la posibilidad de evaluar simultanemente varios valores de una
funcién, este fenémeno se conoce como paralelismo cudntico[13]. La teleportacion|9] de informacién
entre dos personas que se comunican y que estan separados una gran distancia, es otra de las pro-
mesas de la Teoria de la Comunicacién Cudntica. Al usar la naturaleza cuantica de los sistemas
se abre la posibilidad de realizar encriptacion de informacién, que es también una subéarea de in-
vestigacién conocida como Criptografia Cudntica[14]. Existen diversas empresas que comercializan
productos de criptografia cuantica

Las ventajas que hemos mencionado anteriormente estan fundamentadas en la existencia de
una propiedad de los estados de sistemas cudnticos compuestos de varios subsistemas (sistema
multipartito). Esta propiedad se conoce como entanglement[15, 16] (en espanol entrelazamiento)
que puede expresarse como la propiedad de los estados de sistemas multipartitos que evidencian
una correlacion a pesar de estar separados grandes distancias. Lo que resulta diferente de este
tipo de correlaciones es que no pueden ser generadas con interacciones que involucren tnicamente
a uno de los subsistemas del sistema global. Necesariamente tiene que haber una interaccién que
involucre a los subsistemas que lo integran (llamadas interacciones no locales). Un estado que no
estd entrelazado se llama separable[17], y se manifiesta por el hecho matemético de que este tipo
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de estados se pueden escribir como el producto directo de dos estados puros que corresponden
a cada uno de los subsistemas que componen el sistema global. Los estados separables pueden
presentar algiin tipo de correlacién, sin embargo, esta correlacién puede generarse interactuando
independientemente con cada sistema individual, es decir, mediante operaciones locales sobre los
componentes.

El uso del entrelazamiento como recurso permite que la Computacion Cuantica y la Comuni-
cacién Cudntica[7] presenten ventajas respecto a sus andlogos cldsicos. La caracterizacién de este
recurso ha sido una de las preocupaciones principales en los estudios relacionados con esta teméti-
ca. Hasta ahora, se conocen varias formas de caracterizar el entrelazamiento en el caso de sistemas
bidimensionales bipartitos. Para ello, se han establecido lo que se conocen como medidas de entre-
lazamiento, que son cantidades que pueden ser calculadas a partir del conocimiento del estado del
sistema global. A esta categoria pertenecen la concurrencia[l8], la negatividad[17], y una genera-
lizacién a mayores dimensiones de la concurrencia conocida como Tangle[19]. Estas resultan ser,
por ahora, las més aceptadas por la comunidad. Por otro lado, esta lo que se conoce como criterios
de separabilidad los cuales permiten determinar a partir del conocimiento del estado bipartito un
borde de separabilidad, es decir, permiten saber bajo que condiciones un estado dado es separa-
ble o no. Siguiendo esta linea, dos son los criterios mas aceptados, la busqueda de violaciéon de
desigualdades de Bell[16], y el criterio de la Transpuesta Parcial Positiva[20, 22].

La primera parte de esta tesis estara orientada a la caracterizacion de los estados entrelazados a
tiempos cortos usando para ello como medida de entrelazamiento la Concurrencia[18]. Més exacta-
mente se trata de determinar a tiempo corto como se comportan los estados de un sistema bipartito
sometidos a una dinamica unitaria y a un proceso disipativo debido al contacto con fuentes de rui-
do. Cuando sobre un sistema actiian tanto una interacciéon no local unitaria y una fuente de ruido,
se evidencia una competicién entre estas dos acciones, en la cual la primera trata de mantener o
aumentar el entrelazamiento del sistema y la segunda de destruir este entrelazamiento mediante la
introduccion de la decoherencia. Para el estudio de estos efectos se han introducido conceptos como
tasa de entrelazamiento[23], o lo que es equivalente la tasa de concurrencia[24]. Adicionalmente,
se estudia la evolucion del borde de separabilidad de estados entrelazados usando el criterio de la
transpuesta parcial positiva PPT (Positive Partial Transpose) que conduce al concepto de operador
testigo de entrelazamiento (Entanglement Witness operator).

Otro aspecto de la Teoria de la Informacién Cuantica es la realizacion fisica de computacion
cuantical7, 25]. La Teoria de la Computaciéon Cuantica es un modelo matematico de célculo univer-
sal que toma como punto de partida los conceptos y leyes de la Teoria Cudntica. A partir de ésta se
construye un modelo de mdquina de cdlculo que permite implementar eficientemente un conjunto
de problemas computacionales suficientemente amplio, en lo posible mas amplio que el conjunto
de problemas que se resuelven usando el modelo clasico de computacién. La primera pregunta que
surge es jel conjunto de problemas que el computador cuantico puede resolver eficientemente es,
efectivamente, mas grande que el de la computaciéon cldsica?. Las investigaciones realizadas hasta
ahora nos dicen que son del mismo tamano. Sin embargo, el uso de computadores cuanticos puede
hacer que ciertos problemas que en computacién clasica eran muy complejos, vean reducida esta
complejidad grandemente. Entre los ejemplos més populares de este tipo de propuestas estan los
algoritmos de busqueda y los de computacién paralela. El lenguaje de la Teoria de la Computa-
cién Cudntica ha introducido lo que se conoce como circuitos cudnticos|26], los mismos que usan
compuertas l6gicas[26, 27]. Los objetos elementales de la computacién cuédntica son los qubits, que
se definen como estados de sistemas bi—dimensionales (o matematicamente los elementos de un
espacio de Hilbert bi—dimensional)

El desarrollo tedrico del modelo de Computacién Cuédntica ha sido muy prolifico durante la
década pasada. Sin embargo en los ultimos afios surgié la natural preocupacién por saber has-
ta que punto este modelo puede ser implementado en un sistema fisico real, o alternativamente,
qué sistemas fisicos de la realidad son los mas éptimos para llevar a la practica estos modelos de
Computaciéon Cudntica. Se ha demostrado que para que un sistema fisico pueda usarse como un
computador cuantico universal debe poder construirse, cualquier compuertas légicas que actian
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sobre un qubit y una compuerta condicional entre dos qubits conocida como C-NOT[27] (anilogo
cuéntico de la compuerta XOR cldsica). Cualquier operacion légica entre que se realice sobre un
determinado nimero de qubits puede descomponerse en té

En este contexto, implementar computacién cudntica (o cualquier proceso de informacién cudnti-
ca) en determinado sistema fisico significa, establecer como se puede realizar estas compuertas en
ese sistema. En principio, eso seria suficiente, de no ser por el hecho que los sistemas fisicos no
existen aislados sino en permanente interaccién con su medio ambiente, cualquier computador
cudntico fisico tiene que estar disenado para trabajar bajo esas condiciones adversas impuestas por
el ruido[29].

Se han estudiado diversas realizaciones de computacién cudntica, usando qubits, en varios sis-
temas como iones atrapados[10, 30], fotones gemelos, resonancia magnética nuclear[31, 32, 33|,
puntos cuénticos[34, 35, 36], junturas Josephson[37, 38, 39, 40, 41, 42|, Electrodindmica Cudntica
de cavidades[5, 43, 44, 45], condensados de Bose—Einstein[46, 47], entre los mds difundidos. En este
trabajo se discutirdn dos sistemas fisicos; el primero lo constituyen los iones atrapados, sistema en
el cual se ha logrado generar las compuertas elementales para computacion cuantica, tanto teérica-
mente como experimentalmente. También discutiremos la preparacion de estados correlacionados
cuanticamente en sistemas de Electrodinamica Cudantica de cavidades, principalmente lo que se
refiere a la generacion estados entrelazados y estados comprimidos del campo electromagnético.

El uso de sistemas de dimensionalidad maés alta que dos, para realizar procesamiento de informa-
cién es un planteamiento nuevo que ha tomado vuelo a raiz de que se demostré que puede evitarse
el ataque simétrico en la distribucién de claves cudnticas[32]. Dentro de este contexto, los qutrits
resultan la generalizacién mas inmediata de los qubits, y en consecuencia una de las preguntas que
surge inmediatamente es si es posible hacer computacién cuantica universal en sistemas de tres
niveles cudnticos. Esto implica que deben poder realizarse las compuertas légicas que actiian sobre
qutrits individuales y adicionalmente una compuerta condicional actuando entre dos qutrits, esto
resulta ser la generalizacién de la compuerta légica de C-NOT para qubits[48].

Precisamente otro de los tépicos abordados, en esta tesis es la realizacion de computacion
cudntica en qutrits que utiliza los iones atrapados como soporte fisico. Adicionalmente, se pre-
senta la realizacion fisica, en este tipo de sistemas, de la transformada de Fourier Cudntica[49],
una compuerta fundamental en la realizacién de algoritmos cuédnticos como el de bisqueda [49] y
factorizacion[50].

Esta tesis se ha estructurado de la siguiente forma: en el segundo capitulo se presenta una
introduccion de los principales conceptos que se usan en Teoria de la Informacion Cuantica. En el
tercer capitulo, se discute una forma de caracterizar el entrelazamiento, ya sea usando una medida
de tiempo corto como la tasa de concurrencia o para establecer criterios de separabilidad en el
caso del operador testigo de entrelazamiento[51]. El capitulo cuatro presenta una realizacién de
computacion cudntica en iones atrapados usando qutrits asi como también la realizacion de la
transformada de Fourier[52]. En el quinto capitulo, presentamos un esquema para generar estados
comprimidos del campo en una cavidad [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61] y estados correlacionados en
cavidades épticas, estos ultimos tienen su importancia por el uso como recurso en el procesamiento
de informacién, principalmente en la reparticion de entrelazamiento. Finalmente presentamos una
discusion breve de los resultados de esta tesis y algunas conclusiones, basadas en dichos resultados.

Los resultados presentados en los capitulos 3 y 4 han sido publicados en dos articulos R. Guzmdn,
J. L. Romero, J. C. Retamal y C. Saavedra, Phys. Lett. A, 828, 382(2004) y A. B. Klimov,
R.Guzmdn, J. C. Retamal y Carlos Saavedra, Phys. Rev. A.67, 062313(2003) respectivamente. Los
resultados presentados en el el capitulo 5 se presenta en R.Guzmdn, J. C. Retamal, N. Zagury, E.
Solano en preparacién para su publicacion.



2. FUNDAMENTOS

En este capitulo presentamos los conceptos tedricos, que serdn usados en la presentacién y
discusion de los resultados de esta tesis. La presentacion estd basada en gran parte en los apuntes
del profesor J. Preskill y el libro de Nielsen y Chuang [7, 62],

2.1. La Teoria Cuantica y la Teoria de la Informacién

El punto de vista general es que la Teoria Cuantica constituye un modelo matematico del mundo,
por lo tanto constituye un conjunto completo de reglas que permiten describir los resultados de las
mediciones que se efectian en un sistema microscépico. Esta teoria parte de algunos postulados
que permiten caracterizar el modelo. La mision de estos postulados es introducir los conceptos
elementales de la teorfa y la forma como estos se relacionan con los aspectos fisicos.

En general, se considera que los sistemas fisicos se encuentran en un estado particular en la
naturaleza. La misién de la fisica es obtener informacion del estado de éstos sistemas, usando medi-
ctones. Las mediciones permiten establecer las propiedades fisicas de este sistema en un determinado
estado. Pero también la fisica debe hacer predicciones de como evoluciona el estado del sistema
en presencia de otros sistemas con los cuales interactiian. De tal forma que cuando un observador
mida en el futuro las propiedades del sistema en un determinado estado sus resultados coincidan
con los predichos por la teoria, entonces el modelo sera considerado como valido.

Los postulados de la mecanica cudntica establecen una correspondencia entre los conceptos: es-
tados, propiedades susceptibles de ser medidas, mediciones, evolucion de los sistemas microscopicos
con un conjunto de conceptos matematicos como: elementos de un espacio de Hilbert, operadores,
probabilidades, etc.

Estados El estado de un sistema cuantico particular se representa mediante un rayo de un espa-
cio vectorial complejo llamado Espacio de Hilbert. Se usa la notacién de Dirac |1)), para representar
un estado particular.

Un espacio de Hilbert:

a) Es un espacio vectorial definido sobre los complejos, es decir, cumple con las propiedades que
definen un espacio vectorial cuyo campo es el conjunto de los complejos.

b) En este espacio es posible definir un producto interno, (¥|¢) que no es mas que un mapeo
de un par ordenado de vectores en el campo complejo asociado al espacio, y que satisface las
siguientes propiedades

— Positividad: (¢[1p) > 0, la igualdad se cumple sélo si |1p) = 0.
— Linealidad: (3| (a [¥1) + b |2)) = a (|1) + b (]ahs)
— simetria:(¥]p) = (o))"

¢) Es completo en la norma |[¢| = (¢|w>1/ % Esto es importante en los espacios funcionales

de dimensiones infinitos; asegura la convergencia de ciertas expansiones en autofunciones, el
analisis de Fourier de los vectores.

El rayo es una clase de equivalencia de vectores que difieren por la multiplicacién por un escalar
complejo. El estado del sistema estd determinado por un representante de esta clase de equivalencia
cuyo modulo es

(Wly) = 1. (2.1)
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Entonces, [¢) describe el mismo estado fisico que €' /) pues |¢’®| = 1,. Este hecho matemético se
expresa diciendo que la fase global de un estado es fisicamente irrelevante al trabajar en espacios
proyectivos. Sin embargo, la fase relativa de una combinacion lineal de estados del espacio de Hilbert
tiene significado fisico. Es decir que el estado a [¢1) + b|tha) es equivalente al e (a |tb1) + b|i)2))
pero no al a[th1) + €™ [1hg). La razén para esto es que una fase global no puede ser medida de
ninguna forma, pero una fase relativa se puede detectar por un experimento de interferencia.

Observables Las propiedades fisicas medibles estdn representadas por un operador autoadjunto
definido en el espacio de Hilbert H. Un operador definido en el espacio H es un mapeo que toma
elementos de éste y le asocia otro elemento que pertenece también al espacio, es decir:

A:|Y) e H— AlY) € H,

y cumple
Aal) +b]9)) = aAly) +bA|g),
El adjunto del operador A se define por

(el Av) = (pATly) Vv |y),lp) € H.

A es autoadjunto si cumple A = Af.

La importancia del operador autoadjunto A radica en el hecho que el espacio H tiene una
representacion en los autoestados de A. Esta representacién es posible debido a que siempre se
puede construir una base del espacio de Hilbert con los autoestados comunes de un conjunto
completo de observables. El operador A puede escribirse siempre como

A=Y "a,P,, (2.2)

esta expresion se conoce como descomposicion espectral del operador A si los a,, son los autovalores
de Ay P, son los proyectores ortogonales en el subespacio asociado al autovalor a,,. Los proyectores
son operadores que cumplen con P, Py, = 0nm Py Pn = P,J{, dYnPu=1.

Mediciones La mecanica cuantica establece una relacién entre los posibles resultados de la
medicién de una propiedad fisica del sistema y los autovalores del observable que la representa.
Maés exactamente:

» Jos unicos resultados posibles de la medicion de una propiedad fisica de un sistema son los
autovalores del observable correspondiente.
Mas atin
s ¢l estado del sistema inmediatamente después de la medicion serd el autoestado asociado al

autovalor que se obtuvo como resultado de tal medicion.

Si se sabe que el sistema estd en un estado [¢)) no se puede predecir con exactitud cual serd el
resultado de la medicién del observable A. La probabilidad con la que se puede obtener un resultado
a, luego de la medicion de A esta dada por

Pr(an) = [|P [0)|* = (| Palt) (2.3)
y el estado inmediatamente después de la medicién sera
Pu )
— (2.4)
(W] Palt))

Dinamica La evoluciéon de un sistema estd determinado, naturalmente, por la evolucién del
estado. En mecanica cuantica, la evolucién de este estado esta determinado por un operador autoad-
junto H llamado Hamiltoniano del sistema y gobernada por una ecuacién fundamental, la ecuacién
de Schrédinger

L0
iho, [W(t)) = H[4(t). (2.5)
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Resolviendo formalmente esta ecuacién se tiene que

() = U |4(0))

donde [9(0)) es el estado al tiempo ¢t = 0 y si H no depende del tiempo U = exp(—iHt/h). U se
conoce con el nombre de operador de evolucion. Y cumple

vt =vutu =1

Una primera observacién de la evolucién de los estados en mecanica cuantica es que la ecuaciéon
de Schrodinger es lineal, lo cual valida el principio de superposicién, por lo tanto los estados son
capaces de interferir. Por otro lado, vemos que hay dos formas por las cuales pueden cambiar los
estados

e Deterministicamente, mediante la evolucién unitaria expresada por la ecuacién de Schrodin-
ger.

e Probabilisticamente, mediante las mediciones. La teoria asigna tinicamente probabilidades a
los resultados de las mediciones y por lo tanto al estado en que estard el sistema luego de la
medicién.

Una de las preguntas més controversiales sobre mecanica cudntica es precisamente ;por qué el
proceso de medicién debe estar gobernado por las leyes fisicas diferentes a las que gobiernan la
evolucién del estado?. Este aspecto peculiar hace que la mecanica cudntica sea, por decir menos,
misteriosa.

Qubits y bits

A pesar de que hemos dicho que existe actualmente una tendencia hacia la generalizacién de los
protocolos basados en sistemas de dimensionalidad mas grande que 2, en este capitulo presentaremos
la conexién entre Teoria Cudntica e informaciéon usando los sistemas con un espacio de Hilbert
de dos dimensiones. La discusion de las implicaciones que estos resultados tienen en sistemas de
dimensiones mayores la posponemos para mas adelante.

La unidad de la Teoria de la Informacién Clésica es el bit que puede tomar los valores {1,0} .
El correspondiente cuantico es el “ bit cuantico” o qubit, que es el estado de un sistema con un
espacio de Hilbert asociado de dos dimensiones. El estado nomalizado méas general en este espacio
(escrito en la base {|0),|1)}) esta dado por

al0) +b[1), (2.6)

con a, b complejos que satisfacen
la* + [b* = 1,

una fase global que es irrelevante. Esto significa que se puede hacer una mediciéon que proyecta en
el estado |0) con probabilidad |a|?, y en el estado |1) con probabilidad [b|* . Cuando a =0 o b = 0,
el estado es un autoestado del observable que va a medirse por lo tanto (el estado) no cambia luego
de hacer la medicién. Obviando estos casos, el estado del qubit cambia después de ser medido, lo
que es mas el sistema queda preparado en uno de los dos estados 16gicos |0) o |1). Por lo tanto, si se
desconoce inicialmente el qubit no puede conocerse con una sola medida de estas, ni con ninguna
otra que se pueda concebir.

2.1.1. El operador densidad

Una visién mas cercana a la realidad es considerar que el sistema de interés es un componente
de un sistema mas grande, como, por ejemplo, cuando nos interesa el efecto del medio ambiente.
Cuando nos limitamos a estudiar una parte de un sistema maés grande entonces, los axiomas que
se enunciaron anteriormente tienen que ser modificados, debido a que en este caso
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1. Los estados ya no son rayos, es decir, en general no son estados con una fase perfectamente
definida.

2. Las mediciones no se describen a través de proyecciones ortogonales del estado del sistema.
3. La evolucién no es unitaria.

Para entender mejor este problema consideremos el caso mas simple, el caso en el que el sistema
global esta formado de dos qubits y las observaciones se realizan sobre uno de los qubits mientras
el otro es inaccesible para el observador.

Si se consideran dos qubits, el qubit A al que se tiene acceso y por tanto se pueden hacer
mediciones sobre él y malipularlo a voluntad. Pero el qubit B es inaccesible para los aparatos de
medicién que se tienen a disposicién. Se supone que el sistema de estos dos qubits estd en un estado
cuantico y se quieren caracterizar las mediciones que pueden hacerse en el qubit A.

Sean {[0) 4, [1) 4} ¥ {|0)5,]1)5} las bases de los qubits A y B respectivamente. Un estado
cudntico interesante de dos qubits estd dado por

V) ap = al0) 4 ®[0)p+B[1) 4, ®[1)p

entonces los sistemas A y B estan correlacionados. Esta correlacién es tal que si se mide el qubit A
proyectando sobre la base {|0) 4, |1) 4}, se obtine el resultado |0) ,, con probabilidad |a|? y después
de la medicion se prepara el estado

0)4®10)p -

En forma equivalente, se obtiene el resultado |1) , con probabilidad |3|*> y la medicién prepara el
estado

Ha® g,

si a continuacién se mide el estado de B encontraremos (con probabilidad uno) |0), si lo que
se obtuvo en la primera medicién fue |0) 4, mientras que se obtendrd [1); si lo que se obtuvo
en la primera medicién fue |1) ,. En este sentido, los resultados de las mediciones {|0),,|1) 4} v
{10)5,]1) g} estdn perfectamente correlacionadas en el estado [1)) 45 -

En general, un observable que sélo actia en el qubit A puede expresarse

MA X 1B,

donde M4 es un operador autoadjunto que opera sobre A, y 1p la identidad de B. el valor de
espectacién de este observable en el estado |¢)) es:

WMA® 1Y) = (a* 4(0]®p (0 +8" 4(1|® p(1)Ms®
1 (a]0), ®|0)5+61) 4, ®]|1)p)
= a* A (0]MA]0) , + |B]* 4 (1M A|1)

el cual puede expresarse en la forma

(My) = tr(Mapa), (2.7)

con
pa = la?10) 4 (O] + 1B 1) 4 (11, (2.8)

donde tr(.) denota la traza y pa se llama operador densidad del qubit A y contiene toda la in-
formacién del estado de en el que se encuentra A. El operador p4 es autoadjunto, positivo (sus
autovalores son no negativos) y tiene traza igual a la unidad. Cualquiera sea el operador M4 su
valor medio puede expresarse siempre en la forma (2.7). Por esta razon se dice que p4 representa
un ensemble de los estados cudnticos posibles donde cada uno ocurre con una probabilidad es-
pecificada. Esto significa que se obtendria el mismo resultado para (M) si se considera que el
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sistema A estd en un ensemble formado por dos dos estados cuanticos, el estado cuantico|0) 4, con
probabilidad py = |oz|2 y el estado |1) 4 con probabilidad p; = | |2. La probabilidad de obtener el
resultado a, con a autoestado de M 4, después de medir el observable M 4, estd dada por el valor
medio del proyector ortogonal E4(a). Es decir:

Pr(a) = poa (0[Ea(a)|0) 4 + pra (1|M.a(a)[1) 4

que puede también interpretarse como la probabilidad de obtener a sumada sobre todo el ensemble
y pesada por la probabilidad de cada estado en el ensemble.

Hay una diferencia esencial entre una superposicién coherente de los estados |0) 4 v |1)4, ¥
el ensemble probabilistico en el cual los estados |0) , ¥ |1) 4 ocurren cada uno con probabilidades
especificas. Por ejemplo, cuando se considera que los qubits estan codificados en estados de una
particula con espin 1/2, los estados que corresponden a la orientacién del espin de la particula
con respecto a un eje determinado (generalmente el eje z) generan un espacio de Hilbert de dos
dimensiones, por lo tanto, sus elementos pueden usarse como qubits para procesar imformacién
cudnticamente. En este caso el qubit |0) estd definido por el estado de espin paralelo | T,) y el qubit
|1) por el estado de espin antiparalelo | |.). Si se mide el espin a lo largo del eje  aplicando el
operador o, en el estado % (IT2) 4 +112) 4) del sistema A, la Mecanica Cudntica establece que se
obtendra el resultado |;) 4 con probabilidad uno. Pero, como se ha dicho, un ensemble en el cual
el estado |1.) 4 ¥ |12) 4 pueden ocurrir con probabilidad & estd representado (ver Ec. (2.8)) por

po= U (14112 (LD
1

= 21
2

y la proyeccién en |],) tiene un valor esperado

tr ([T2) (Tz| p)

= 57
lo que es mas, esto puede ocurrir a lo largo de un eje con orientacién arbitraria, es decir
1

donde 0 y ¢ definen la orientacién de este eje con respecto a los ejes inicial z, y y z.

En conclusion, si se prepara el estado pap, que se definié arriba, con |04|2 =|p ]2 = %, vy medimos
solamente el espin de A a lo largo de cualquier eje, sin tener conocimiento de lo que sucede con el
espin de B, obtendremos un resultado completamente aleatorio, puede ocurrir el espin up o espin
down con la misma probabilidad %, por ello se dice que py en la Ec. (2.8) representa un estado
maximalmente mezclado.

La generalizacion al caso de sistemas bipartitos de cualquier dimension es directa. Sea H4 Q Hp
donde H (Hp) es el espacio de Hilbert del sistema A(B). Esto significa que si {|i) 4} v {|u) 5} son
las bases de H 4 y Hp respectivamente, entonces el conjunto {|i) 4 ® |u) 5} es una base ortonormal
en H4 ® Hp. De esta forma cualquier estado puro del sistema compuesto puede expandirse como

V) ap = Zaz‘,u )4 ® 1) p
(7

con ZZ u |awl2 = 1. El valor esperado del observable M 4 ® 15 que actia, no trivialmente, sélo en
el sistema A es

(Ma) = ap(IMa®1p[Y),p
= > a;, (alil® BW) Ma®@1p) Y ai, (i), @ |u)p)
Jv (0

= > a0 a (i Mali)
Y
= tr(Muapa)
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donde

pa = trp(|Y)ap (V)
Z a;ﬂuai,u |i>AA <J’

505

Esto significa que el operador densidad del sistema A se obtiene, a partir del estado puro de un
sistema global, trazando el operador densidad asociado a este estado sobre los grados de libertad
del sistema B. p4 tiene las siguientes propiedades:

1. pa es autoadjunta: pgq = pL.

2. pa es positiva: o sea, se tiene 4 (Y| pa [¢) 45 =D, D2 @in a (1h|i) 4 > 0 para cualquier [¢)) ,.
3. tr(pa) = 1. De la normalizacién de |¢)) 4 sigue inmediatamente que tr(pa) =, , la; . |* = 1.

De donde se sigue que p4 puede ser diagonalizado, los autovalores son todos reales y no negati-
vos, y que la suma de los autovalores es uno. Si el estado del sistema puede representarse como un
rayo del espacio de Hilbert asociado, se llama estado puro, en caso contrario se llama estado mezcla
y estd representado por un operador densidad. Una consecuencia evidente es que si el estado |1) 4
es puro, el operador densidad pa = [1) 44 (¥| es un proyector sobre el subespacio generado por
|¥) 4 . Entonces el operador densidad de un estado puro tiene la propiedad P’ =p

El operador densidad puede ser escrito en la base en la cual éste es diagonal como

PA = Zpa |¢a> <¢a| )

donde 0 < p, <1y > ,pa = 1. En general tr(pi) =Y".p2 <> .pa=1. Lo que significa que, en
general, el sistema A no estd en un estado puro, es decir, que la fase relativa de los autoestados
|the) es experimentalmente inaccesible. En este caso p, se dice que representa una superposicion
incoherente de los estados {|¢4)} .

Nuevamente cualquier observable M que actiia en el subsistema tiene un valor medio dado por

<M> =tr (Mp) = Zpa <¢a| M W)a) :

Se ve que también en el caso general p puede describirse como un ensemble de estados puros, en
los cuales cada estado [i,) ocurre con probabilidad p,. Cuando todos los p, son todos iguales a
1/D, donde D es la dimensién del espacio de Hilbert de A, las fases relativas son completamete
aleatorias, y el sistema estard en un estado mazimalmente mezclado.

2.1.2. La ecuacién maestra.

Al estudiar el comportamiento de los sistemas cudnticos en interaccién con su medio ambiente
surgen algunas dificultades. La primera dificultad es que la evolucién ya no es unitaria, puesto que
el sistema en este caso pasa a ser un sistema abierto. Esto significa que el sistema y el medio am-
biente pueden intercambiar informaciéon permanentemente. En este intercambio, el sistema entrega
informacién al medioambiente provocando disipacién del sistema y el medioambiente puede retro-
alimentar parte de esa informacion al sistema y provocar fluctuaciones de las variables dindmicas
del sistema. Entonces al describir el comportamiento de sistemas cuanticos abiertos deben tomarse
en cuenta estos efectos debido a la presencia del medio. La evolucién del sistema estd descrita
por el operador densidad pg. La evolucién de este operador densidad se describe, en una buena
aproximacion, mediante una ecuacion diferencial. La ecuacién diferencial que obedece el operador
densidad del sistema se conoce como ecuacion maestra.

En principio, la evolucién del sistema puede describirse de forma unitaria, extendiendo el espacio
de Hilbert para que incluya las variables del medioambiente, entonces la evolucién serd unitaria en
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un espacio de Hilbert Hg ® H ;. En estas condiciones la evolucion del conjunto sistema y medio
ambiente estard descrita por la ecuacion de Schrodinger. Dado que el medio ambiente posee una
gran cantidad de variables no se tiene una descripcién completa de sus condiciones iniciales, por
tanto la unica informacién disponible que se tiene inicialmente es la contenida en pg(t).

Adicionalmente a esta dificultad se debe tomar en cuenta que el operador densidad a un tiempo
posterior pg(t+dt) depende no sélo de la condicién inical pg(t), sino también del operador densidad
del sistema en tiempos anteriores. La razdén para esto es que el medio ambiente R retiene una
memoria del estado del sistema a tiempos anteriores y puede transferir esta informacién al sistema
S en un tiempo posterior a t. Un sistema abierto, ya sea cldsico o cuantico, es disipativo debido
a que la transferencia de informacién en forma de energia ocurre desde el sistema hacia el medio
ambiente. Como el sistema es abierto también puede fluir informaciéon hacia el sistema lo que
provoca fluctuaciones no Markovianas del sistema (éste es el contenido del teorema de fluctuacion-
disipacion) [28].

Las fluctuaciones son inevitables, por tanto el sistema no evuluciona de una forma Markoviana
en ningun caso exacto. Sin embargo, en muchos contextos, la descripcién tipo Markov es una buena
aproximacion. Para determinar las circunstancias bajo las cuales es aceptable una descripcién de
tipo markoviana del sistema, debe establecerse un régimen en cual haya una separacion clara entre
el tiempo tipico de correlacién de las fluctuaciones y la escala de evoluciéon temporal que queremos
seguir. Si se supone que (At)gmp s el tiempo que le toma al reservorio “olvidar” la informacién que
adquiri6 del sistema, es decir que después de este tiempo puede considerarse que la informacion del
sistema se perdié para siempre y se puede despreciar la posibilidad de que sea retroalimentada al
sistema influyendo en la evoluciéon dindmica subsecuente.

Si se incorpora la granulidad temporal (“coarse-graining”) en la descripcion del sistema, esto
significa que se supone se observa la dinamica a través de un filtro que apantalla las componentes
de frecuencias altas del movimiento w > (At)g_rlan. Debe ser posible una descripcién de tipo Markov
si (At)gmp < (At)gran; en este caso puede despreciarse la memoria del reservorio, porque somos
incapaces de resolver ese efecto. Esto es lo que se conoce como “aproximacion de Markov” y serd tutil
en el caso en el cual la escala de la dinamica que queremos observar es grande comparada con
(At)gran- Por ejemplo, si la escala de amortiguamiento de un sistema es (At)qm, y ésta satisface

(A)am > (A) gran > (AL) amp- (2.9)

El medio ambiente se modela por un reservorio a cierta temperatura, por ello usaremos el
término reservorio en lugar de medio ambiente de aqui en adelante.

Si se quiere aplicar la aproximacién de Markov en el caso de la fisica atémica tenemos que
(At)res ~ h/ET ~ 107's, donde T es la temperatura a la cual estd el reservorio y kp es la
constante de Boltzman, esta escala de tiempo es varios érdenes de magnitud menor comparada con
la tasa de decaimiento del atomo desde un nivel excitado.

La ecuaciéon maestra describe apropiadamente la evoluciéon de un sistema cudntico abierto si
se considera que la evolucién es Markoviana[29]. En este caso la evolucién de la matriz densidad
ps(t) estd gobernada por una ecuacién diferencial en ¢, de primer orden, esto implica que la matriz
densidad al tiempo t+dt, ps(t+dt) estd completamente determianda por la matriz densidad pg(t).

El modelo empleado para el reservorio depende del sistema, a continuacion esquematizamos
algunos de los modelos y la ecuacién maestra resultante en cada caso.

Oscilador Arménico Amortiguado. En el modelo més simple se considera al sistema como
un Oscilador Arménico que interactiia débilmente con un conjunto muy grande de osciladores
armonicos. La dindmica del sistema total estd determinado por el Hamiltoniano

H=Hg+ Hr+ Hg_Rr (2.10)
donde Hg, es el Hamiltoniano libre del sistema, en este caso estd dado por

Hg = hwa'a (2.11)
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a', a representa los operadores de creacién y aniquilacién de un cuanto de energfa del oscilador.
Hp representa el Hamiltoniano libre del reservorio dado por

Hp =" hw;blb; (2.12)

v los operadores b;- y bj representan operadores que crean o destruyen un cuanto de energia en el
j—ésimo oscilador del reservorio. Los operadores del sistema y los del reservorio satisfacen relaciones
de conmutacién dadas por

[a, aT} —1, [bj,bu = . (2.13)

El acoplamiento sistema—reservorio puede escogerse lo méas general posible, pero en este caso su-
ponemos valida la aproximacién de onda rotante, en la cual se mantiene solamente los términos
contrarotantes, tales com aTbj 0 b}a. En esta aproximacion se puede escribir el Hamiltoniano de
interaccién en la forma

Hs_p= hg (aTbj n ab}) , (2.14)
7

con g; constantes de acoplamiento reales.

La matriz densidad total la representamos por pgr mientras que la matriz densidad del sistema
se encuentra trazando ésta sobre las variables del reservorio, es decir pg =Trg (psr). Andlogamente
la matriz densidad del reservorio estard dada por pr =Trg (psr). El procedimiento para derivar la
ecuaciéon maestra puede resumirse en los siguientes pasos

1. Escribir la ecuacién de Liouville para pgsgr, la cual esta dada por

dpsr

ih
N

= [H, par] (2.15)

2. Integrar formalmente la ecuaciéon de Liouville y sustituir la solucién formal en la ecuacién
original sujeta a la condicién inicial

psr(t =0) = ps(0) ® pr(0) (2.16)

Esta condicién asume que inicialmente el sistema y el reservorio estan no estan correlaciona-
dos. Adicionalmente, se supone que inicialmente el reservorio es basicamente un bafio térmico
a temperatura T’ que esta descrito por

1, exp (—hwjb}bj/kBT)
trp [T, exp (—wbb; kT

PB =

3. Trazar sobre las variables del reservorio tomando para ello en cuenta la aproximacion de
Markov que en términos de la matriz densidad puede escribirse como

psr(t) = ps(t) @ pr(0) (2.17)

lo cual expresa el hecho que, en la escala de tiempo de evolucién del sistema que se consideran,
el reservorio no ha evolucionado.

Este procedimiento es estandar para la derivacion de cualquier ecuaciéon maestra, en el caso del
oscilador arménico amortiguado por el bano de osciladores se obtiene [29, 63]

dps

o (1+n(w)) <p5aTa +alaps — 2apsaT> (2.18)

7
2
% n(w) (psacﬁ +aa’ps —2a"psa )
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donde v = 27g?(w)D(w) es la tasa de amortiguamiento del oscilador arménico, que en general
depende de la frecuencia. D(w) es la funcién densidad de energia, que debe introducirse para pasar
de las variables discretas del bano al continuo. 71(w) es el niimero medio de fotones térmicos presentes
en el reservorio.

Un caso particular muy usado se obtiene cuando T' = 0 en ese caso fi(w) = 0, entonces

dps _7 (2apsaT — psala — aTap5> (2.19)
dt 2

La estructura que se ve en el segundo mienbro de las Ec. (2.18) y (2.19) es tipica de los sistemas
disipativos descritos por ecuaciones maestras, y se llama estructura tipo Limbland.

Atomo de dos niveles en un bano térmico. El procedimiento en este caso es similar, lo que
es diferente son las variables del sistema, que en este caso estard descrito por operadores atémicos.
Es decir, se tiene un atomo de dos niveles interactuando con un reservorio de osciladores armonicos.
Fisicamente esto puede representar un atomo que decae irreversiblemente cuando interactia con
un conjunto infinito de modos del campo electromagnético en el estado de vacio. El Hamiltoniano

total de este problema es
=", 3 huogblb; + 3B (gi00] + gjolhy). (2.20)
9 z : 17379 : 71773 J J
J J

donde ¢! y o son los operadores de subida y bajada que describen las transiciones del &tomo
entre los niveles excitado y fundamental. El procedimiento descrito anteriormente muestra que la
ecuacién maestra resultante es andloga, salvo por el cambio de operadores del sistema

g — a

O']L — (IT

por tanto la ecuacién maestra es ahora

d
Z?t = —% (1+n(w)) (pAtO'TO' +olopa — QO'pAtO'T> (2.21)
—%ﬁ(w) (PANUT +oolpa — QUTPAtU>

en este caso 7y se interpreta como la tasa de decaimiento del nivel excitado del atomo.

Oscilador Arménico Amortiguado en un bano Comprimido

Si se repite el procedimiento descrito antes para el caso de un bafio de osciladores que inicial-
mente no estan en un bano térmico sino que cada uno estd en un estado comprimido, se obtiene

d
dii % (N+1) (QapaJr —a'ap — paTa)
+g(N) <2aT,oa —aa'p — paaT)
-i-g(M) (Q(IT/)CLT — pa'al — aTan) (2.22)
—i—%(M*) (2apa — paa — aap)
donde
<b,tbk/> = N (2.23)
y N = sinh?r,
<bkbk/> = <bkb,k> 5k’,—k (2.24)
con M = —exp(if) sinhrcoshr. M y N obedecen las relaciones

V/N (N +1) = Vsinh?r cosh? r = | M| (2.25)
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Se ve como las constantes M y N que aparecen en la ecuacién maestra estan directamente
relacionadas con las fluctuaciones de los operadores del bano, dado que los osciladores del bano estan
en un estado comprimido se explica la relacién con el factor de compresion r de la incertidumbre
y el dngulo € que define una rotacién de la incertidumbre en el espacio de las fases (ver Sec.
5.2.1) [63, 64]. Este tipo de estados de los osciladores arménicos, y mas especificamente del campo
electromagnético se estudiaran en el capituilo 5, en el cual se propone una forma de prepararlos
usando dos modos en una cavidad que interactiian con atomos.

Durante el desarrollo de esta tesis se ha enfocado el efecto de la disipacién tanto en la coherencia
de los estados de los qubits como en el entrelazamiento, por lo tanto esta secciéon tendra directa
relacién con el capitulo 3

Decoherencia. La decoherencia constituye la pérdida de informacion cudntica del sistema
debido a su interacciéon con el medio ambiente. Si el medioambiente dispersa frecuentemente al
sistema, y no se monitorea el estado del medioambiente, entonces los términos fuera de la diagonal
de la matriz densidad del sistema decaen rapidamente en una base preferida (tipicamente una
base espacialmente localizada, seleccionada por la naturaleza del acoplamiento entre el sistema y
el medioambiente). La escala de tiempo de la decoherencia estd impuesta por la tasa de dispersién,
la que puede ser mucho mas grande que la tasa de amortiguamiento del sistema. Esto hace posible
que se puedan obtener estados coherentes en un estado estacionario. Esto sucede porque el sistema
rapidamente alcanza su estado estacionario (estado en el cual los valores medios de las variables
dindmicas no cambian mas en el tiempo), sin embargo, debido a la diferencia en escalas de tiempo,
la decoherencia no se ha perdido totalmente. En esta tesis se ha estudiado el efecto de sistemas
disipativos como estos en el entrelazamiento, por lo tanto esta seccién tendré directa relacién con
el capitulo 3. En el apéndice A se presenta un modelo de disipacion diferente, conocido cono Teoria
Input—Output[65].

En ésta tesis se abordé el estudio del comportamiento de los sistemas fisicos, usados para
el procesamiento de informacién, en presencia del medio ambiente. Estos sistemas en general no
existen aislados, por lo tanto su evolucién no es unitaria, justamente una de las consideraciones
que se deben tener en cuenta es como influye el medio ambiente en las propiedades de los estados
usados para la codificacion de informacion, desde esta perspectiva los modelos de disipacion juegan
un papel importante cuando se quiere obtener un primer acercamiento al estudio de la influencia
del medio ambiente en los recursos fisicos del procesamiento de informacién cuantica, propiedades
fundamentales como el entrelazamiento y la coherencia deben estudiarse a fondo en cada sistema en
el que se desea implementar tal o cual modelo propuesto por la Teoria de la Informacién Cuéntica.
En el capitulo 3 se presenta una forma de estudiar el comportamiento del entrelazamiento de dos
qubits a tiempos cortos.

2.1.3. Computacion cuantica.

El modelo de computacién cuantica permite explorar el efecto del comportamiento cudntico de
los sistemas fisicos en los procesos de computacién. A continuacién haremos un breve resumen de
los principales conceptos usados en Teor{a Cuantica de la Computacién.

Compuertas Logicas Cuanticas para qubits.

En un porceso de computacién implica la manipulacién de un ntmero finito de entradas para
obtener otro cunjunto de qubits de salida, de esta forma el proceso de computacion esta determinado
por la manipulacién apropiada de las entradas que conducen a la otencién de las salidas. En 1ltimo
caso, este proceso permite resolver el problema computacional planteado.

En general el proceso de computacién se modela mediante una operacién unitaria que actia
sobre un nimero de entradas finito n y arroja las salidas, esta operacién unitaria, recibe el nombre
genérico de Compuerta Ldgica. A continuacion describimos las compuesrtas mas conocidas. En
particular, se muestra que es posible definir un conjunto de operaciones sobre un qubit y una
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compuerta condicional y a partir de ellas construir, eficientemente, cualquier compuerta que actie
sobre n qubits.

Compuertas para qubits individuales. Como se ha dicho, un qubit es un elemento de un
espacio de Hilbert de dos dimensiones. Un conjunto particular de operaciones, que actuando sobre
un qubit produzca como resultado otro qubit, lo constituyen aquellas que tienen asociadas un ope-
rador lineal definido en este espacio. Los operadores lineales definidos en un espacio de Hilbert de
dos dimensiones tienen siempre asociada una representacién matricial. En Computacion Cuantica
son relevantes solo aquellas transformaciones unitarias entre qubits, es decir, estan representadas
por una matriz cuyo determinante es £1. En el caso de una particula con espin 1/2, las operaciones
unitarias que se realizan sobre los estados de espin estan asociadas directamente con las rotaciones
del sistema alrededor de un determinado eje 7 = (n1,ng,n3). Las rotaciones son operaciones espa-
ciales que se efectiian sobre el sistema en cuestién. Una rotacion de un angulo 0 alredeor del eje n
tienen una representacién (irreducible) en términos de las matrices de Pauli (01, 09, 03) dada por

R(n,0) = 1cos(g) +in - ?sin(%) (2.26)

Si el sistema fisico usado para definir el qubit no es una particula con espin 1/2, las transfor-
maciones unitarias que se efectiian sobre un qubit ain estdn relacionadas con la representacién
expresada en (2.26). Una transformacién unitaria general sobre qubits individuales debe ser bési-
camente una rotacién por un factor de fase global [66], es decir

U = ¢"“R(7, ) (2.27)

Debido a su uso frecuente se han dado nombres especiales a casos particulares de estas trans-
formaciones.

Hadamard, X, Y, Z: Estas compuertas pueden considerarse como una transformacién unitaria
dada por la Ec. (2.27) en la cual phase global estd definida mediante o« = —7/2 y elecciones
particulares del eje de rotacién.

La compuerta Hadamard se genera mediante la rotacién alrededor del eje definido por n =
%(ﬁl + n3), y el dngulo rotado es igual a §# = 7. Esta rotacién transforma el eje = en el eje z y

o= (1 1)

viceversa; entonces

tiene las propiedades

H>=1
y
HotH = o3
HosH = o;.

Si se escojen 7 a lo largo de los ejes x, y y 2, y 6 = 7 se obtienen (las matrices de Pauli) las
compuertas X, Y, Z, dadas por

X = —iR(h=1,0=m)
0 1
- 1= 0)
Y = —iR(i=j0=n)
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Adicionalmente se definen dos compuertas;
Compuerta de Fase (S), se define como[67]

10
=0 1)
y una compuerta 7/8 denotada T

1 0 /8 B_iw/s 0
T = <O e”/4):e/< 0 ei”/8>

Cualquier otra compuerta se puede decomponer en la forma

U = ¢"R(3, B)R(j,7)R(k, d).

Compuertas de dos qubits Las compuertas sobre dos qubits son principalmente las compuertas
condicionales, que son operaciones unitarias que se ejecutan sobre un qubit llamado blanco en
dependencia del estado de otro qubit llamado control[7]. La més conocida de todas es la C-NOT,
que es una generalizacién de la compuerta clasica XOR.

La XOR clasica es una compuerta que actia sobre dos bits de entrada uno se llama control y
el otro blanco. El bit blanco cambia de 0 a 1 y viceversa cuando el bit de control esta en el estado
1, mientras que lo deja inalterado si el control esta en el estado 0. el efecto de la accién de la XOR
puede resumirse en lasiguiente tabla

bit a : control | bit b: Blanco | a ® b
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0
Evolucion temporal
Qubit |1)y)
Compuerta Compuertade | |
General U Fase S
Compuerta | Compuerta de I
Hadamard H Fasep T/8 T
Compuerta X X —— Compuerta
condicional general Compuerta C-NOT
. 4
Compuerta 'y Y I—
Compuerta Z Z I—
FA
U N

Fig. 2.1: Algunas compuertas légicas cuanticas usadas frecuentemente.

Es decir realiza una suma médulo 2 (a @ b). Esta compuerta evidencia la siguiente tabla de
verdad.
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Andlogamente, en el caso cudntico la compuerta C-NOT se puede representar mateméaticamente
por
CNOT : |a,b) — |a,a ®b)

donde @ denota también la operacién aritmética de suma médulo 2. Esta compuerta cumple que
(CNOT)? =1

el bit a es el control (fuente) y el bit b es el blanco (target).

Una compuerta condicional general consiste en aplicar una transformacién unitaria sobre
el qubit blanco cuando el qubit de control se encuentra en el estado |1) mientras que no se aplica
ninguna operacién cuado el control esta en el estado |0).

Circuitos Cudnticos Se ha establecido una forma grafica de representar los procesos de Teoria de
la Informacién Cudntica, esta se conoce como circuitos cudnticos. En un circuito cudntico (ver la
Fig. (2.1)) se representa a los qubits evolucionando en el tiempo por lineas horizontales (la evolucién
es hacia la derecha) y, se usan diversos simbolos para representar las operaciones sobre un qubit o
sobre dos qubits.

Un circuito que permite cambiar de la base estdndard {|00),|10),|11)} a la base de estados
maximalmente entrelazados {|¢™),[¢7), [+ 1), [¥ )} y la aplicacién de la transformcién en el orden
invertido permite hacer el cambio contrario. Este circuito cuantico consiste de dos qubits una
compuerta Hadamard y una compuerta condicional CNOT, el circuito se muestra en la Fig. (2.2).El
resultado de este circuito estd dado por

00) — %(|o>+|1>>ro>e|¢+>

01) — jﬁ<|o>+|1>>rl>e|¢+>
1 _

10) — =0 = 1)10) — |o7)
1

1) — —=(10) = [1)[1) = |[v7).

S

Entanglement

— H ®

R
L

Fig. 2.2: Ciruito de generacién de entrelazamiento

Si se aplica el circuito invertido a un estado entrelazado, y se hace una mediciéon sobre ambos
qubits, pueden aprenderse los valores tanto de la fase y de la paridad.

La parte no local del circuito es la operacién determinada por la compuerta C-NOT, esta
es efectivamente la compuerta que genera o quita el entrelazamiento. Si las partes que quieren
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comunicarse estdn muy separadas en el espacio, entonces se requeriria una compuerta C-NOT
interestelar (lo cual es ciertamente utépico) para generar un estado entrelazado entre las diferentes
partes o para leer los dos bits de informacién que es posible codificar en él. En la préactica esta
operacion global, requerida en la manipulacién de estados entrelazados, se genera cuando los dos
sistemas estdn juntos. Una vez generado un estado entrelazado entre los dos qubits se reparten entre
dos sujetos que deseen comunicarse. Idealmente, los qubits permaneceran en un estado entrelazado,
estableciendo de esta manera un canal cudntico de comunicacién entre las partes que los poseen.

Consideremos dos partes, A y B, que deben establecer comunicacién, por jemplo, en un caso
de emergencia, para ello con anterioridad se genera un estado entrelazado entre dos qubits y se
reparte los sistemas entre A y B antes de que se alejaran una gran distancia. Cuando llega el
momento de la emergencia, la parte A quiere enviarle dos bits de informacién, pero necesita hacerlo
simultdaneamente dada la premura del tiempo, entonces se da cuenta que tiene un canal cuantico
que establecié con B. Usando este canal toma el qubit que posee y lo somete a varias operaciones
locales, para codificar los dos bits y envia el qubit a la parte B. B recibe el qubit y puede en
principio medir sobre los qubits conjuntamente y recuperar el mensaje que fué codificado.

Adicionalmente, si un espia intercepta el qubit, no puede leer el mensaje, necesita del otro, pues
la cantidad de inforamacién que posee el qubit interceptado por A es psg = %1 4. Por lo tanto el
canal de comunicacién cuantica es seguro.

La situacién presentada anteriormente muestra que es posible codificar dos bits de inforamcién
en un sélo qubit, esto se conoce como codificacion cudntica densa (o Quantum Dense Coding) [69].
Y es el primer ejemplo donde el entrelazamiento se usa como recurso por dos partes para establecer
un protocolo de comunicacién. En este caso es ademés seguro.

La utilizacién del entrelazamiento como recurso de procesamiento de Informacién Cuantica,
se ha mostrado en diversos protocolos como la Distribuciéon de Claves Cuantica, que permiten
establecer canales de comunicacion seguros. Los algoritmos de bisqueda y de computacién paralela,
etc.

2.1.4. Compuertas cuanticas universales.

La computacién cuantica persigue la realizaciéon de tareas computacionales mediante la codifi-
cacion de la informacién en la evolucién dindmica de los sistemas cuanticos. Para ello se emplean
un numero finito n de registros, los cuales estan constituidos, generalmente, por muchos sistemas
cuanticos idénticos de dos niveles. Los algoritmos cudnticos pueden representarse, por lo tanto,
mediante operaciones unitarias y mediciones proyectivas (medidas en el sentido definido por Von
Neumann) que se efectiia sobre un registro representado por un vector estado de 2" dimensiones.
Estas operaciones unitarias se llaman también compuertas cudnticas. Se sabe clasicamente que al
implementar una compuerta sobre tres bits, llamada compuerta Toffoli y cualquier compuerta arbi-
traria sobre un bit, es posible simular computacionalmente el cdlculo de cualquier funcién. Deutsch
encontré una compuerta cuantica equivalente a la compuerta de Toffoli, y dada la posibilidad de
realizar cualquier compuerta cuantica unitaria sobre un qubit individual, permitié concluir que es
posible realizar cualquier modelo de computacién clasica usando qubits, y més ain permite la rea-
lizacién de cualquier modelo de computacién cudntica. Posteriormente se llegd a la conclusién de
que son necesarias Unicamente compuertas sobre qubits individuales y la posibilidad de realizar una
compuerta C-NOT, para descomponer cualquier compuerta cudntica unitaria U en un espacio de
dimension 2" x 2™ asociado a n qubits, en una secuencia de compuertas sobre qubits y C-NOT[73].

Un determinado proceso de computacion cuantica requiere la realizaciéon de una operacién unita-
ria U sobre los n qubits que constituyen las entradas, la complejidad de la implementacién depende
del nimero de compuertas légicas elementales que se requieren para implementar la compuerta U.
Una implementacién 6ptima requiere la menor cantidad posible de compuertas légicas elementales,
esto es importante por dos razones, los tiempos de ejecucién son mas cortos y alternativamente los
errores introducidos en la ejecucién son menores.

En la préactica no se necesita que existan todas las descomposiciones posibles sino que la se-
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cuencia de compuertas se aproxime con arbitraria exactitud a la compuerta légica U. Un conjunto
discreto de compuertas logicas cuanticas elementales que permitan la descomposicion, con aproxi-
macioén arbitraria, de cualquier compuerta légica U, se dice que este conjunto de compuertas son
Universales. En el caso de qubits las compuertas sobre un qubit y las compuertas C-NOT sobre
dos qubits son universales.

A continuacién ilustraremos como una operacién unitaria de dimensién 3 x 3 se puede construir
con el producto de tres matrices unitarias lo cual permitirda visualizar una extensién del método
hacia dimensiones mayores.

Consideremos la matriz

U:

o o

~ 0O
S SR

que se supone que es unitaria, entonces esta matriz unitaria siempre se puede descomponer de tal
forma que UsUsUU = 1 donde Uy, Us, Us son también unitarias pero actuando sobre un espacio
de dos dimensiones. Estas matrices son

Uy =

o o =
o = O

sib=0y

a* b*
Vial2+pP  VaP+ b
b a*

01,
VialZ+p VaP+ b
0 0 1

U, =

cuando b # 0. Si se encuentra el producto U;U se obtiene una matriz de la forma

a/ d/ g/
L=\ 0 ¢ n |,
c/ f/ j/

donde los nuevos elementos son una consecuencia del producto pero no nos preocupamos que son
exactamente. Si ahora se elije Us de tal forma que cuando ¢ = 0

a* 0 0
U= 0o 1 0|,
0 0 1
y si ¢ # 0 se tiene
a/* C/*
\/‘a/|2+‘c/|2 \/\a’\2+|c’|2
Uy = 0 1 0

/

c 0 —a’
\/\a/|2+\c’|2 \/\a’\2+|c/|2

Multiplicando por UyU se tiene

1 d" g//
U- 2 U 1 U= 0 6// h” s
0 f// j//

y como U, Uy, Uy son unitarias entonces también UsU; U serd unitaria, en consecuencia d’ = g” = 0,
con lo cual se elige la iltima operacién unitaria Us como

1 0 0
U3 — O 6//* h//* ,
O f/l* j//*
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cuando se multiplican UsUsU U = I, con lo cual U = U;r U;r Ug . El conjunto de operaciones {U;}
constituyen una descomposicion de la matriz U. Es claro que esta descomposicion actia de forma
diferente de la trivial sélo en un espacio de dos dimensiones.

Un procedimiento similar se puede emplear para descomponer una compuerta arbitraria U de
cualquier dimensién d siempre en términos de matrices unitarias en un espacio bidimensional.

Ahora se mostrard como se puede implementar una compuerta U de dos niveles arbitraria sobre
n qubits en términos de compuertas arbitrarias sobre un qubit individual y la ayuda de una C-NOT.

Suponga una operacién U de dos niveles, en un computador cuantico de n qubits. Esta operacion
actia no trivialmente en un espacio generado por los dos estados computacionales |s) y |t), donde
§ = S1...8p, ¥y t = t1...t, constituyen las descomposiciones binarias de los niimeros s y ¢. Veamos un
ejemplo en el cual s = 101001 y £ = 110011, ahora conectemos s y ¢ por una secuencia de arreglos
que difieren sélo en un simbolo del anterior

101001
101011
100011
110011.

Cada secuencias gy, se conoce como elemento de un cddigo Gray y la secuencia misma es el cédigo,
por lo tanto considerando que s y t pueden diferir en n simbolos se tiene que habran al menos
m < n+ 1 elementos. Ademas se tiene que g1 = sy gm = t.

La implementacién entonces consiste en definir secuencias de compuertas que cambien el estado
en la forma |g2)... — |gm—1). Entonces realizamos una operacién controlada considerando como
blanco el tnico qubit en los que difieren |g,—1) v |gm), entonces se debe regresar al paso inicial
aplicando la secuencia de compuertas en orden invertido.

Hemos explicado como decomponer una matriz unitaria de dimensiéon arbitraria finita en una
secuencia de operaciones unitarias que actian entre dos niveles. Ademas se ha mostrado que cada
una de estas compuertas unitarias entre dos niveles, definidas en n qubits, se puede realizar con una
secuencia de compuertas sobre qubits individuales y compuertas C-NOT. Entonces se tiene al final
que cualquier operacién unitaria U sobre un conjunto de n qubits se puede ralizar con compuertas
sobre qubits individuales y compuertas C-NOT. Esto significa que las compuertas sobre qubits
individuales y la C-NOT son universales.

Para implementar una compuerta unitaria U que actia sobre n qubits puede implementarse
usando un circuito que contiene una cantidad de compuertas sobre qubits individuales y C-NOT
de por lo menos O(n?4™), lo cual es un caso no éptimo. El siguiente paso es escoger un conjunto
discreto de compuertas que permitan la realizacién de cualquier compuerta unitaria U y que resulte
resistente a los errores debidos al ruido. Un primer conjunto de este tipo de compuertas lo consititu-
yen la compuerta de fase, la compuerta /8, la compuerta C-NOT y la Hadamard. El problema de
establecer circuitos cudnticos que poseean un numero éptimo de compuertas estd todavia abierto.
Por ejemplo, en la refencia [68] se reporta un realizaciéon de computacién cudntica universal que
requiere 4" compuertas individuales, y 4" — 2"*! compuertas C-NOT.

2.1.5. El entrelazamiento como recurso del procesamiento de informacion cuantica

Entrelazamiento. Un estado puro bipartito se dice separable si es un producto directo de
estados puros en H4 v Hp,

V) ap =) 4 ®X)p

por lo tanto, las matrices densidad reducidas pa = [¢) 44 (¢| pB = |X) g (x| son puras. Cualquier
estado que no puede ser expresado de esta forma es entrelazado, en este caso p4 y pp representan
estados mixtos.

Cabe aclarar que si un estado [1)) 45 de un sistema conjunto A y B es separable los sistemas
componentes tienen cierto grado de correlaciéon. En efecto, en un sistema de dos particulas con
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espin 1/2, se puede preparar el estado
‘TZ>A ‘TZ>B )

entonces, a pesar de que este estado es separable, los sistemas mantienen cierta correlacién, los dos
tienen un espin que apunta en el mismo sentido. Sin embargo la correlacion entre sistemas en un
estado entrelazado tiene un caracter diferente. Como se mencioné antes la diferencia critica esta en
el hecho de que las correlaciones implicadas en el entrelazamiento no pueden crearse localmente. El
estado |1;) 4 |12) g puede prepararse sin la necesidad de que los dos sistemas interactien, se requiere
solamente un mensaje (cldsico) que diga que dos personas deben preparar un espin apuntando a lo
largo del eje z. Pero si se quiere que las particulas sean preparadas en un estado de espin entrelazado
tal como ]
NG (DAl +10all)p)

la tinica forma de lograrlo es aplicando una transformacion unitaria colectiva. Las transformaciones
unitarias locales de la forma U4 ® Up, y mediciones locales realizadas por observadores en los
sistemas A y B, no pueden generar de ninguna manera correlaciones como las implicadas por un
estado entrelazado de dos qubits.

Las propiedad peculiares que presenta la codificacién de la informacién en sistemas cuanticos
dependen de las propiedades del entrelazamiento cudntico. Ya hemos destacado algunas propiedades
de los estados entrelazados de dos sistemas y las implicaciones de esto en las observaciones hechas
en cada sistema por separado.

Existen cuatro estados maximalmente entrelazados, llamados también estados de Bell, de dos
qubits

65 4 = 5 (100) 45 +111) )

¥ ) ap = 5 (101) 45 £[10) 4 5) -

Se llaman maximalmente entrelazados porque cuando se trazan sobre las variables de uno de
los dos subsistemas conducen a un estado descrito por

[ =D =

1
PA = Tr(‘¢i>AB (6%]) = §1Av

(v similarmente para Trpp = 1p). Esto significa que si se mide el espin (por ejemplo, si es un sistema
de espines) a lo largo de cualquier eje, el resultado es completamente aleatorio. Entonces, si medimos
localmente el sistema A o el sistema B, no adquirimos informacion a cerca de la preparacién de este
estado, (que estado lo generd) en su lugar simplemente se genera un bit (cldsico) aleatorio. Esta
situacién contrasta con el caso en el cual cualquiera de los subsistemas esta caracterizado por un
qubit en un estado puro. En este ultimo caso se puede preparar un bit de informacién preparando
o |Ta) o |la) v puede recobrarse el bit realizando medidas apropiadas a lo largo del eje 7.

Preparando uno de los cuatro estados maxialmente entrelazado, puede codificarse dos bits de
informacion, uno es el bit de paridad (;el sistema tiene los espines paralelos o antiparalelos, es decir
se prepara |¢T) .5 0 [¥F) 45 7). El otro es la fase (el signo + o el —) es decir jcudl de las dos
superposiciones de paridad igual se prepara ( por ejemplo, [¢T) 45 0 [¢7) 45)7. Esta informacién
puede recobrarse desarrollando mediciones ortogonales sobre la base {|¢1) ,[¢7), [ "), |v7)} . Pero,
si los dos qubits estan separados, no es posible recuperar tal informacién con sélo medir sobre cada
sistema, separadamente.

Lo que si estd permitido es manipular localmente esta informacién. Cada uno de las partes
pueden desarrollar transformaciones unitarias que cambian un estado maximalmente entrelazado
en otro maximalmente entrelazado. Lo que no se pueden hacer localmente es alterar py = pp = %1.
Esto significa que la informacion que estan manipulando no puede leerse por ninguno de los dos.

Si se anade la posibilidad de intercambiar informacién (clasica) de los resultados que obtie-
nen de las mediciones, pueden aprender, colaborando entre ellos, como estan correlacionadas sus
mediciones.




2. Fundamentos 25

Matematicamente, los estados entrelazados se caracterizan como autoestados simultaneos de
los operadores que conmutan
O_gA)ggB)
A) (B
NONC)
el autovalor de O'%A)O{B) es el bit de fase y el autovalor de JéA)aéB) es el bit de paridad. La
conmutacién de éstos operadores, que puede verificarse facilmente a partir de su representacién
matricial, implica que pueden medirse (usando un aparato de medicién global) simultdneamente,
en principio, las propiedades asociadas a ellos.
Por otro lado, si se desarrollan medidas locales no pueden medirse simultdaneamente las dos
propiedades. Dado que JéA) RIpy1® UZ(J,B) conmutan simultd nemente con aéA)aéB) entonces las
dos partes podrian ponerse de acuerdo en medir a lo largo del eje z y preparar un autoestado de

(4) _(B)

o5 'o3 ', sus mediciones no perturban el bit de paridad, entonces pueden combinar su informacién
para inferir la paridad del estado. Pero U§A) RQlpyl® a:(,,B) no conmutan con el operador de fase

05‘4) ® a%B), entonces, la Mecanica Cuantica establece que el bit de fase sera alterado. Si el acuerdo

es medir en la direccién x entonces obtendrdan informacién de la fase del estado pero no podran
distinguir la paridad.

Si las dos partes estan juntas, pueden operar sobre los qubits conjuntamente. Entonces aplicando
una transformacién unitaria apropiada pueden rotar la base entrelazada {|¢™) ,|¢7),|¥T), [ ™)}
a una base sin entrelazamiento {|00),|01),]10),|11)}. Entonces pueden medir sus qubits separa-
damente para saber cual es el estado entrelazado en el que estuvieron preparados sus sistemas.

2.1.6. Medidas de entrelazamiento

Se ha mostrado brevemente en la seccién anterior que los estados entrelazados de dos sistemas
bipartitos pueden usarse como recurso para diferentes procesos de Computacién Cuantica y Comu-
nicacién Cudntica, por ejemplo, codificacién densa, computacién en paralelo , teleportacién etc. Si
se tienen dos estados entrelazados disponibles para un proceso cualquiera de Informacién Cuéntica
los cuales estan completamente caracterizados, entonces, es conveniente saber como se compara el
entrelazamiento entre estos dos estados. De ahi surge la necesidad de establecer una medida de
entralazamiento. Existen por lo menos dos formas iniciales de definir la medida de entrelazamien-
to que posee un estado, y tienen directa relacién con la posibilidad de hacer operaciones locales
y comunicacion clasica (LOCC) sobre un conjunto muy grande de estados entrelazados dados y
obtener un conjunto diferente y conveniente de estados nuevos. Como se manifesté anterioremente
las operaciones locales y la comunicacién clasica no puede modificar el grado de entrelazamiento,
estos procedimientos sélo pueden transformar un estado en otro con el mismo entrelazamiento.

La primera forma de definir el entrelazamiento contenido en un estado puro |¢) es imaginar que
se proporcionan un conjunto muy grande de n estados maximalmente entrelazados de dos qubits,
por ejemplo, el estado de Bell (|00) + |11)) /v/2, y producir tantas copias como se pueda del estado
puro |¢) usando LOCC. Si el nimero de estados |¢)) que se puede producir m de estos estados,
entonces, se define como entrelazamiento de formacion la relacién n/m cuando el nimero de copias
disponibles tiende al infinito. Una segunda forma alternativa de definir el grado de entrelazamiento
serfa usar el procedimiento contrario, es decir si se dispone de m copias del estado [¢) obtener,
mediante LOCC, n copias del estado maximalmente entrelazado (|00) + |11)) /v/2, en este caso
la relacién n/m se define como entrelazamiento de destilacion del estado [¢). Para estados puros
|1)) estas dos formas de definir la medida de entrelazamiento conducen al mismo resultado, sin
embargo no es obvio que esto sea verdad para cualqueir estado. Se puede demostrar que en el caso
de estados puros el entrelazamiento de formacién esta directamente relacionado con la entropia de
von Neumann (nuestro objetivo no es modificar la definicién existente de medida de entrelazamiento
sino hacer uso de las que se han definido y llevarlo a contextos nuevos, por ello no presentamos
la demostracién, pues involucra conceptos matematicos que salen del enfoque de esta tesis). La
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entropia de von Neumann, de un estado determinado por la matriz densidad p se define como

S(p) = —trplog (p). (2.28)

Si los autovalores de la matriz densidad son A4, en la base en la que p es diagonal la entropia puede
escribirse como

S(p) == palog(pa), (2.29)

log representa el logaritmo en base N y N representa la dimensién de la base en la cual se estd co-
dificando la informacién, por ejemplo, si se trata de qubits N = 2, si son qutrits N = 3, etc.
El entrelazamiento de formacién asociado a un estado de un sistema bipartito se define como

E(pa) = S(pa) = —trpalog (pa) = =Y palog (pa),

donde py =trp (paB); pp =tra (pap) constituye la matriz densidad parcial del sistema A o B
respectivamente.

Cuando se considera el caso de un estado bipartito generalizado representado por la matriz
densidad representado en la base l6gica {|00), |10),|01),|11)} puede escribirse como

P11 P12 P13 P14
P21 P22 P23 P24
P31 P32 P33 P34
P4Al P42 P43 P44

PAB =

Trazando parcialmente sobre el segundo qubit se tiene que

oA = P11+ p22 P13+ P24
P31+ P42 P33+ P44

calculando los autovalores de p4 se tiene que

1
Ae = str(pa) £ Vtr (pa)? — adet (pa),

pero, sabemos que tr(ps) = 1, por definicién de matriz densidad, por lo tanto tenemos que

)\i:%(li 1—4det(,0A)>7

sustituyendo en la definicién de entrelazamiento de formacion se tiene
E(pa) = —zlogz — (1 —x)log (1 —x), (2.30)

donde x = (1 + /1 — 4det (pA)> /2, no es dificil demostrar que para este caso que 4det (pg) =

2 (1 — trpil). En términos de los autovalores de p4 se puede escribir como
C?(pa) = 4det (pa) =2 (1 — 2% — (1 — 2)?), (2.31)

donde se ha usado el hecho que trpg = Ay + A\ =z + (1 —x) = 1.

En la Fig. (2.3) se han graficado las dos funciones expresadas en (2.30) y (2.31), entre 0 y 1. A
partir de las graficas se ve que las dos son funciones convexas de x y alcanzan los mismos valores
extremos para los mismos valores de x. Si x = 0 significa que el estado es puro, la desconmposicién
de Schmitd de la matriz densidad tiene s6lo un coeficiente diferente de cero, y por lo tanto es
separable. Se observa que tanto E(p4) como C?(p4) tienen el valor cero, de igual forma si z = 1.
Ahora en el caso de estados maximalmente entrelazados se sabe que x = 1/2, es decir la mariz
densidad parcial representa un estado completamente mezclado, las probabilidades de los estados
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Entrelazamiento de Formacion E(x) Concurrencia C.
1 . 1 -
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Fig. 2.3: Entrelazamiento de formacién y concurrencia de estados de sistemas bipartitos

puros en los que se puede descomponer son las mismas. En este caso, tanto E(p4) como C?(pa)
alcanzan el valor uno.

Es decir, en el caso de estados entrelazados puros tanto la cantidad £ como C, caracterizan de
manera equivalente el entrelazamiento de sistemas bipartitos.

La cantidad C define lo que se conoce como Concurrencia y mide la cantidad de entrelazamiento
en funcion de la pureza del estado, ya que si el estado del sistema al que se puede acceder es puro
en la base 16gica {|0)4,|1)4} entonces el estado del sistema compuesto serd separable. Si por el
contrario, el estado del sistema accesible estd maximalmente mezclado el estado del sistema global
estard maximalmente entrelazado.

Por otro lado, jqué pasa si el estado no estd maximalmente entrelazado?. En ese caso, el
entrelazamiento de formacién se define a partir de la descomposicién de la matriz densidad py
en estados puros

pa = Zpi |9i) (il (2.32)

Siempre se puede encontrar una descomposicién de la matriz de densidad de esta forma, sin embargo
no es unica. A partir de ella se puede definir el entanglement de formacién como

E(pa) = {p?;?)}ZpiE(|¢i> (¥il) (2.33)

donde la minimizacién es respecto a todas las posibles descomposiciones {p; |1;)} de la matriz
densidad p4. El problema es que existen muchas de estas descomposiciones, tantas que hace impo-
sible, en la practica, establecer una medida de entrelazamiento usando esta definicion. Si se lograra
encontrar una férmula que proporciones E(p4) o C(pa) a partir del conocimiento de la matriz
densidad p4, y que permita evitar la minimizaciéon anterior, entonces la medida de entrelazamiento
seria practica. Por supuesto la férmula debe ser un resultado de esta minimizacién.

Esta férmula fue deducida por Wootters y Hill [18], tanto para el caso de estados entrelazados
puros como para estados mezclados. Para explicar la motivacion de la férmula, consideremos los
estados maximalmente entrelazados de Bell para dos qubits A y B.

1
[65)ap = 5 (100)45 £ [11)45)

1
Wi>AB = 3 (101) 45 £110) 4 3)

y cualquier estado separable en la base {]|00) 45, |11) 45,/01) 45,]10) 45}, la aplicacién de la ope-
racién o, tanto al qubit A como al qubit B conduce a

ay|0) = i[1)
ay|l) = —il0)
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por lo tanto los estados de Bell transforman en la forma
1
OyA & o0yB ‘¢i>AB = 73 (I11) op £100) 45) = F |¢i>AB

1
oya ® oy |[VF) 4y = 2 (110) ap £101) ) = £1]67) 45

mientras que cada estado separable en la base ldgica es transformado en un estado ortogonal, es
decir

oya @ 0oy |00) 45 = —|11)4p
oya ®@oyp |11) 45 = —|00)45
oya @ oy |01) 45 = [10)4p
oya ®oyp |[10) 45 = [01)4p

llamando
~ 1
’¢i>AB = oya®0oyB ‘¢i>AB = D) (’11>AB + ’00>AB) =7+ ‘¢i>AB
~ 1
Wi>AB = oya®oyB Wi>AB D) (|10) 4 £101) 45) = £ |¢i>AB

vemos que el médulo al cuadrado del producto escalar entre estos estados transformados y los
estados sin transformar da como resultado,

\AB(¢i|€?i>ABI2 = 1
lap(bE [0 ap)? = 1

para los estados maximalmente entrelazados y cero para los separables. considerando el caso de un
estado entrelazado que no esté maximalmente entrelazado, pero que siga siendo puro, por ejemplo

[¥) = a[00) 45 + B[11) 4

la matriz asociada a este estado es
pas = [a]00) (00| + [B?[11) ap (11| + a*BJ00) ap (11| + " [11) 45 (00

calculando la traza parcial respecto a B tenemos

2
pa=1a*10) 414 (O] + |81 1) 44 (1]
la traza de ,0?4 es
trph = |a?|al* + B8]

usando la condicion de normalizacién tenemos
trp% = laf® = 2]a? 188> = 1—2]af?|B]?

usando la definiciénde concurrencia tenenemos que

Clpa) = /2 (1= trp?) = \/4|a? |8 = 2]a] ||

Calcularemos ahora C para el estado puro [¢) = «|00) 45+ |11) 45, que no esta maximalmente
entrelazado

[0) = (034 @ 0yp) [¢7) = = (" [11) 45 + B7100) 4 )

calculando el el producto escalar de este estado transformado por [¢) y luego el médulo cuadrado
tendremos que

C*(pa) = (WD) = a” 8" + "5 = 4 |af* |5



2. Fundamentos 29

luego podemos definir la concurrencia como

Clpa) = [($1)] = 2/al|B)

esto evidencia que hay una correspondencia entre la transformacion, escribir el complejo conjugado
del estado y aplicar las rotaciones oy4 ® oyp a los dos qubits, y la concurrencia de un estado puro.
Ademss en el caso de un estado separable \15) es siempre ortogonal a [i) por lo tanto el producto
sera cero. El paso siguiente es usar la transformacion definida para calcular la concurrencia a partir
de la matriz densidad asociada a [¢). Consideremos la matriz p* ; para el estado puro [¢), es decir
la matriz densidad original transpuesta, y la transformacion

PAB = Oy @ OyBPARTyA ® OyB

escrita en forma de matriz en la base {|00) 45, (11) 45,(01) 45,]10) 45} se lee lee

87 0 0 ap*
| o 00 o
=1 o o0 o |

@B 0 0 |a?

definiendo la matriz R = v/pappap, tenemos para R?

2|8 al® 0 0 2a8*|af”
2 0 00 0
R’ = 0 0 0 0
22°B18> 0 0 2|8 |af

los autovalores de esta matriz son ordenados de mayor a menorA; = 4 (|3]|al) 2,~)\2 =0,3=0y
Aq4 = 0, calculando las raices de estos tenemos A\; = 2|5||a||a|, A2 =0, A3 =0y Ay = 0. Si se resta
del autovalor mas grande los otros autovalores de R se obtiene en este caso simple

Clpa) =M — X2 — A3 — A =23 |a]. (2.34)

Si la anterior relacion da como resultado un valor negativo entonces la concurrencia se define como
0, es decir

C(pA) = max {0, 5\1 - 5\2 - 5\3 — 5\4} (235)

Esta es la féormula muy difundida para la concurrencia, y Wootters[18] la demostré formalmente
para estados puros de sistemas bipartitos de qubits. Wootters y Hill[18] generalizaron esta férmula
para el caso de estados mezclados. Por lo tanto, tenemos la relacién definida por la Ec. (2.34),
permite calcular la concurrencia, usando la transformacién aplicada sobre la matriz densidad, para
cualquier estado bipartito.

Rungta et al.[19] generalizaron la definicién introducida en la Ec (2.31),para estados puros de
sistemas bipartitos de dimension d. Esta férmula se conoce como I-Concurrencia para lo cual se
define un superoperador llamado inversor universal que reemplaza al la operacién de intercambio
(flipping) de spines, representada por la operacién oyq ® o,p. La férmula a que llegaron es,

C(pa) = \/20p,vp, (1~ tx(p})). (2.36)

con vp,, constantes positivas a ser determinadas. En el caso de qubits se tine vp, = 1.
Rungta y Caves[19], propusieron también una extensién del término Tangle para el cuadrado
de la I-concurrencia, es decir

T(pa) = C*(pa)
2VD1VDQ (1 - tr(pi})) (237)
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En principio se puede usar esta definicién para cualquier tipo de estado bipartito, es decir se
puede medir el entrelazaminto a partir de la pureza del estado. Tanto el tangle como la I-concurrecia,
coinciden con las versiones de cocurrencia dados para el caso de dos qubits, sin embargo, hasta donde
se conoce, no existe una férmula de Tangle o I-concurrencia similar a la encontrada en la Ec. (2.35).

Criterios de separabilidad de estados Si no fuera posible obtener una medida explicita de
entrelazamiento, serfia util conocer cuales son los bordes de separabilidad del espacio de estados
del sistema. Dado el estado en términos de algunos parametros, establecer el borde separabilidad
significaria establecer claramente una hipersuperficie en el espacio de parametros que diferencie
claramente cuales valores de estos pardametros definen un estado separable y cuales definen un
estado entrelazado.

Peres[21], conjeturd un criterio de este tipo, llamado criterio de la transpuesta parcial positiva.
En el caso de dos qubits, por ejemplo, si la matriz densidad de dos qubits es de la forma

PAB = PA Q pB,

consiste en calcular la matriz transpuesta parcial, por ejemplo, respecto al segundo qubit,
PAB = pA @ P,

si el estado representado por pap es separable entonces pap siempre tiene todos los autovalores no
negativos. Si la matriz pap no es positiva entonces el estado representado por pap no es separable
o, lo que es lo mismo, estd entrelazado. La familia Horodecki[22], domostré el siguiente teorema

Un estado p que actia sobre el espacio Hf) ® ’Hf) o en el Hf) ® 'Hg) es separable si y sélo

si su transposicién parcial p! es un operador positivo.

Este teorema formaliza el criterio de la transpuesta parcial de Peres[21] como una condicién
necesaria y suficiente para el caso de sistemas (2 x 2) y (3 x 3). Este es un criterio de separabilidad
porque para establecer el borde basta establecer donde falla la positividad de p4p. Simultdneamente
demostraron un lema que establece

Para cualquier estado no-separable p € H4 ® Hp existe un operador hermitico H = HT tal
que
tr(Hp) <0, (2.38)

y para todo estado separable pg., se tiene que

tr(Hp) > 0. (2.39)

El contenido del anterior lema implica que si se logra encontrar un operador hermitico que
satisface la condicién tr(Hp) < 0 entonces el estado representado por p serd un estado no separable
y por lo tanto entrelazado, sin embargo no hay una forma sitemética de encontrarlo. El operador
testigo de entrelazamiento esta relacionado directamente con la teoria de los mapeos positivos
que no son completamente positivos. Un mapeo lineal £ : B(H,) — B(H,,) es positivo cuando
mapea X > 0 en L(H) > 0y es completamente positivo si y sélo si 1,, ® £ es un mapa positivo.
Precisamente la trasposicion es un mapeo positivo que no es completamente positivo, por ejemplo,
el estado maximalmente entrelazado (|00) 45 + |11) 45)/V2 que

(L0 ® T)[(100) 45+ [11) 45) Ca 00] .45 (11])] /2
= (12 ®T) [(100) 45 (00] + g (11] + [11) 4 (00] + [11) 1),y (1)) /2 (2.40)
—[(]00) 45 (00] + 01) 55 (10] 4+ [10) 45 (O] + [11) 5 (1L])] /2,

tiene el autovector (|01) + |10)ap)/v/2 asociado al autovalor —1.
Lo que Peres not6 fue que si se aplica (1,, ® 7) sobre el operador densidad de un estado entrela-
zado lo transforma en un operador positivo. La manera maés general de definir una matrix densidad
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de un estado separable es como una suma convexa de productos tensoriales de estados puros en
cada sistema que forman un sistema bipartito. Es decir,

psep = D_mi [i1) (| @ [0F) (vF],
si se aplica la transposicién parcial a este estado
(1n®T) psep = (1n®T)sz’|¢zA> (Wi @ [P) (VP
= sz n®@T) ([0) (it ® [0F) (vP)) (241)
= sz- () (| @ [0i®) (wiP]) Z 0

vemos que auin representa una operador positivo. Entonces la condicién de Peres—Horodecki, es
decir la condicién de separabilidad se transforma en (1 ® 7) (p) > 0. Lo que se sabe hasta ahora
(2

es que en espacios H )’ ® Hg) y 'Hf) ® Hg) todos los mapeos positivos estan realacionados con la
el mapeo de la transposicion parcial, mediante la descomposicién de la forma

L=54+8550T, (2.42)

donde S7 y S2 son mapeos completamente positivos, y 7 es el mapeo de transposicién parcial. Esto
implica que el testigo de entrelazamiento estard dado por

H=P+(1aT)Q) (2.43)

con P>0y @Q >0y 7 esel operador de transposicién parcial. En dimensiones mas altas la situa-
cién es un poco mas complicada. Esto se debe a que en general los mapeos positivos no se pueden
descomponer en la forma dada en la Ec. (2.42) y como consecuencia, en dimensiones mas altas,
existen estados entrelazados para los cuales (1 ® 7)(p) > 0, es decir a pesar de estar entrelazados
satisfacen la condicion de separabilidad de Peres-Horodecki. Hay matrices densidad con entrelaza-
miento limite que tienen una PPT (transpuesta parcial potiva). El primer ejemplo de un mapeo
que no se puede descomponer en el sentido de la Ec. (2.42) se encontré en ’Hf) ® Hg). Sin embargo
se puede construir un operador testigo de entrelazamiento que no se pude descomponer en la forma
(2.43) en dimensiones arbitrarias. Se demostré que cada operador testigo de entrelazamiento es de
la forma

H=P+(19T)(Q) - el, (2.44)

para asegurar que este operador tenga la propiedad dada en la Ec. (2.39) se impone la condicién

0<e< inf (Ya,v|P+(1®7T)(Q)va,vB), (2.45)
Ya¥B

tal que P > 0y @ > 0y que se construyen de tal forma que tr(Pd) y tr(Q (1 ® 7)) = 0 para todo

estado §, donde los estados § llamados estados ‘edge’, estos estados son estados con entralazamiento

limite que tiene una transpuesta parcial positiva, y cumplen la propiedad de que para todoe >0y

todos los productos de estados |4, %), d — € |4, ¥B) (¥4, p| no son positivos o no tienen una

transpuesta parcial positiva.

En la Ec. (2.45) infy, 4, representa el infimo cuando se varfan los estados ¢4, ¥p .

Si se considera el conjunto cerrado de todos los estados con transpuesta parcial positiva entonces
los estados § estan en el borde de este conjunto, y el entrelazamiento de todos estos estados se
detecta mediante el operador testigo de entrelazamiento dado en la Ec. (2.44). Si se escojen Py Q
de tal forma que tr(P + (1 ® 7) (Q)) = 0, este testigo detecta también estados con entralazamiento
limite al interior del conjunto de estados con transpuesta parcial positiva. De esta forma dado
cualquier estado ‘edge’d se puede siempre construir un testigo de entrelazamiento. El problema
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radica ahora en escoger apropiadamente los operadores P y (. Ejemplos de como hacer esto se
encuentran discutidos en trabajos como [70, 71, 72]

Un problema adicional resulta cuando se trata de medir el operador testigo de entrelazamiento.
Una forma de hacer esto es descomponer el operador testigo de entrelazamiento en una suma de
términos que pueden medirse localmente, este es el enfoque que se presenta en la seccién (3.4). La
idea basica es usar esta descomposicién del operador testigo de entrelazamiento, detectar el entre-
lazamiento sin realizar una cantidad grande de mediciones sobre el sistema. Si se usa el la férmula
de Wootters o equivalentemente su generalizacién, se requiere el conocimiento del estado completo.
Mientras que si se construye un operador testigo de entrelazamiento y se usa una descomposicién
adecuada es posible medir directamente la presencia de entrelazamiento en un sistema en general
multipartito. En el capitulo 3 se muestra que es posible decomponer el operador testigo de entre-
lazamiento en téminos de mediciones locales[99], ain en el caso en que el sistema evoluciona en
presencia de diferentes canales de disipacion.

2.2.  Sistemas fisicos y la implementacion de procesos de Informacion Cuantica

En esta seccion se introducen brevemente las caracteristicas tedricas y experimentales de los
sistemas fisicos que se usaran para la realizacion de los procesos de computacién cudntica e infor-
macion cudntica descritos en la parte tedrica. El escenario de fenémenos fisicos que nos interesa
explorar estan directamente relacionados con el drea de la C)ptica Cuéantica. Més especificamente,
buscaremos realizaciones en el contexto de los iones atrapados y las cavidades épticas. Desde esta
perspectiva, es necesario conocer que tipo de procesos se pueden realizar en este tipo de sistemas,
cudles son los regimenes de energia que pueden distinguirse, etc.

Estos sistemas han sido ampliamente utilizados en estudios fundamentales y de aplicacién, de
tal forma que se conocen con gran detalle tanto experimental como tedrico.

2.2.1. Interacciéon Radiacién—Atomo.

Antes de estudiar directamente los sistemas que se usan en la implementacién de los procesos
de informacién cudntica, se presentan algunas propiedades importantes de la interaccién radiacién-
materia, propiedades que son los fundamentos de el desarrillo de sistemas como iones atrapados y
atomos en cavidades de electrodinamica cuantica.

Los sistemas interactuantes. Se considera la interaccién de la radiacién de un laser con
un medio atéomico que se supone que estd muy diluido, de modo que pueden despreciarse las
interacciones datomo-atomo. Adicionalmente, se considera un dtomo A, con un estado exitado e y
un estado base g separados por una energia

E.— E, = hwa (2.46)

w4 se llamara la frecuencia atémica. Los observables atomicos relevantes serdn el momento dipolar
eléctrico ci: la posicién R y el momento P del centro de masa. Este dtomo A interactia, por un
lado, con un campo laser L, y por otro con todos los otros modos del campo de radiacion los cuales
inicialmente no contienen ningun fotén y forman el vacio V' cudntico del campo. El campo laser L

L < A - \Y
VaL Vav

Fig. 2.4: Acoplamientos de un dtomo con un campo laser y el vacio

se asume que es monocromatico, con una frecuencia wy. Si el estado original del campo ldser es un
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estado coherente, puede demostrarse que es legitimo considerarlo como campo externo complejo
Er(7,t) = €()e(F) cosjwrt + ®(7)], (2.47)

donde €(7), e(7) y ®(7) son, respectivamente, la polarizacién, la amplitud, y la fase del campo léser
en 7. El acoplamiento atomo-laser V4, estd caracterizado por la frecuencia de Rabi €1, misma que
resulta ser proporcional al producto escalar del elemento de la matriz momento dipolar <e|cﬂ 9y
el campo léser E(7,t). La evolucién Hamiltioniana debido a Vi puede analizarse en términos de
procesos elementales de absorcién y emisién estimulada de fotones a la frecuencia del ldser, por el
atomo.

El acoplamiento atom—vacio V4 es el que genera emisién expontanea de fotones en los atomos
exitados. Se lo caracteriza por el ancho natural I' del estado exitado |e), el cual es también igual a
la tasa de emisién espontanea de fotones desde |e). Debido a que V' es un sistema con un ndmero
infinito de grados de libertad, el acoplamiento V4y introduce amortiguamiento y fluctuaciones en
la evoluciéon de A.

La evolucion de A puede considerarse en dos régimenes extremos tomados respecto al tiempo
caracteristico asociado a I'. El primero en el cual los tiempos de interacciéon son muy cortos, i.e.,
para t < I'"!, en este caso puede despreciarse la emisién expontanea, y la evolucién de A + L se
describe por la ecuacién de Schrodinger. Por otro lado si los tiempos de interacciéon son muy largos,
i.e., para t > I'"!, ocurren varios procesos de emisién expontanea durante el tiempo de interaccion,
entonces la evolucién “reducida”de A (trazando los grados de libertad del campo) esta descrito por
una ecuacién maestra o por una ecuacién de Langevin.

Tiempos Caracteristicos. El rol de las escalas de tiempo en las cuales suceden los procesos
es de vital importancia a fin optar por una u otra simplificaciéon en el tratamiento que permite
a su vez explicar las caracteristicas de ciertos procesos. Por ello aqui se exponen las propiedades
de algunos tiempos caracteristicos en la interaccién radiacién—atomo y ademds se comparan sus
ordenes de magnitud.

El tiempo més corto involucrado en este tipo de problema es el tiempo de correlaciéon 7, del
campo vacio. Las fluctuaciones del vacio tiene un espectro de frecuencias muy ancho J(w), el cual
varia lentamente con w alrededor de la frecuencia atémica w4: la escala de frecuencia tipica para
las variaciones de J(w) es w4 mismo. Luego:

Te~1/wg. (2.48)

El hecho que 7. sea mucho més corto que todos los otros tiempos caracteristicos nos permi-
tird considerar al campo de vacio V' como un “reservorio” y describir sus efectos sobre la evolucién
de A como un proceso de relajacién.

Para los grados de libertad internos, el tiempo caracteristico mas obvio es el tiempo de vida
radiativo 7 del estado exitado |e),

R =1/T, (2.49)

se define como el inverso del ancho natural de frecuencia del estado exitado |e) y puede considerarse
como el tiempo de relajaciéon asociado con la emisién expontdnea. La relacién I' < w4 implica
TR > Te.

La existencia de varios subniveles Zeeman en el estado fundamental da lugar a otros tiempos
de relajacién internos los cuales son asociados a un bombeo 6ptico. Los ciclos absorcién espontdanea
y emision, que se llaman también ciclos de fluoresencia, transfieren al atomo desde un subnivel
Zeeman g, a otro g,,/. Si la intensidad I, del ldser es baja, se define una tasa I de ocurrencia de
tales ciclos de bombeos 6pticos, proporcional a I;. El inverso de esta tasa

mp =1/T", (2.50)

es el tiempo de bombeo 6ptico 7p y representa el tiempo medio que el dtomo tiene que esperar
antes de sufrir un ciclo de bombeo éptico . A intensidades bajas del laser,

TP > TR- (2.51)
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La existencia de tales tiempos largos de relajacién internos para dtomos multinivel permiten obtener
mecanismos muy eficientes de enfriamiento.

Notese que, para atomos de dos niveles, se puede definir ademds a baja intensidad una tasa de
fuoresencia IV y un tiempo medio 1/T” entre dos ciclos de flourescencia experimentada por el mismo
atomo, un tiempo medio el cual es mucho més grande que 7g. Pero tales ciclos de flouresencia llevan
nuevamente al atomo al mismo estado base y por tanto no dan lugar a tiempos de relajacién interna
adicionales. En la practica, para un atomo de dos niveles, los tinicos tiempos de amortiguamiento
que aparecen en las ecuaciones opticas de Bloch, que describen la evolucion de los grados internos
de libertad son todos del orden de 75.

Para los grados de libertad externos (i.e. traslacionales), un tiempo caracteristico muy impor-
tante es el tiempo de amortiguamiento de la velocidad atémica. Es del orden

Teat = h/ERg, (2.52)

donde
Er = 1%k3 )2M (2.53)

es la energia de retroceso del 4tomo cuando él absorbe o emite un fotén ldaser tinico. En la ecuacién
(2.53), M es la masa total del atomo y k;, = wr,/c.
Para la mayoria de transiciones atémicas permitidas,

KT > Ep, (2.54)

por ejemplo, la linea de resonancia del sodio, Al' = 400Er. Cuando hay un tiempo interno 7;,; = Tgr
unico, se sigue de las ecuaciones (2.49), (2.52) y (2.54) que

Te:vt > T’int- (255)

Esta separacion de escalas de tiempo introduce grandes simplificaciones en el andlisis del movimiento
atémico. Por ejemplo, se pueden eliminar adiabaticamente las variables internas més rapidas y
deducir ecuaciones demovimiento reducidas para las variables externas.

Sin embargo, debe mantenerse en mente que la condicién (2.55) no se satisface siempre. Para
atomos con estado base degenerado, el tiempo interno 7z puede tornarse, a baja intensidad, com-
parable al tiempo externo (2.52), y puede ser ain mucho mas grande. Pueden aparacer también
tiempos externos mucho més cortos que Te,¢, tales como el periodo de oscilaciodén T,,. del atomo en
el fondo de un pozo de potencial 6ptico. En tales casos, no es posible eliminar las variables internas,
y el analisis tedrico es mas complicado. Estas situaciones son interesantes, ya que conducen, por
ejemplo, a limites mas bajos para la temperatura que los alcanzados por enfriamiento laser.

Atomo de dos niveles en un campo laser.

En esta seccién se considera la interaccién de un campo eléctrico E con un atomo de un sélo
electrén, en el cual tanto la dinamica del campo como la del &tomo estan descritas cuanticamente.
De lo dicho anteriormente, el hamiltoniano de interaccion se puede describir como

H=H,+ Hf —eF- E, (2.56)

donde H, y Hy son los Hamiltonianos asociados a las energias correspondientes al &tomo y al campo
libres, 7 es la posicién del electron y se asume la validez de la aproximacién de dipolo, en la cual
el campo es uniforme en una region del espacio del orden del radio atémico, es decir, la longitud
de onda del campo es mucho mayor que el radio atémico. Usando los operadores o;; = |i)(j] (i el
indice que denota el nivel atémico) los observables quedan

H, = ZEz’Uz‘z‘, (2.57)
i

er = EZ ) (al715) (3] = Z 0ij0ij; (2.58)
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donde E; son los valores propios de la energia dados por H,|i) = E;|i) y o los elementos de matriz
(1|7]7). En la aproximacién de dipolo el campo se evalua en la posicién del centro de masa del
atomo, si colocamos el atomo en el origen del sistema de coordenadas, el campo eléctrico se puede
escribir como

E =Y epéplal+ap), (2.59)
P

con £ = (hwy/ 260V)/2 V el volumen de cuantizacién de los modos del campo electromagnético.
Por lo tanto el Hamiltoniano es ahora

H = Z wka;%alg + Z Eioy + hz Z ggoij(a% +ag), (2.60)
k i Wik
con .
.. N
gl = KK — (2.61)

en el caso de un atomo de dos niveles a y b y con los elementos de matriz dipolar reales, el
Hamiltoniano se reduce a

H = Zwkagalz + (EaUaa + EbUbb) + thE(Jab + Uba)(Cl% + aE), (2.62)
k k

el segundo término en (2.62)se puede reescribir como
1 1
Eo04a + Epopy = §hw(0aa - Ubb) + §ﬁ(Ea + Eb)a (263)

donde se ha usado (F, — E}) = hw y 044 + o = 1. La energia constante se puede ignorar
(renormalizando la energia) y definiendo los nuevos operadores atémicos

0, = Oga— Obb (2.64)
ot = |a)(b| (2.65)
o = [b)al, (2.66)
el Hamiltoniano adopta la forma
H = Zwm%azg + hwo, + thE(a+ + 07)(a£ +ap), (2.67)
E E

el operador o' describe la transicién del 4tomo desde el nivel inferior b al nivel superior a, osea
describe una exitacién del electrén, mientras que o~ describe el proceso contrario.
La parte de interaccion del Hamiltoniano (2.67) estd formada de cuatro términos. El término

aTEU* describe un proceso en el cual el &tomo transita de un nivel excitado al fundamental y se crea

un fotén en el modo k. mientras que CLEO'+ describe el proceso contrario. Estos procesos conservan
la energia y por su importancia son los que se mantienen cuando se hace la aproximacion de onda
rotante.

Los otros dos procesos a}%a* y apo~ claramente violan el principio de conservacion de la energfa,
pues, cuando el 4tomo se excita y crea un fotén el sistema gana una energfa igual a fiw+hwy, proceso
que no puede ocurrir si el sistema atomo—campo es cerrado.

En este régimen el Hamiltoniano describe una dindmica, llamada de Jaynes y Cummings|74],
determinada por

H= Z wka;%a,; + hwo, + hz gp(oTaz + a_a;%). (2.68)
k E
Este hamiltoniano ha resultado 1til en la explicaciéon de los fenémenos de Optica cuantica y cons-
tituye el punto de partida para construciones tedricas que explican, con éxito el comportamiento
de sistemas como el ldser y dtomos en cavidades en general [75, 76, 77, 63].
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2.2.2. Iones Atrapados.

En esta seccién describiremos uno de los sistemas que se han usado para diferentes imple-
mentaciones de Computacion e Informacion Cudntica, los iones atrapados. La codificacion de la
informacion se realiza mediante la manipulacién de los grados de libertad atémicos (externos e
internos) de los iones. Esta manipulacién puede lograrse gracias a la interaccién ién—campo, inter-
accion que adquiere propiedades especialmente ttiles gracias al atrapamiento y enfriamiento de los
iones. Los procedimientos utilizados para el enfriamiento de los iones hasta niveles muy bajos de
temperatura tienen su fundamento en la interaccién radiacion—atomo, discutida en la seccion pre-
via. El objetivo de esta seccién es estudiar los principios en los que se fundamenta el atrapamiento
y enfriamiento. Esto permitird entender mejor los procesos implicados en la implimentacién tanto
de de los qutrits generados en iones atrapados como de las compuertas cuanticas que operan entre
éstos. Este sera el tépico abordado en el capitulo 4

La trampa de Paul [79] es uno de los dispositivos que permiten atrapar iones. La motivacién
para su desarrollo fue, entre otras, estudiar sistemas fundamentales (la posibilidad de obtener
experimentalmente un oscilador cudntico resultaba muy atractiva), que permitan explorar otros
régimines de la Naturaleza.

La trampa de Paul utiliza, para el atrapamiento, inicamente campos eléctricos. Esta constituida
por dos electrodos de perfil de forma hiperboloide, separados por distancias 2z, y conectados a un
anillo metalico central de radio ryp mediante un voltaje alterno U(t) = Uy cos(vt), como se muestra
en la Fig. (2.5). En esta configuracién el potencial eléctrico estd dado por

O(z,y,2) = Az® +y° + 22)U(t), (2.69)

y A =Uy/ (r% + 2,28). Para atrapar una carga en el espacio vacio las lineas de campo eléctrico
deben converger en algin punto desde todas las direcciones posibles. Debido a que la divergencia
de un campo electrostatico es nula, éste por si sélo no puede producir atrapamiento. Una modula-
cién temporal de este potencial permite corregir este problema. Si se considera un tiempo fijo, la
particula estd atrapada en sélo una direccién. Sin embargo, para tiempos de observacién grandes el
atrapamiento es tridimensional debido a que esta direccién cambia periédicamente en el tiempo.

Electrodo i
|
T

Z
/=
L
re—r, —™
Anillo Metalico '
1
1

’_,L__ >—@—4
‘—“‘ §~‘~
X

~a

Y

N

—

|

Electrodo

Fig. 2.5: Esquema de una trampa de Paul

La dindmica de la particula consiste de un movimiento oscilatorio, de pequena amplitud y
frecuencia v muy alta, que estd superpuesto a otro movimiento de mayor amplitud y frecuencia
w pequena (Fig. (2.6)). Si se elige el movimiento en la direccién z y no se toma en cuenta la
dependencia espacial del campo eléctrico E,, la ecuacién del movimiento de la particula es

mz = eE, cos(vt), (2.70)
la misma que tiene una solucién dada por z(t) = z — 7252 cos(vt), y representa un movimiento
armonico alrededor de z = z. La fuerza estd siempre en contra fase con el movimiento z(t) indepen-
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dientemente del signo de la carga e. La ausencia de variacién espacial en el campo implica que el
valor promedio temporal es nulo y por tanto no hay posibilidad de confinamiento. Permitiendo una
variacién espacial del campo E,(z), por ejemplo, si su amplitud crece con |z|, la fuerza instantanea
sobre la particula serd mayor por arriba de z = Z y la fuerza promedio estard dirigida hacia el
origen de coordenadas como se muestra en la Fig. (2.6) Partiendo de los potenciales eléctricos
aplicados a la trampa, puede deducirse un potencial efectivo Vs asociado a La fuerza promedio de
confinamiento.

Fig. 2.6: Comportamiento de la particula en la trampa de Paul

E = —A(¢) = Acos(vt)(—2x, —2y,42), (2.71)

y las ecuaciones de movimiento cldsicas seran para las tres coordenadadas tienen la forma general
como
md; = Ciz; cos(vt) (2.72)

donde m es la masa de la particula con z; = x,29 =y, x3 =2, C1 = Cy = —=¢, y (3 = %.
En promedio la particula se comporta como un oscilador arménico tridimensional a la frecuencia

w; = C;/\/2v, que puede considerarse sujeto al potencial efectivo
1 _
Vep =5 ) _wit. (2.73)
i

Este resultado proporciona la base teérica para trabajar con iones atrapados, permitiendo el des-
arrollo de experimentos en 6ptica cuantica y fisica atomica, en rangos de energia que hace veinte
anos eran conjeturas tedricas.

Por otro lado, pone al alcance del experimento sistemas cudnticos elementales, como un ién
o un electrén, que se comportan como un oscilador armoénico cuantico, y que tienen tiempos de
decoherencia del orden del segundo. Los iones atrapados se han estudiado en Generaciéon de Es-
tados Entangled[15], Computacién Cuédntica[80], generacién de Gatos de Schrédinger([81], Cripto-
grafia[82], Estadistica de iones Ultra-Frios[83] y aquellos que pretenden validar o refutar las diversas
interpretaciones de los fundamentos de la mecénica cuantica.

Estos experimentos requieren una forma de preparar el estado cudntico inicial del i6n. El proceso
de preparacién del ién se conoce como enfriamiento. Un método usado es el enfriamiento de iones
via un laser resonante a la frecuencia de transiciéon atémica, propuesto por Wineland y Dehmelt en
1975[84] y realizado experimentalmente Neuhauser, Hohemstatt, Toscheck y Delmelt en 1978[85].
El retroceso producido por la emisién y absorsion de fotones es una de las limitaciones de este
procedimiento. El método conocido como “Atrapamiento de poblacién coherente mediante seleccién
de velocidades” (VSCPT)[86] y el enfriamiento Raman|[12] son métodos alternativos que permiten
salvar estas limitaciones. El esquema Raman permite ademas llevar al ién a un estado de Fock
vibracional.
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Para enfriar iones atrapados, se debe considerar su frecuencia de oscilacién en el pozo de poten-
cial y compararla con la dinamica de los grados internos de libertad. Si la frecuencia de oscilacién
del i6n es muy pequena en comparacién con la tasa de decaimiento-absorcién, es decir w, < T,
entonces puede considerarse que los procesos de absorcidon-emisién ocurren, aproximadamente en
un punto del espacio de las fases de la particula fijo, es decir a cierta velocidad y posicién del ién en
la trampa. Para w, < I" el ién orbita en una érbita bien definida y se comporta como una particula
libre entre dos emisiones expontamneas consecutivas. Este caso se conoce como “enfriamiento Dop-
pler” o de “ligadura débil”. Si ademads la tasa de decaimiento de la energia cinética e cumple con
€ < I' entonces el sistema alcanza un limite adiabatico y la particula se comporta como si estuviera
libre y su energia cinética decae como

Ein(t) = Ege 2. (2.74)

Al igual que en el enfriamiento de particulas libres, la emisién exponténea conduce a un ensancha-
miento difusivo de la distribucion de velocidades enfriada y la energia final estd dada por

hl
El tiempo de oscilacién T, definido como el tiempo que toma disminuir la energia cinética del
i6n atrapado en un cuanto vibracional fw,. Asumiendo que la energia cinética es ya del orden de

E = hI'/2 se encuentra

AFE huwy,
—_ = = 2¢F = ehl’
At Tosc ‘ ‘ 7
entonces heo
w
Tosc - Eh]? = ?’UTat’ (276)

donde T,; representa el tiempo de decaimiento de los niveles internos del dtomo.

Debido a que ¢ ~ kHz y w, ~ MHz, la tasa de enfriamiento en términos de cuantos de
oscilacion es baja comparada con el decaimiento atémico. De esta forma, en las trampas hay un
parametro pequeno que sirve como parametro de expansion

P=— <1, (2.77)

Wy
7 se conoce como el Pardmetro de Lamb-Dicke y su pequenez indica que el ién atrapado siente la
estructura cuantizada de los niveles mas bajos del potencial de atrapamiento si n < 1.

Ahora en el caso de ligadura fuerte, w, > I los eventos de absorsién/emisién no pueden
localizarse mas en el espacio de las fases a cierta velocidad y posicién. En este limite, los sideband
estan bien separados y el enfriamiento se obtiene sintonizando el laser por abajo de la resonancia
portadora (carrier) a uno de los sidebands. La emisién expontdnea, ocurre preferiblemente a la
frecuencia del &tomo w lo cual conduce a una transferencia neta de energia. Mientras el enfriamiento
laser en atomos libres se efectia por transferencia repetida de momentum determinada por el
retroceso, el enfriamiento de atomos ligados se realiza por transferencia directa de energia, la
energia extrada por transiciones Raman.

Esquema Raman. El esquema Raman[12] (que se muestra en la Fig. (2.7)), es un procedimien-
to por el cual, los niveles internos del ién |a) y |b) se acoplan mediante campos ldser que interactian
con un tercer nivel, ya que la transicion directa estd prohibida por las reglas de selecciéon. Los dos
niveles principales tienen que ser metaestables, y tener una separacién energética igual a hAwg. Los
campos laser estan definidos por

Ej = Eojlexp{i(k; - T — wjt + ¢;)} + cc] (2.78)

donde kj,w; y ¢; son el vector de onda, la frecuencia y fase del campo laser respectivamente, y ¥
representa la posicién del centro de masa del ién. Ambos ldsers tienen una desintonia igual a una
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frecuencia A con respecto a las transiciones entre los niveles ¢ < a y b « ¢. Ademads wi; —ws = wo+9,
siendo, 0 del orden de la frecuencia de oscilacion del i6on. El Hamiltoniano que describe el sistema
es

H = Hy + Hp, (2.79)
con
Hy = hwala)(al + hwy|b)(b] + hwelc){c] (2.80)
15)
Fig. 2.7: Esquema Raman
y

Hp = hexp[—i(ky & —wit + ¢1)]|b){c] (2.81)
+hdy exp|—i(ky - & — wat + ¢o)]|a)(c| + he,

donde d; y do son los acoplamientos dipolares. Las frecuencias se escogen de tal forma que

We—Wp — W] = Wep—wi =A (2.82)

We —Wg — W3 = Weg —wa =A—09.

Si A > 4 es posible eliminar adiabdticamente el nivel |c) lo cual permite expresar la interaccién

.. . .. . . . GiG
original como una interaccién efectiva entre los niveles |a) y [b). Considerando que ¢’ = 0+~ —

GG . . .
2T2 el Hamiltoniano efectivo es

Hep = hd'os — hQ) {\a> (bl expli(Fr — ko) - T + i) + hc} (2.83)

con Qg = 2% y 03 = M. El siguiente paso en el proceso de enfriamiento de un ién
usando el esquema Raman consiste en cuantizar los grados de libertad externos, los cuales estan
asociados al movimiento del centro de masa del ién en el potencial arménico efectivo de la trampa.
Clasicamente la coordenada del iéon obedece la ecuacién de un oscilador armoénico simple, por tanto
su cuantizacién es directa, para ello, se asocia a esta coordenada el operador

h

2mw;

(bi + b)) (2.84)

Ty =

donde i = x,y,zy b; y bj son operadores bosénicos de creacién y aniquilacién, su interpretacién

es también directa, desde la teoria del oscilador arménico cuantico, estos crean y aniquilan, res-

pectivamente, un estado vibracional del centro de masa del ién que llamaremos ”fonén”, ! con

! Estrictamente hablando fonones son los estados de vibracién de la red de un cristal, formada por arreglos pe-
riédicos de iones, sin embargo nada impide incluir dentro de ese concepto el caso de un tnico ién
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energia hw;, w; es la frecuancia natural de oscilaciéon en la direccion ¢. La inclusiéon de los estados
vibracionales cuanticos del ién, modifican la estructura del Hamiltoniano efectivo del sistema. Si
se considera una trampa lineal [87], entonces los vectores de onda El y Eg de los campos pueden
orientarse de tal forma que k1 — ks sea en la direccién de oscilacién (que puede escogerse como ).
Bajo estas condiciones, y elevando a operador la coordenada x del ién cuya frecuencia de oscilacion
es w se tiene (usando (2.84)) que

Hir = hwblb; + ho'os
0
e {|a><by explin(b+ b) + i¢] + hc} (2.85)

en donde se ha introducido el pardmetro de Lamb-Dicke (LD) 7 = 8k+/h/2mw con 6k = |ky — ka|.

Por razones de simplicidad, es conveniente hacer una expansién formal, en serie de potencias, de la
exponencial que aparece en el Hamiltoniano, la convergencia de la serie quedara garantizada si se
escoge el parametro de LD suficientemente pequeno, de tal forma que 7y/n < 1, si el ién tiene n
fonones en su estado de vibracién. Usando la identidad BCH? y luego usando la expansién de Taylor
de la exponencial y sustituyendo esta expansion en la ecuacién (2.85) se obtiene el correspondiente
Hamiltoniano en el cuadro de interaccién en la forma

2
Hitar = hQO —[|a)(b] exp(—% +i¢)
3 (“Z!)l,! bib! exp(it{(l — I')w + 8'}) + he] (2.86)

Ll

donde se ha llevado a un cuadro de interaccion utilizando como Hamiltoniano libre Hypre =
hwaTb,- + hé'o3. Los pardmetros de este sistema se pueden ajustar de tal forma que se satisfaga
la condicién (I — I")w + 6’ = 0, y asumiendo la aproximacién de onda rotante se pueden conservar
solamente términos que satisfagan esa condiciéon. A continuaciéon describimos brevemente algunas
de las dindmicas particulares que se pueden generar de esta forma

Transicién Portadora (Carrier). Si se ajustan los parametros del sistema de tal forma que
(Il —1"w =0, 6" =0y conservando términos de orden cero en 7 en la expansién del hamiltoniano
se tiene

hQ 4
7 = "0 o 1 mio) (2.87)
en donde o = |a)(b|. Puesto que no aparecen los operadores fondnicos, la evolucién del sistema se
produce sin alterar la energia vibracional del i6n, sin embargo, habran oscilaciones tipo Rabi entre
los niveles internos |a) y |b).

Primer corrimiento al Rojo(red side Band). Si por otro lado se satisface la condicién

(I —1"w =w,d = —w, y ademds conservando términos de orden 7 en la expansién
—inhOn .
Hy = —%(e%-zﬂ ) (2.88)

y la evolucién del sistema se produce siguiendo una dindmica tipo Jaynes—Cummings, es decir, el
decaimiento de un ién desde el nivel |a) hasta el |b) y un aumento en la energia vibracional. Es
posible también generar otras dindmicas, como por ejemplo, si se cumple que (I — '\w = —w y
0" = w, se produce lo que se llama Primer Corrimiento al Azl, cuya dindmica es tipo Anti Jaynes-
Cummings, en ésta, el i6n decae del nivel |a) al nivel |b) y a la vez baja su energia vibracional en
un cuanto.

Esquemas de Enfriamiento Raman. Manipulando apropiadamente las frecuencias de los
laseres [12, 88|, se puede lograr enfriamiento del i6n. El limite de Lamb—Dicke, tiene la ventaja
que, durante el experimento, permite elegir tanto ¢’, asi como también el tiempo de interaccion.

2 La identidad de Bake-Campbell-Hausdorff establece que e~ Be®? = B — a[A, B] + [A [A, B]] +
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Si se considera que inicialmente el sistema estd en el estado |b,n) (n un entero que representa el
estado vibracional del i6n), entonces se ajustan los laseres de tal forma que el Hamiltoniano sea
el correspondiente al primer corrimiento al rojo, luego de un cierto tiempo de interaccién el ién
estard en el estado |a,n — 1) con probabilidad 1, este procedimiento se conoce como aplicacién de
un pulso 7 de corrimiento al rojo.

El siguiente paso es aplicar otro pulso laser 7 cuyo efecto es una transicién al estado |c) sin un
cambio en el estado vibracional. Si la tasa de decaimiento del nivel |c) es alta el i6n terminara en
el estado |b,n — 1), y por tanto ha desaparecido un cuanto de energia vibracional. Si se repite
esta secuencia, se podra llegar al estado fundamental de vibracién. En la literatura existen otros
esquemas de enfriamiento, por ejemplo, si se elige 6’ de tal forma que se aniquilen dos fonones en
lugar de uno, sin embargo estos procesos implican que el orden de expansion al que hay que tomar
el Hamiltoniano en el parametro n es méas alto que el permitido por el limite de L.D.

Fig. 2.8: Esquema de Enfriamiento Raman.

2.2.3. Electrodindnica Cuantica de Cavidades.

En la Electrodindmica Cudntica de Cavidades (Cavity Quantum Electrodynamics [CQED]), lo
que se busca es el control de la interaccién de un objeto (por ejemplo, un dtomo) con el campo
electromagnético modificando la estructura de modos del campo. Se puede colocar un atomo en
una cavidad éptica de alta fineza, esta cavidad contiene un conjunto discreto de modos del campo
electromagnético que resultan resonantes con la cavidad mientras suprime los otros modos. Del
modelo de campo electromagnético explicado en la seccién anterior, se ve que la amplitud del
campo electromagnético

Eo ~ (hwy/2e0V)'/? (2.89)

es inversamente proporcional al volumen de la cavidad. Si la cavidad tiene un campo muy débil
de tal forma que se pueda considerar que solo un fotén estd presente, entonces la posibilidad de
acoplarse al &tomo crece conforme se disminuyen las dimensiones de la cavidad. Se han hecho muchos
avances tecnoldgicos, tanto en el régimen de microondas como en el éptico, lo cual ha permitido
que el sistema acoplado atomo—campo evolucione en el régimen de acoplamiento fuerte. En este
régimen se alcanza una sensibilidad de un cuanto individual para fotones y atomos, por ejemplo,
por otro lado, un sélo fotén es suficiente para inducir un comportamiento coherente en el atomo,
por otro, la presencia de un sélo atomo es suficiente para alterar grandemente las propiedades fisicas
del espectro resonante de la cavidad.

Cualquier dispositivo de CQED se caracteriza por tres parametros fisicos: la constante de aco-
plamiento g; k, la tasa de decaimiento de la cavidad y la tasa de decaimiento expontaneo del
atomo +y, este decaimiento se produce en modos no deseados del campo electromagnético. Con es-
tos parametros se han definido dos cantidades para caracterizar un sistema de CQED mas acorde
a la realidad experimental: el numero critico de dtomos Ny ~ ¢*?/2k7y , y el nimero critico de
fotones mqg ~ g?/7?. La importancia de estos pardmetros radica en que permiten establecer si un
sistema de CQED determinado esta en capacidad de operar en el régimen de acoplamiento fuerte,
en el cual, por ejemplo, se pueden realizar operaciones cudnticas con una fidelidad alta. Alternati-
vamente, puede estar en el régimen de acoplamiento débil, en el cual la decoherencia y la pérdida
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de informacién cuantica es alta. El régimen de acoplamiento fuerte se establece cuando

2
Ny < g
g
2
my < . (2.90)
2g2

El niimero critico de atomos establece el nimero de atomos que deben colocarse en la
cavidad de tal forma que el acoplamiento con el campo permita que toda la luz absorvida produzca
transiciones atémicas con alta probabilidad. Este niimero depende de las caracteristicas geométricas
y materiales del sistema, por ejemplo, de la comparacién del tamano del foco del modo de la cavidad
optica y la seccién eficaz de absorcion del &tomo, y el nimero de vueltas que da el fotén en la cavidad
antes de dejarla.

El ntiimero critico de fotones representa el nimero minimo de fotones requerido para esta-
blecer una oscilacion coherente entre los niveles atomicos antes de que el atomo decaiga espontdne-
mente. Este niimero depende de las transiciones especificas involucradas en el acoplamiento atomo
campo

La Electrodindmica Cuédntica de Cavidades representa una de las mas prominentes areas de la
()ptica Cuéantica. En lo que tiene que ver con las realizaciones experimentales se deben distinguir
entre las cavidades de microondas y las cavidades opticas. Lo que las diferencia es el régimen de
frecuencias en la que trabaja una u otra. Por supuesto, cada una presenta ventajas y limitaciones.
Tecnolégicamente, es mas simple trabajar con microondas dado que el tiempo que demora un
fotén en escapar de la cavidad es muy grande (del orde de 30 ms en el Grupo de Paris y 50
ms el grupo de Garching) y los momentos dipolares, en este régimen, de los dtomos inyectados
en la cavidad tienen momentos dipolares muy grandes, pues se preparan en estados excitados
de Ridberg. Muchos de los experimentos que permiten testear los fundamentos de la interaccién
radiaciéon—materia han sido realizados en este tipo de sistemas, (por ejemplo: generacién de gatos
de Schrodinger[89], investigaciéon de decoherencia[90], aplicaciones en la realizacién de compuertas
cuanticas[91]) trabajando en este régimen.

En comparacion con las de microondas las cavidades épticas presentan la ventaja de que es
posible monitorear el campo que deja la cavidad o extraer luz de ésta. La desventaja radica en
que es mucho mas dificil alcanzar el régimen de acoplamiento fuerte. Sin embargo, los progresos
recientes en la fabricaciéon de espejos asi como la propuesta de nuevas geometrias han permitido
que las cavidades Opticas participen nuevamente de la carrera en la implementaciéon de procesos
de, por ejemplo, computacién cudntica[92].

El uso de esquemas Raman (explicado en la seccién anterior) en las cavidades permite dos
avances importantes en la investigaciéon en CQEDI[93]. La intensidad de las transiciones de dos fo-
tones Raman estd determinada por la intensidad de ambos campos electromagnéticos. En sistemas
Raman en CQED el un campo es el de la cavidad, generalmente de un sélo fotén, acoplado a la
transicion atémica; el otro resulta ser un campo ldser clasico externamente controlado. El control de
la intensidad del ldser externo permite controlar la intensidad del acoplamiento efectivo g.rs entre
la cavidad y el atomo. Este control se realiza en tiempo real. Similarmente, variando la frecuencia
del campo laser cldsico se puede controlar, en tiempo real, la desintonia entre las transiciones y
el campo de la cavidad. Estas ventajas permiten, por ejemplo, encender o apagar rapidamente las
resonancias lo que permite una transferencia adiabdtica de energia entre la cavidad y el atomo.
Puede concebirse por lo tanto una red de dispositivos de CQED cada uno de los cuales se activa
externamente mediante un campo laser cldsico, y que pueden conectarse mediante componentes
opticos como lentes, espejos, fibras, etc.

Por otro lado el uso de esquemas Raman en CQED permite que el niimero critico de fotones my
puede incrementarse arbitrariamente. Si se fija la geometria de la cavidad el acoplamiento efectivo
gefs entre el atomo y la cavidad es proporcional a la matriz de momento dipolar d, mientras la
tasa de decaimiento atémico 7.y es proporcional a d?. En una transicién Raman en una cavidad el
elemento de matriz relevante es controlado por la intensidad €2 del campo clésico del laser externo.
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De esta forma mg ~ ggff /’ygff ~ 1/d? |, el ntimero critico de fotones desaparece en el limite
intensidades de transiciones Raman débiles es decir la tasa de decaimiento espontaneo del atomo
en campos Opticos no deseados puede suprimirse arbitrariamente.

Todas estas propiedades de la tecnologia de Electrodinamica Cuantica de Cavidades, permiten
considerarla como uno de los dispositivos con mayores perspectivas en la realizacion de componen-
tes para procesamiento de Informacion Cuéntica. Los estados atémicos internos, como los niveles
hiperfinos del estado fundamental, permiten almacenar informacién de forma coherente y por tiem-
pos muy largos y con alta fidelidad. Esto lo demuestran los experimentos en iones atrapados. Si se
usan atomos neutros para codificar informacién, tienen el problema de que es dificil transportarlos.
Por el contrario los fotones ofrecen facilidades para el transporte de informacion, sin embargo, es
muy dificil almacenarlos por tiempos largos. Precisamente es donde entran los sistema de CQED,
pues como se ha discutido, proporcionan un contacto controlable entre estos dos sistemas permi-
tiendo conectar el concepto de memorias cudnticas (dtomos), al de alambres cudnticos (fotones).



3. CARACTERIZACION DE ESTADOS ENTRELAZADOS

3.1. Introduccion

El entrelazamiento cudntico se ha trasnformado en un concepto importante tanto en los albores
de Teoria Cuéntica, como también en nuestros dias. Las implicaciones del entrelazamiento han sido
discutidas anteriormente en trabajos pioneros de Einstein, Podolsky and Rosen [15]. la paradoja
descrita en este trabajo fue retomada por D. Bohm [94] a inicio de los sesenta. Un enfoque diferente
seguido por J. S Bell [16], permitié introducir un conjunto de desigualdades que deben ser satis-
fechas por cualquier teoria basada en propiedades puramente locales. Diferentes experimentos han
confirmado que a nivel microscopico los sistemas fisicos violan estas desigualdades [95]. La Teoria
Cuéntica predice una violacion de las desigualdades de Bell para sistemas preparados en estados
entrelazados.

Durante los tltimos diez afios se han presentado propuestas de aplicar el entrelazamiento cuanti-
co a la Teoria de la Computacion e Informacion. Estas propuestas han resultado en modelos nuevos
tedricos para la computacién y la informacién conocidos como Teorias de la Informacién y Com-
putaciéon Cuénticas [7]. Estos modelos estdn basados en la consideracion del entrelazamiento como
un recurso para el procesamiento de informacién. Por lo tanto la generacién de entrelazamiento
entre sistemas cuanticos es fundamental para la existencia y posterior desarrollo de estas nuevas
disciplinas. Teéricamente, la posibilidad de generar entrelazamiento ha sido mostrada en varios tra-
bajos que consideran diferentes sistemas fisicos para la generacién experiental, por ejemplo, usando
fotones [96], iones atrapados [78, 10, 30|, resonancia magnética nuclear o NMR (nuclear magnetic
resonance)[31, 32], 4tomos en cavidades [97], y puntos cudnticos [34, 35, 36].

Una vez establecida la posibilidad cierta de generar entrelazamiento se presenta la necesidad
de cuantificarlo, a fin de caracterizarlo. Los trabajos tedricos pioneros de Bennett et. al. [9] pro-
ponen una forma de caracterizar los recursos necesarios y suficientes de un canal que transmite
estados cudnticos. Esto condujo a una medida de entrelazamiento denominada entrelazamiento de
formacion. Esta medida se define como la razén entre el nimero m de estados maximalmente entre-
lazados que se distribuyen por un canal con ruido y el ntimero n de copias de un determinado estado
mezcla que puede obtenerse de los primeros, usando operaciones locales (operaciones unitarias loca-
les y mediciones) y comunicacién clésica (Local Operations and Classical Cumunication [LOCC]).
El entrelazamiento de formacion de dos qubits estd relacionado a la entropia de von Neumann,
S = —trplnp, a través de la expresion Ey(p) = ming, 4.y > piS(tra(¥i)(1i])). La minimizacién
se toma sobre todos los ensembles {p;,;} tales que p = > . p;|[¢);)(1i|. Como se ha discutido en
el Capitulo 2 este resultado nos proporciona un método para determinar el grado de entrelaza-
miento en un determinado canal de comunicacién cuantica. En el capitulo anterior se mostré como
Wootters y sus colaboradores [18] encontraron una conexién entre Ef(p), para un estado arbitrario
de dos qubits, con una cantidad que se puede calcular exactamente, llamada Concurrencia C. En
términos de este cantidad el entrelazamiento de formacién estd definido como (ver Ec. (2.30))

1 1 /—
donde h(x) = —zloga(x) — (1 — z)loga(1 — x), y la concurrencia C(p) estd dada por la Ec. (2.35)

C(p) = max{0, \1 — Ao — A3 — A4} (3.2)

donde, como se explicé en el capitulo 2 los A; son los autovalores de la matriz R = /\/pp\/p
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hermitica donde p = o, ® oyp*o, ® 0y, en la prictica se usa la matriz no hermitica R = \//77) que
tienen los mismos autovalores.

La expresién anterior proporciona una forma operacional para cuantificar el grado de entrela-
zamiento para una familia de estados de sistemas compuestos. Sin embargo, si estamos interesados
en obtener informacién cualitativa a cerca de la separabilidad de sistemas compuestos, existen
otros criterios, busqueda de violacién de las desigualdades de Bell [51]. Sin embargo, existen los
estados llamados bound entangled states los cuales tienen la caracteristica de estar entrelazados
pero no violan ninguna desigualdad de Bell conocida [98]. En el capitulo 2 se presenté el criterio
de Horodecki-Peres [20] de la transpuesta parcial positiva, que permite establecer un limite entre
estados entrelazados y separables para sistemas bipartitos de dimensién d < 6 [22]. Siguiendo este
concepto basico es posible introducir otro criterio para decidir si un estado dado estéd entrelazado
o0 no, por ejemplo, el operador testigo de entrelazamiento (Witness operator) [99], y la negatividad
[17]. Recientemente, se han hecho algunos esfuerzos para generalizar la férmula de la concurrencia
a sistemas bipartitos d-dimensionales. Esta generalizacién ha conducido a la definicién de tangle
[19].

La mayoria de los protocolos de comunicacién cuéntica estdn basados en la existencia de en-
trelazamiento cuantico entre nodos de una red de comunicaciéon cuantica, que se encuentran muy
separados. Sin embargo, ain en el caso de que se establezcan estados maximalmente entrelazados,
el sistema evolucionard en presencia de los efectos, no deseados, del medio ambiente. En este sentido
es importante saber como evoluciona el grado de entrelazamiento. Este es un problema muy dificil
en general; sin embargo, una observacién la evolucién del entrelazamiento a tiempos cortos podria
proporcionar informacion a cerca de como se pierde el entrelazamiento. Esta informacién podria, en
particular, ser 1til para implementar los procesos fisicos que preservan el grado de entrelazamiento,
por lo menos durante un tiempo en el cual se lleve a cabo un proceso de comunicacién cuantica
con una fidelidad alta. La evolucién de tiempo corto, en la que estamos interesados, puede estar
caracterizada por la llamada tasa de entrelazamiento (o entanglement rate). En un trabajo debido
a W. Diir et. al. [23] se destaca la importancia de la tasa de entrelazamiento en la caracterizacién
de la capacidad de generacién de entrelazamiento de cualquier interaccién entre dos qubits. La tasa
de entrelazamiento se define como I'(E) = dE/dt. El conocimiento de esta cantidad puede ayudar
a comprender le competencia entre una interaccion Hamiltoniana y los efectos de decoherencia,
debidos al ruido, en la generacién de estados entrelazados particulares [100].

En este capitulo estudiamos un procedimiento para caracterizar la tasa de entrelazamiento de
sistemas bipartitos, considerando un comportamiento de tiempo corto de la concurrencia definida
por Wootters. Esto puede lograrse siguiendo la definiciéon formal de la concurrencia en términos
de la matriz R = /pp. En un primer acercamiento presentaremos una expresién general para la
concurrencia en términos de los invariantes de esta matriz. La dependencia de C(p) se introdu-
ce a través de la evolucion de la matriz densidad global bajo la accién del medio ambiente. El
comportamiento de tiempo corto de C(p) nos permite definir una tasa de concurrencia como la
derivada de C(t) evaluada en ¢ = 0. En un segundo enfoque calcularemos la tasa de entrelazamiento
desarrollando una teoria perturbativa para calcular los autovalores de la matriz R. Como veremos
también, la conveniencia de escoger un enfoque u otro depende del rango de la matriz R. Este nuevo
enfoque proporciona informacion a cerca del entrelazamiento inclusive en esos casos en los que es
dificil obtener una solucién exacta.

3.2. La concurrencia en términos de los invariantes de R

En lo que sigue expresaremos la concurrencia en términos de invariantes de la matriz R = \/ﬁ
Siguiendo la férmula de Wootters para la concurrencia de un estado general de dos qubits dada a
través de los autovalores de R. En primer lugar consideramos el caso general de la matriz R que
tiene rank(R) < 4, de tal forma que la concurrencia puede escribirse como:

Clp)=M—A—A3-\ (3.3)
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donde asumiremos que esta combinacion de autovalores es positiva. Por otro lado, podemos escribir
tr(R) =AM+ X2+ A3+ Mg (3.4)

a partir de estas ecuaciones y, notando que A\; = (C (p) + tr(R))/2, podemos derivar una férmula
general para la concurrencia en términos de los invariantes de R:

) 9 (R _ detR
C*(p) +tr(R)* = 2r(R )+8(C(p) +tr(R))
2
X <t7“[R ] (Clp) +tr(R))> ' &

Esta es una ecuacion muy compacta de la concurrencia relacionada a los invariantes de la matriz
R. El conocimiento de estos invariantes nos permitiria calcular la concurrencia resolviendo esta
ecuacién no lineal.

Para un sistema que evoluciona bajo una dindmica dada, C(p) puede considerarse una funcién
explicita del tiempo de tal forma que para tiempos cortos comparados con las escalas de tiempo
dindmicas, puede escribirse un desarrollo en serie para C(t) como

C(t) = Z{)i' [dn dift)} o (3.6)

Esto significa que debemos ser capaces de calcular las derivadas temporales de C(t). A partir de
la ecuacién para C(t) dada antes podemos calcular una jerarquia de ecuaciones para todas las
derivadas de C(t) alrededor de t = 0. Para hacer esto debemos calcular las derivadas de tr[R],
tr[R?], tr[R™!] y det[R] alrededor de t = 0. Por ejemplo, consideremos tr[R?] = trpp,

d 9 dp
prdtae [ Zﬂ +trfp—], (3.7)
y la segunda derivada de trR?
d? 9 dp dp d’p
Bl — or[—= 2 .
dt?tr[R] tr[dtﬂJr tr [dt dt]+t rlp dtZ} (3.8)

Como podemos ver a partir de estas expresiones, el comportamiento temporal se introduce a través
de la evolucion de la matriz densidad global p y la transformada p. En principio puede calcularse
facilmente la evolucion de tiempos cortos de algunos términos que aparecen en la expresion para
C(p). La situacién se torna méds complicada cuando evaluamos la evolucién de tr[R™!] y det[R]. Si
observamos estas ecuaciones, encontramos que, dependiendo del rango rank(R), algunos términos
no contribuyen. Por ejemplo, para rank(R) < 2 sélo tr(R) y tr(R?) contribuyen. Como veremos
maés tarde, el rank(R) varia durante la evolucién. Los cambios en el rango rank(R) dependen de los
estados iniciales como también de la evolucion fisica que el sistema experimenta. Un caso interesante
donde la ecuacién (3) puede aplicarse es, donde se parte de un estado con rango rank(R) =1, el
rango de la matriz cambia s6lo a rank(R) < 2. En esta situacién tenemos

C? (p) = 2tr(R?) — tr(R)?. (3.9)

Para calcular con esta expresion, tenemos que introducir la expansion formal para la matriz R y
relacionarla con las variaciones de p y las de p. En este espiritu consideramos una serie formal.

R=+/pp=[1+(pp—1)]"/?= ZA (pp—1)" (3.10)

con A, siendo los coeficientes de la expansién binomial general. A partir de esta relacién derivamos
relaciones para la primera y la segunda derivada de T'r[R]. Como una ilustracién tomemos el caso
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particular de un estado maximalmente entrelazado de dos fotones generado entre dos cavidades
separadas que evolucionan bajo pérdidas de cavidad independientes. La evoluciéon de la matriz
densidad para estos sistemas estd dada por:

pr=L(p) = %(%PMT - aTaPt - PtaTa)
+%(2bpth — btbp, — pebh). (3.11)

Asumiremos que inicialmente preparamos las cavidades en un estado puro maximalmente entrela-
zado dado por [¢) = (|10) 4 |01))/v/2. En este caso R inicialmente es una matriz de rank(R) = 1,
y las pérdidas de la cavidad no cambian el rango de R. Este hecho reduce las expresiones para las
derivadas de la concurrencia a

. 2 .
CHC() = tr(%) (Rt (Ry) (3.12)
’ C()C(t) = tr(R?) — tr(Ry)tr(Ry) — tr(R)* — C(t)2. (3.13)

Notando que (o, (X)(fy)T = (o, ®0y) , y usando las propiedades ciclicas de la traza, puede mostrarse
que
dpt dpt

dR?
W] = Qtr[ﬁﬂt] = 2tT[PtE]- (3.14)

La expresion para tr(R;) puede calcularse a partir de (3.10). Después de alguna dlgebra y tomando
en cuenta que alrededor de ¢ = 0 tenemos (pp)" = pp, pueden mostrarse los siguientes resultados:

tr]

~ —1d(pp)
t —)nt R =0
(oo = 1) = i ;

(3.15)
el cual es valido para n = 2,3,4.... De esta forma la primera derivada de R puede escribirse como
. d

trlR] = tT[pC(ii)]. (3.16)

Considerando ahora que tr[R]i—o = 1, y remplazando los resultados de (3.14), y (3.16) en la ecuacién
(3.12) obtenemos

. 1

C(0) = —5(71+72)a (3.17)
donde ~y; 72 son las tasas de pérdida de las dos cavidades.

Adicionalmente, en el caso especial de este ejemplo, calcularemos la derivada de segundo orden
de R (también los términos de més alto orden en la serie son todos idénticamente cero). A partir de
estas observaciones es facil mostrar que la segunda derivada de la concurrencia se puede escribirse
en la forma

.. 1
C(0) = 7 (m +92)" (3.18)
Entonces, al segundo orden en el tiempo ¢, podemos escribir:
1 1 9.9
Clt)~1- 5(71 +y2)t + g(% + 72)7t". (3.19)

Este resultado estd en perfecto acuerdo con las soluciones analiticas exactas para la concurrencia
C(t) = exp (— (71 + 72)t/2), la cual se obtiene resolviendo la Ec. (3.11).

El célculo de la concurrencia para matrices que tienen rank(R) > 2 es mucho més complicado
debido a los términos adicionales en la Ec. (3.5). Por ejemplo, bajo la dindmica dada en la Ec. (3.11)
un estado inicial maximalmente entrelazado de la forma (|00)+|11))/v/2 cambia a rank(R) = 4. Para
estudiar situaciones mas complicadas como esta, encontramos interesante buscar otros métodos de
encontrar informacién a cerca de las medida de entrelazamiento de tiempo corto. Esto es la que
discutiremos en la siguiente seccion.



3. Caracterizacion de estados entrelazados 48

3.3.  En enfoque perturbativo para la tasa de Concurrencia

En esta seccién presentamos un método para calcular la tasa de concurrencia para los esta-
dos entrelazados de dos qubits. Como hemos mencionado previamente, la concurrencia se define
en términos de los autovalores de la matriz R. El problema que nos interesa resolver se escribe
formalmente como

M) = Al),

donde M (t) = R? = pp. Una posibilidad es calcular los autovalores de R en una expansién pertur-
bativa en el tiempo. De esta forma, la matriz M puede expresarse como una serie en la siguiente

forma:
M=MO® 4 MO 4 M2 4 (3.20)

Aqui, la matriz M© = M (0) se asume que es hermitica, la cual corresponde a una matriz den-
sidad de un estado de Werner ,es decir, una superposicién incoherente de estados maximalmente
entrelazados. Adicionalmente, asumiremos que los autovalores de M estan dados por

A=A AWy \@2 (3.21)
y sus autovectores se escriben como
1) = [ ©O) + MYt + [N 4+ .. (3.22)

A partir de la ecuaciones (3.22), (3.21) y (3.20) obtenemos la siguiente jerarquia de ecuaciones:

MO = AP
MO+ MOy = AP0+ A1) (3.23)
M(0)|1[)§2)>—|—M(1)|¢i(1)>—|—M(2)|T/)§0)> _ )\2(0)|¢(2)>+)\(1)|¢(1)>+)\§2)|¢§0)‘

i

Dada la Hermiticidad de M (0), la correccién a los autovectores y autovalores se obtienen usando
el procedimiento usual en la teoria perturbativa. Después de algunos célculos obtenemos

MY = (W) (3.24)
¢(0) MO ¢Z(O) 2
AP v, (|o> |(o) ! + (M@ %), (3.25)
A A

A partir de estas ecuaciones podemos calcular la tasa de concurrencia para los diferentes estados
que son inicialmente estados de Werner.
Estamos interesados en sistemas que evolucionan bajo una ecuacion maestra general:
) i
p=—%[H pl+ L(p), (3.26)
donde H es el operador Hamiltoniano y £ el superoperador de Lindblad el cual puede escribirse en
forma general como

Y
Lp) = > - (7 +1) |:2F}pF;T—F}TFjp—pFJTFj:|
7j=1,2
Vg, [2F pFy — FjFlp — pF,F 3.7
+Z2n3 i Pty gtip —pril; (3.27)
j=1,2

donde 7 es el nimero promedio de excitaciones y 7; es la tasa de decaimiento para cada sistema.
Si, tanto el Hamiltoniano H y el super operador £ son independientes del tiempo, una soluciéon
formal de la ecuacion (3.26) estd dada por

p(t) = e p(0), (3.28)
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donde L(p) = —%[H, p| + L(p) es un superoperador general, y tiene sentido sélo cuando actiia sobre
una matriz densidad. Entonces podemos expandir (3.28) en forma de una serie de Taylor como

o(t) = (Z fj,t) 0(0). (3.29)

n=0

L™, significa n aplicaciones sucesivas del superoperador £ a la matriz densidad para la condiciéon
inicial.

Del resultado anterior, podemos construir la matriz M = pp a cualquier orden en t, pero
para los fines que perseguimos aqui basta con calcularlo al segundo orden, entonces tenemos las
siguientes relaciones

MO = p(0)5(0), (3.30)
MY = p(0)p(0) + p(0)p(0), (3.31)
M® = j5(0)5(0) + p(0)p(0) + (0)p(0). (3.32)

Este método es simple y es valido para un rango amplio de problemas en informacién y com-
putacién cudntica. Aplicaremos el procedimiento descrito arriba a un estado inicial maximalmente
entrelazado de dos cavidades acopladas

¢t) = (]00) + [11))/V2 (3.33)

que evolucionan bajo (3.27) para F1 =ay F» = by aT = 0. En este caso la tasa de concurrencia es
dificil de calcular usando el método presentado en la seccién previa. El mecanismo de decoherencia
dado por (3.11) (con H = 0) cambia el rango de rank(R) = 1 a rank(R) > 2. Después de algunos
calculos al segundo orden en teoria perturbativa, puede mostrarse que la concurrencia al primer
orden esta dado por

)6 ) =1 - (22) + At + . (3.34)

En este caso es necesario calcular hasta el segundo orden debido a que el rank(R) cambia introdu-
ciendo una contribucién adicional ,/y172. La disipacién acopla el sector del espacio de Hilbert que
involucra a los estados |01) y |10) que aparecen en las correcciones a los autovalores de R? son de
segundo orden en el tiempo. Este resultado esta de acuerdo con el que se puede obtener resolviendo
la dindmica exacta del sistema. En una forma similar se pueden obtener directamente los resultados
obtenidos en la seccién anterior para el caso |¢0) = (|01) + |10))/v/2.

Usando este resultado podemos abordar el problema estudiado en [100] para un sistema de
qubits formado por atomos en presencia de un Hamiltoniano de interaccién y un tnico canal
de decaimiento. En este caso la ecuacion maestra considerada por los autores se obtiene de las
ecuaciones (3.26), (3.27) con F; = o’ , FJr = 07 ; y el Hamiltoniano H en este caso estd dado por

hwol  hw
H = 20"’ + 20 + hg(oio® +ola?).
Asumiendo que tenemos un estado inicial no maximalmente entrelazado dado por;
d _
T
0 atb ab
OES B S P (3.35)
2 2
—d d
g0 0 5°
la concurrencia puede escribirse como
Ct)y=(a—b—c—d)—~v2n+1)(c+d—2a)t+... (3.36)

donde se ha asumido que la concurrencia inicial es a — b —c—d > 0. Este resultado esté conectado
al resultado encontrado en [100] cuando ponemos la temperatura 7' = 0.
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Este ejemplo nos muestra que, cuando M (0) s una matriz Hermitica, este enfoque perturbativo
nos permite encontrar las correcciones de primero y segundo orden de los autovalores de pp.

Existen ciertos casos en los cuales no se tiene necesariamente una matriz M©) hermitica. Esto
ocurre cuando partimos de un estado no maximalmente entrelazado. En estos casos, proponemos
modificaciones a los métodos usados para calcular las correcciones a los autovalores. El problema
perturbativo en la Ec (3.23) seguird siendo vélido cuando los autovalores de M (%) (no necesariamente
hermitica) sean reales. Esta condicién es satisfecha siempre por M = pp , debido a que tiene
los mismos autovalores que la matriz hermitica \/pp,/p [101]. Por ejemplo consideremos el caso
presentado en la referencia [100] donde el estado inicial estd dado por

00 0 0
O p ¢ O

pO) =1 4 “ 1-p 0 (3.37)
00 0 0

Esto conduce a una matriz no hermitica M (0) con autovalores reales. En general tenemos que
resolver el siguiente problema de autovalores

M|¢r> = )‘|¢r> (338)

donde [¢,) son los autovectores a la derecha. Calcularemos los autovectores a la izquierda usando
la ecuacidén siguiente:

M) = Alghe)- (3.39)
Tomando el conjugado hermitico de (3.38) y (3.39) tenemos

<¢T|MT = {‘*<wr|
(Ve M= X (¢l (3.40)

Ya que M tiene autovalores positivos entonces, dados dos autovalores diferentes de M(©), 1a siguiente
afirmacién es verdadera:

(Voo Mthr1) = Ai(Wealtdr1)
(Yool Mthr1) = Xo(Wealthr1) (3.41)

y a partir de esta
(A = X2){(Wea|tr1) = 0. (3.42)

Los autovectores que corresponden a un autovalor A; son ortogonales a los autovectores derechos
que corresponden a un autovalor diferente Ao. Adicionalmente, usaremos la constante de norma-
lizacién en una forma tal que (¢y|1),) = 1. Podemos ahora calcular las correcciones de primero y
segundo orden a los autovalores de M(9):

A = (O .
CEEES (e, 1M (1)|¢(§)><W(%J(;)|M(l)|7/)7(~2')>

J A=A

(e M), (3.44)

A partir de estas férmulas podemos calcular la tasa de concurrencia la cual despies de algunos
calculos, da como resultado:

99’ (2p—1) —7l¢[*(2n + 1)
lq|
—y ﬁ(n+1)}t+... (3.45)

c@t) = 2|q!+2[
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donde ¢/ = Im(q). Este resultado concuerda con el que se encuentra en [100] para la tasa de
entrelazamiento para t = 0 y n = 0 (debido a que, independientemente de los términos de las
derivadas de orden mas alto de C(t) evaluadas en t = 0 es la misma que en [100] a este tiempo).
Se obtiene informacién adicional a partir de la (3.45) si hacemos valido este resultado a tiempos
cortos. Esta relacion revela la dependencia con la temperatura, por ejemplo, este problema es muy
duro de resolver en el caso exacto, pero usando este método podemos tener informacién de la
influencia de la temperatura. La concurrencia a tiempos cortos estd dada para cualquier estado
entrelazado de un sistema bipartito bidimensional, variando desde un estado separable hasta un
estado maximalmente entrelazado.

La ultima afirmacién se verifica trivialmente a partir de los casos presentados en los ejemplos
precedentes, debido a que sdlo un pardametro, la escala de tiempo asociado con 7, es el relevante,
entonces si la condicion vt < 1 es suficiente para asegurar que la serie tenga convergencia y por
lo tanto truncarla al orden ¢. En el ultimo ejemplo estudiado el problema es algo diferente debido
a que hay dos escalas de tiempo asociadas a los pardmetros g y -, que estdn en competiciéon en
los procesos de entrelazamiento y decorencia. Para clarificar este punto tomemos, sin pérdida de
generalidad, un parametro real ¢ y T' = 0, el término de segundo orden de la concurrencia estd dado

por
C(t) = 2q — 2qyt + ((g)Q (0= p%) (1= 2p) + q) V2 4+ 0 (1) (3.46)

q

En este caso podemos tomar como pardmetros de la expansiéon vyt < 1. Entonces, el régimen g < ~y
es trivial debido a que el sistema es amortiguado répidamente al estado fundamental (es un sistema
atémico). El régimen 7 < g se obtiene cuando el término de amortiguamiento de la ecuacién
maestra es despreciable con respecto a la evolucién unitaria.

A partir del resultado en (3.46) puede verse que los coeficientes de segundo orden dependen
del estado inicial, como se esperaba. El rol de la condicién inicial juega en la convergencia de la
serie estd restringido por \q|2 < p —p?, lo cual garantiza la validés de la matriz densidad. Los dos
casos extremos son p = 0 o p = 1, pero la condiciéon impuesta en la matriz densidad implica que
lg| = 0, la concurrencia del estado inicial es cero, lo cual es correcto, debido a que en este caso
no estd entrelazado. El coeficiente de segundo orden es finito en este caso debido a que |g| — 0
y p — p?> — 0, simultdnemaente, entonces para g ~ v y vt < 1 la concurrencia de tiempo corto
es valida. En el caso de estados maximalmente entrelazados |g| = 1/2, p = 1/2, el coeficiente de
segundo orden es independiente de g, y de nuevo la concurrencia de tiempo corto es valida. En los
casos intermedios 0 < |g| < 1/2 el coeficiente del término de segundo orden es més pequeno que el
coeficiente del término de primer orden cuando vt < 1 y g comparable a v 0 g < 7.

Otras situaciones, como el caso estudiado en la referencia [102] para el calculo exacto de la
concurrencia para estados entrelazados del campo de dos modos en presencia de amortigiiamiento
de fase, pueden también abordarse siguiendo el esquema descrito en esta seccién, estudiando la
evolucién de tiempo corto de la concurrencia.

En resumen, hemos estudiado el comportamiento de tiempo corto del entrelazamiento para un
sistema inicialmente preparado en un estado ya sea maximalmente o no maximalmente entrelazado,
y evolucionando bajo dinamicas disipativas. Un enfoque perturbativo nos permite calcular las deri-
vadas de la concurrencia de Wootters alrededor de ¢ = 0. Defininimos la tasa de entrelazamiento en
términos de la primera derivada de la concurrencia. Una teoria perturbativa similar a los métodos
estandar usados en mecdnica cudntica nos permite encontrar los autovalores de la matriz inicial
R? = p(0)p(0), y entonces calcular la concurrencia definida por Wootters.

3.4. El testigo de entrelazamiento.

En esta seccion presentamos la forma de calcular el “operador testigo de entrelazamiento” cuan-
do un estado inicialmente entrelazado evoluciona bajo diferentes mecanismos de disipacién. Estos
mecanismos de disipacion constituyen bédsicamente disipacién de fase y disipacion de amplitud de
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estados foténicos. Adicionalmente se estudia el comportamiento del operador testigo de entrelaza-
miento para el estado entrelazado de dos estados coherentes (dos gatos de Schodinger entrelazados)
que se encuentra conectado a un bano térmico a temperatura 17" = 0.

El testigo de entrelazamiento es un operador W definido en el espacio H 4 ®H g que es hermitico,
por lo tanto un observable en este espacio. La definicion de este operador tiene una conexién directa
con el criterio de Peres—Horodecki para separabilidad de estados bipartitos y multipartitos llamado
criterio de la Transpuesta Parcial Positiva (del inglés Positive Partial Tranpose). Peres introdujo este
criterio de separabilidad de estados bipartitos (para qubits) , mostrando que la transpuesta parcial
(transposicién respecto al sistema B, por ejemplo) de la matriz densidad de un estado separable debe
también ser una matriz densidad. Como hemos explicado en el capitulo de introduccion tedrica la
positividad de la matriz densidad es una propiedad crucial, si se quiere que ésta represente un estado
fisico de un sistema. Sin embargo no siempre es verdad que la transposicién parcial de la matriz
densidad conduzca también a un operador densidad. Lo relevante en el criterio de Peres—Horodecki
es que se viola la positividad si y sélo si el estado es no separable.

Dado que el operador testigo de entrelazamiento es un observable, para que sea un buen de-
tector de separabilidad de estados debe ser sensible al conjunto de autovalores negativos de la
matriz transpuesta parcial. La familia Horodecki demostré que una matriz densidad p en Hq ® Hp
representa un estado entrelazado si y sélo si existe una matriz hermitica W = W1, un testigo de
entrelazamiento, tal que

Tr(W pent) < 0 (3.47)

y para todo estado separable psep
Te(W paep) > 0 (3.48)

Este criterio establece que si el valor esperado del observable testigo de entrelazamiento W es
positivo, entonces el estado es separable, mientras que si este valor esperado es negativo el estado
esta entrelazado.

Investigaciones posteriores proponen una descomposicién del operador testigo de entrelazamien-
to en términos de un conjunto de mediciones locales, lo cual permitiria en principio establecer si
un estado es o no separable simplemente realizando estas mediciones locales. En otras palabras, si
se encuentra una forma de caracterizar una familia de estados mediante una descomposicion del
operador testigo en términos de mediciones locales podremos decidir respecto a la separabilidad o
no de un estado sin tener que caracterizar el estado en su totalidad.

En esta seccién se muestra que efectivamente se puede establecer esta decomposicién del testigo
de entrelazamiento en términos de los operadores de Pauli asociados a cada sistema individual, atin
cuando el estado evoluciona en presencia de diferentes mecanismos de disipacion. Este resultado
muestra que basta con medir estos operadores de Pauli en cualquier tiempo para determinar si el
estado es separable o no.

3.4.1. Estados de Fock entrelazados.

Considere un sistema en el estado inicial |¢)) . El sistema se supone que estd en contacto con
un bafio térmico a T' = 0, la evolucion de este sistema estd descrita por

dp

i
donde a,a’,b, b’ son los operadores de creacién y destruccién de los dos modos del campo elec-
tromagnético cuyo estado es un estado entrelazado (por ejemplo puede representar los estados de
polarizacion o el campo de una cavidad bimodal), 7; corresponde a las tasas de decaimiento debido
al efecto del bano. En la base de estados de Fock {|nm)} la dltima ecuacion se escribe ahora

%(QQpaT —a'ap — pa'a) + %(prbJr — bibp — pb'b) (3.49)
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Pijki = %[2\/ (i +1)(J + 1)pit1j+1r
— (i + ) pijl]
+ 22/ (k+ DU+ Dpijarien

—(k+ Dpijri] (3.50)

los subindices %, j y k,l corresponden al primer y segundo qubit respectivamente. Los procesos de
decaimiento se consideran debidos a bafios acoplados de forma independiente a los modos. Si la
energia disponible en el sistema no es suficiente para generar estados con un nimero de fotones
igual o superior a 2 en las cavidades se obtiene un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales.
Las soluciones para este sistema de ecuaciones se obtienen de manera muy simple por integracién
directa. Si los indices 7, k,l,m no son todos simultdneamente cero podemos escribir una expresién
abreviada de las soluciones:

Pijkt(t) = Pijrie” VM + € Ryjrpe” k(1 — e kit (3.51)

donde hemos definido e, = (i + 5 — 6i5) — (K + 1 — 0ma|/2; Vg = (P +5)n/2 + (K +1)y2/2 y
Riiki = 0ijpijii+0r1pijr (la barra indica la condicién inicial de los elementos de matriz). El elemento
de matriz pgogo es ligeramente diferente y puede escribirse como

poooo = (poorr + pri11)(1 — e 1)
+(p1100 + p1111)(1 — e 72)
—pun (1 — e—(71+W2)t) ~+ 0000 (3.52)

Una vez obtenida la soluciéon para todos los elementos de la matriz densidad, partiendo de un
estado inicial arbitrario podemos considerar los casos particulares de un estado no maximalmente
entrelazado |¢) = a’|01) + b/|10). La matriz densidad inicial es entonces

0 0 0 0
- B 0 |a/|2 ab* 0
po = ’¢><¢| - 0 a*b ‘b/|2 0 (353)

0 0 0 0

Los tnicos elementos que son diferentes de cero en la solucion de la ecuacién maestra son los
siguientes

PoO11 = P1P0011

pP1100 = P2P1100

p1001 = +/P1P2P1001

po1l0 = +/P1P2/Po110

poooo = (1 —p1)poort + (1 — p2)p1100; (3.54)

donde p; = e 7', La transpuesta parcial (en el segundo qubit) de la matriz densidad al tiempo ¢ es

A 0 0 qp1001
0 pipoo1n 0 0
Ts — 3.55
P 0 0 DP2P1100 0 (3:55)
qpo110 0 0 0

donde hemos definido ¢ = \/p1p2 vy A = (1 — p1)poo11 + (1 — p2)p1100- El préximo paso es calcular
los autovalores negativos y el correspondiente autovector. Si el estado inicial estd maximalmente
entrelazado tenemos.
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N (1 —p1)poor1 + (1 — p2)pii0o
- 2

4 2|5 2
x[1- /14 Apon? (3.56)
|(1 = p1)poor1 + (1 — p2)p1100]
el cual es siempre negativo. Por lo tanto, este etado estd siempre entrelazado, el autoestado corres-
pondiente es

le) = N (yoo> - |11>>

N es el factor de normalizacién. El operador testigo de entrelazamiento W = |e)(e|’? estd dado
por

1 0 0 0
S0 o e 0
W =|N| 0 qﬂ)?uo 0 0 (3.57)
Y ¢*|po110l?
0 0 0 |/\(11‘120

Consideremos ahora un estado inicial de la forma [i)) = a/|00) + b|11), que posee una matriz
densidad correspondiente dada por

|a/‘2 0 0 a/b/*
0 00 O
a’*b 0 0 |b,’2
la matriz densidad al tiempo ¢ tendra los siguientes elementos diferentes de cero
P11l = P1P2pP111l
p1010 = ¢p1010
po1o1 = gpoiol
prioo = pi1(l—p2)p1in
poo1r = p2(l —p1)piin
poooo = [(1—p1)(1 — p2)]p1111 + Poooo (3.59)
la transpuesta parcial sera
A 0 0 0
0 dip 0 0
Tp _ b2aipii11 qpo101 3.60
P 0 gpiowo  pidepiin 0 (360)
0 0 0 ¢pun
donde d; =1 — p;, A" = didapr111 + Poooo
El autovalor negativo de esta transpuesta parcial que puede resultar negativo es
cp1111
D ——
2
X [1 — 1+ fllpro10]® — d1d2|p1111|2]} (3.61)

con f = 4q¢?/[cp1111)? v ¢ = pa(1 — p1) + p1(1 — p2). El autovalor es negativo si y sélo si se cumple
la condicién

(1—p1)(A = p2)lpr1nal* < |pronol? (3.62)
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Esta relacién establece una condicién de separabilidad. Por lo tanto, este caso es diferente del
primero en cuanto a comportamiento del entrelazamiento en funciéon del tiempo. El autovector
correspondiente al autovalor en consideracién (el que puede ser negativo) estd dado por

2 —
g~ p1010
~[10)

e) =N [|01) + —
) 01) p1(1 —p2)pr1n — A

Por lo tanto, el testigo de entrelazamiento W’ = |¢/) (/|72 en este caso estd dado como

0 0 0 Cpio10

0 1 0 0
W' = |N|? _ 3.63
| | 0 0 ‘CPIOIO ’2 0 ( )
Cpioo 0 0 0
donde C' = (¢*p1010)/(p1(1 — p2)p1111 — A-)
3.4.2. Disipacién de Fase
Cuando se considera disipacién de fase la ecuacion de Limbland tiene la forma
d . . . IR . .
d—'z = %[2n1pn1 —nip — pny| + %[27@,0112 — Nigp — pna] (3.64)
si escogemos de nuevo la base Fock {|nm)}, la ecuacién toma la forma
. My . . . V2
piji = {5 [20] = (1 + J)] + 5 [2kL = (K + D]}pigm (3.65)

donde (como antes) las primas se refieren a los estados finales de Fock. La solucién se obtiene
inmediatamente

pijkl = Pijrie
Mo - L
Vijki = 5[21]—(1 +7)]
+%[2kz — (k+1)] (3.66)

La caractaristica de la disipacion de fase es que unicamente los elementos fuera de la diagonal
decaen en el tiempo, la diagonal de la matriz densidad permanecen en el tiempo. Si el sistema
estd inicialmente en el estado |¢), el estado final viene dado en este caso por

0 0 0 0
0 pootr  gporro O
= _ - 3.67
0 gpioor  prioo O (3:67)
0 0 0 0
el autovalor negativo es A_ = —q|p1001|? y el autovector es |e) = %(|00) —e%[11)), tenemos ¢ = 0.

Por lo tanto el testigo de entrelazamiento es

0 0 0 O
Ifo 1 -1 0
=510 1 1 o0 (3.68)
0 0 0 O
Si el estado inicial es |1), entonces la matriz densidad en el tiempo ¢ estd dada por
pooo 0 0 gpoior
0 0 0 0
p= 0 00 0 (3.69)
gpo10 0 0 pun
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el autovalor negativo y su autovector son A_ = —q|p1010/?, |e) = %(IOD —€%%]10)), tenemos ¢ = 0.
El testigo de entrelazamiento, en este caso es, por lo tanto

-1

o !

5 (3.70)

o O =
O O O O
O O OO
= o O

-1

3.4.3. FEstados coherentes entrelazados

Consideremos dos estados coherentes entrelazados y un proceso de disipaciéon. Seguimos el
enfoque presentado en la referencia [64]. En esta referencia se presenta la evolucién de un gato de
Schrodinger en presencia de un reservorio a T' = 0 en el estado de vacio. Entonces el estado final,
que se obtiene trazando sobre las variables de reservorio (en el limite N — 00), es

p(t) = Nilloe){ou] + ] — o) {—ox|
(| = ar) (o] + |ar) (—aul)] (3.71)
donde Ny = 1/4/2(1 + e~2lal?), e 2FWlel, p() =1 — £(t) = 1 — e . Estamos interesados

en la evolucién de un sistema en este reservorio con un estado inicial entangled del tipo |¥) =
Co(la)|n)y + | — a)| — n)). La matriz densidad final, siguiendo (3.71) estd dado por

p(t) = |Col*[la)(al @ [n)(n]
+| = a)(—al @] = n){-n
+haky(lo)(—al @ |n) (=
+| = a)(al@ | =n)nl)] (3.72)

Necesitamos escoger una base ortonormal apropiada. Esta base estd formada por la base |+) la
cual se define como

[+) = Nx(|o) £ | = @) (3.73)
donde Ny = 1/4/2(1 £ e~2al*). A partir de la Ec. (3.73) tenemos
1 1
ta)=—|+) £ —|-
o) = 54 E 1)

Entonces el estado final puede estd descrito por

p(t) = 2|Cof?
[ak] + +){+ + | + ak| — —)(— — |
+ok| + =) (= + |+ bk[ — +)(+ — |
+ak(| ++)(—— [+ —=){++])

+){—

+ak(|+ =)+ —[+] - +1)] (3.74)
En la base {| ++),| + —),| — +),| — —)}, la transpuesta parcial de la matriz densidad es
ak 0 0 ¢k
0 bk gk O
B _— 2 i
= 2|Co| 0 gk bk 0 (3.75)

gk 0 0 ak



3. Caracterizacion de estados entrelazados 57

donde a = (N_?FME)_l,d = (N2M?)"1b = (NiME)_l, b= (NEM?F)_1 q=(N.N_M,M )ty
k=14 Kaky,k =1 — Kqky. Los autovalores son

M2 = (“J“;)k(u -Q)
Naa = (bzl_’)% (1 + T+ Q) (3.76)

donde QQ = (16q2 namn) /l(a+a)k]?. Hay sélo un autovalor que es siempre negativo, especificamente

b+0b)k
A__H2><1—\/1+Q>
Esto significa que el estado estd siempre entrelazado. El autovector puede escribirse como
le) =N(l+-)+P[—+))

con P = (bE — )\,) /qk, N un factor de normalizacién conveniente. Por lo tanto, el operador testigo
de entrelazamiento correspondiente es

00 0 P
01 0 0

W =|N|? 00 P o (3.77)
PO 0 0

3.4.4. Medida del operador testigo de entrelazamiento

En la seccion previa hemos calculado el testigo de entrelazamiento a partir de los autovectores
que corresponden al autovalor negativo de la matriz densidad en la que se ha efectuado la operacién
de transposicién parcial.

Se distinguen dos casos. Si la forma general de un autovector negativo es |e) = «|00) + 3|11),
el testigo de entrelazamiento puede decomponerse en términos de las matrices sigma siguiendo la
forma

W = 181+, @0+ (o> = |80, @1+1®0,)
+af(0, @ 0p + 0y @ 0y) (3.78)

dondea =Ny 3= Nivp”;\zﬁo“o.
Por otro lado, si el autovector asociado al autovalor negativo tiene la forma |e) = «|01) + 3|10)
el operador testigo de entrelazamiento puede decomponerse en una manera similar

W = 1@1-0. Q0.+ (o> - 18?10, —0, ®1)
+af(0, @ 0p — 0y @ 0y) (3.79)

Esto muestra que para determinar la separabilidad de los estados a cualquier tiempo basta
con que cada parte realice las mediciones de 0., 0y, 0, y mediante comunicacién cldsica puede
reconstruir el operador testigo de entrelazamiento en la forma indicada para cada caso.

En este capitulo se ha presentado tanto un mfodo para estudiar el comportamiento del entre-
lazamiento en sistemas sujetos a disipacién, el cual resulta valido a tiempos cortos. Este método
permite establecer una escala caracteristica de tiempo, en la cual se genera o se pierde el en-
trelazamiento de estados bipartitos. Por otro lado, se muestra también que el operador testigo
de entrelazamiento puede descomponerse en términos de cantidades observables locales, una vez
medidos estos operadores se pueden en principio recosntruir el operador de entrelazamiento. Este
procedimiento requiere de una cantidad de mediciones menor a la que se requiere para determinar el
estado. Este mecanismo resulta 1til cuando se esta interesado en saber si el estado esta entrelazado
con la mayor eficiencia posible.



4. COMPUTACION CUANTICA CON QUTRITS EN IONES ATRAPADOS

4.1. Introduccion

En el capitulo 2 se dijo que bloques fundamentales sobre los que se construye la Computacién
Cudntica y la Teoria de la Informacién Cudntica constituyen los qubits [7], los cuales son sistemas
cudnticos de dos niveles, los mismos que para que sean 1tiles, deben ser distinguibles y susceptibles
de manipulacion tanto colectiva como individual. Las operaciones que se realizan sobre los qubits
constituye lo que se denomina compuertas cudnticas (quantum gates) que constituyen una analogia
de las compuertas logicas usadas para el procesamiento de la informacion clasica. El caso mas simple
de manipulacion colectiva se reduce a una compuerta cuantica bipartita, es decir una compuerta que
actia sobre dos qubit, por ejemplo la compuerta NOT controlada (controlled-NOT 6 C-NOT) [12],
también llamada compuerta XOR. El funcionamiento de la XOR consiste en realizar una operacién
de intercambio de estados (flipping) en los que se encuentra un qubit, llamado blanco en dependencia
del estado del otro qubit llamado control. Si el estado del control es |1), el estado del qubit blanco
es intercambiado, en otros casos el blanco permanece en su estado. La realizacién experimental de
una compuerta XOR de dos qubits se ha estudiado en diversos sistemas fisicos, por ejemplo: Iones
Atrapados [30, 10], resonancia magnética nuclear NMR (Nuclear Magnetic Resonance) [31, 32, 33],
sistemas de electrodindmica cudntica de cavidad CQED (cavity QED) y Heterostructuras cuénticas
[34, 35, 36].

En estudios recientes, se plantea el uso de sistemas cuanticos de dimensiones mas altas procesa-
miento de informacién cuantica. A pesar de que estos sistemas estan disponibles en la naturaleza,
no se sabe con certeza que ventajas comparativas deben tener respecto a los qubits. Con la inten-
cion de responder esta interrogante, se han hecho varios planteamientos respecto de las ventajas
en algunos procesos. Dado que el recurso fundamental para la computacién e informacién cuanti-
cas es el entrelazamiento, los autores en [103] plantean la posibilidad de generarlo entre sistemas
cudnticos de tres niveles. El uso de los qutrits ha probado, por ejemplo, ser mas seguro en contra
de un ataque simétrico en un protocolo de distribucién de claves [104]. Estos estudios requieren
una generalizaciéon de la compuerta XOR, en la referencia [48], se propone una generalizacién a
sistemas de d-niveles o qudits la cual se ha llamado compuerta GXOR. Esta compuerta opera so-
bre el producto tensorial de dos qudits, es decir, estados que pertenecen a un espacio de Hilbert
d— dimensional . Se han estudiado adicionalmente, borde de entanglement, [105], discriminacién
entre estados de Bell de qudits [106], entanglement entre qudits [107], paradoja GHZ para qudits
[108], computacién cudntica con qudits [109], tomografia de estados de qudits [110], entanglement
swapping entre sistemas de multiqudits [111]. Recientemente se ha propuesto un protocolo de com-
plejidad de conmunicacién cuédntica con dos qutrits entrelazados [113]. Experimentalmente se ha
dado un gran paso hacia el uso de sistemas cudnticos de dimensiones grandes, debido al trabajo
experimental de generacion de entanglement de qutrits usando estados de dos fotones de un proceso
de PDC (parametric down conversion) [114].

La idea de esta seccion es abordar la implementacién de compuertas cuanticas para computa-
cién basada en qudits, explotando la posibilidad de manipulacién coherente de iones en una trampa
lineal [30]. El interés primario en estudiar computacién cuantica con qutrits en lugar de qubits es
la, exponencialmente creciente, disponibilidad de un espacio de Hilbert con la misma cantidad de
recursos fisicos. En particular, enfocamos nuestra atencion en la implementacion de la compuerta
condicional entre dos qutrits, XOR®). Adicionalmente, se propone un protocolo para la transfor-
mada de Fourier cuantica entre qutrits. La extension de la implementacion fisica desde qubits a los
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qutrits no es trivial debido a las operaciones coherentes requeridas en un espacio de Hilbert tridi-
mensional. De lo que se conoce hasta ahora, hay una propuesta de una implementacion para una
compuerta condicional para qudits llamada GXOR basada en la interaccién de modos de campo
[48], la cual asume la existencia de una transformada de Fourier discreta para un estado del campo
arbitrario que estd en un espacio d—dimensional de uno de los modos del campo.

Aqui la compuerta condicional entre dos qutrits estd4 convenientemente expresada como:

XORE) [iy1 | d)2 =l i1 | j £ )2 (4.1)

donde j + i denota la adicién (diferencia ) i £ j, médulo (3). Como se mostrard esta compuerta se
descompone como X ORS;;L =F, P Fy,, donde F, es la transformada de Fourier cuantica para
un qutrit, y P, es una compuerta de fase condicional para qutrits, donde m y n son los qutrits
de control y blanco, respectivamente. Lo anterior significa que la compuerta XOR®) se genera en
dos pasos. El primero es la generacion de una transformada de Fourier discreta, la cual requiere
la manipulacién coherente de las poblaciones en un espacio tridimensional de Hilbert. La segunda
es la compuerta de corrimiento de fase condicional, la cual requiere la intervencién de un canal

cuantico auxiliar de los qutrits.

4.2.  Compuerta arbitraria sobre qutrits

Consideraremos la realizacién de una compuerta general para un qutrit individual. Matemaética-
mente, una operacién unitaria arbitraria sobre qutrits, una operacién U(3) , se puede descomponer
en una secuencia de operaciones SU(2). Un arreglo fisico para este se obtiene en un arreglo lineal de
iones atrapados, donde los qutrits se definen usando la estructura de niveles Zeeman, en un i6n de
138 Bat | colocado en una trampa de Paul. Una representacion de esta estructura de niveles se pre-
senta en la figura (4.2). En esta figura se puede ver que es posible implementar independientemente

32

12=——
6 P3/2

IRy
Fi

6231/2

Fig. 4.1: Configuraciéon Raman para definir los estados 1égicos de un qutrit en iones atrapados.

dos configuraciones Raman entre los niveles 65} o(m = —1/2), 6P, j5(m = 1/2), 5D35(m = —1/2)
y los niveles 65} /o(m = —1/2), 6P3/5(m = —3/2), 5D3/5(m = —1/2). Las configuraciones Raman
requieren luz polarizada ™ y o~. La naturaleza de los niveles energéticos del electrén en el ién,
requiere que se use diodos ldser [115] de 760 nm para establecer las interacciones. En este caso, los
valores tipicos de los campos magnéticos para el desdoblamiento Zeeman son del orden de los 10
Gauss, y la diferencia de energfa entre dos subniveles Zeeman es: u = 0,14|B|[M Hz/G] para el nivel
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Fig. 4.2: Estructura de niveles electrénicos de un i6n atrapado. La informacién cuantica de los qutrits esté al-
macenada en los niveles |0), |1), and |2). Las transiciones que involucran interacciones efectivas entre
los niveles | |0)) — |1) y |0) — |2) estan conducidas por campos césicos con diferentes polarizaciones.

Sij2, u = %0,14|§][MH2/G] para el nivel Py y u = %0,14]§|[MHZ/G} para Ds/y. A partir de
estos valores la diferencia de energfa tipica es de unos pocos MHz. La frecuencia de transicién entre
los niveles S < Py D < P son tipicamente de los cientos de MHz, y la frecuencia de oscilacion
del i6n en la trampa reportada es del orden de los diez MHz [7, 116].

Una operacion extra sobre un solo ién es necesaria para implementar la operacién de la com-
puerta cuantica controlada, debido a la presencia de una fase residual que aparece cuando se usan
solamente las dos transiciones Raman. Esta fase se remueve con una configuracién Raman adicional
que en este caso involucra las transiciones 65 /9(m = —1/2),6P; jo(m = —1/2),5D5,5(m = 1/2).
La transiciéon S < P se realiza usando un laser con polarizacion m, y la transicion S < D, usando
una polarizacién o~ para el campo electromagnético. Si en lugar de usar iones de Berilio se usan
iones Ca™ la implementacién se realiza siguiendo un esquema similar. Sin embargo, el uso de iones
de Ca™ implica que la operacién extra se hace mediante un campo muy intenso que se acopla
cuadrupolarmente al ién y provoca una transicién directa entre los niveles 651/5 y 5D5/2, la cual
estd prohibida en los acoplamientos dipolares. Toda esta discusién de los parametros que describen
las caracteristicas dindmicas del sistema, hacen que sea factible la implementacion de computacién
cudntica con qutrit, para lo cual se usa los niveles finos de iones de Bario atrapados [117].

Aqui consideraremos una estructura simplificada de los niveles de los iones, en la cual se pre-
sentan unicamente las transiciones electrdnicas relevantes, como se muestra en la Fig. (4.2). Los
niveles {|0),]1),|2) } constituyen los estados légicos de un qutrit individual. El nivel |0'), es un nivel
auxiliar necesario cuando se definen las compuertas condicionales entre dos qutrits. Un ingrediente
clave es la existencia de dipolos eléctricos que prohiben las transiciones |0) — |1) and |0) — |2).
Todas estas transiciones se alcanzan con transiciones Raman a través de canales independientes
asociados con las polarizaciones ortogonales, conducidas por campos clasicos g3, 13, Qo4 ¥ Qo4.

En este sistema las poblaciones de los niveles del i6n se manipulan seleccionando la operacién
coherente deseada. Por ejemplo, podemos operar independientemente con las transiciones |0) — |1),
|0) — |2), |1) — |2) ajustando los pardmetros. El Hamiltoniano que describe este sistema efectivo,
bajo las aproximaciones estandar dipolar y de onda rotante (rotating wave aproximation o més
corto RWA), estd dado por

H o= 3 heojl) (Gl + R{e™ Qo4 14) (0] + Q03 13) (0])

et (Qy3[3) (1] + Qg [4) (2]) + h.c.} (4.2)

donde j = 0,1, 2, 3, 4. Los perfiles espaciales de los campos Raman se han considerado implicitamen-
te como factores de fase. En un primer paso, sélo la transicién portadora de los iones se considera, de
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tal forma que no se incluyen efectos explicitos en en el movimiento del centro de masa del i6n. Asu-
miendo las siguientes condiciones: A = (wg—wp)—vs = (ws—wp)—vs = (Wg—ws)—v1 = (W3—w1)—11
y A > Qoa, Qos, Q31, Q42; los niveles superiores | 3) y | 4) decaen rapidamente y pueden ser elimi-
nados adiabaticamente, conduciendo a un Hamiltoniano efectivo:

H  [Qqf Qo] Q30/% + |Quo?
= = A 1) (1] — NS 12)(2] — — A 10)(O]
Q3% Qo2
—{7A 3010y (1] + . 2010)(2| + h.c.} (4.3)

Suponiendo las condiciones adicionales,

Q312 _ Qo |? _ Q230]? + |0/
A A A

(4.4)

podemos encontrar la evolucién para el sistema. Después de algunos céalculos el operador de evolu-
cién en el espacio restringido tridimensional generado por {|2), |1), |0)} estd dado por:

L+lg°Cle)  99"Cle)  —igsing
Ulp) = 99°Clp)  1+|g"Cly) —ig'sing (4.5)
—ig* sin @ —ig"™* sin Ccos

donde ¢ = Qt es un tiempo de interaccién adimensional, C(p) = (cosp — 1), y Q% = |/ + |s[*.
Hemos introducido la notacién g = k/Q, y ¢ = £'/Q, donde k = Qua5, /A y K = QosN5/A.
Este operador de evolucién permite implementar todas las operaciones coherentes requeridas entre
cualquier par de estados 16gicos. Por ejemplo, para activar las transiciones |1) — |2), asumimos
¢ = en la Eq. (4.5), tal que

cos o —ePrsina 0
U=| —e®sina  —cosa 0 , (4.6)
0 0 -1
donde hemos definido W
_ &=k iB1 . I !
cosa—mand e’ = kK" [ |kK"™ . (4.7)

Otras transiciones se alcanzan manipulando los acoplamientos « en la transicién |0) — |2), or ' en
la transicién |0) — |1). Por ejemplo, la transicién [0) — |2) se accede asumiendo que ' = 0 de tal
forma que:

COS 2 0 —ie "2 sin @y
Uy = 0 1 0 , (4.8)
—ie2singy 0 COs 3

donde x = €2 |k| y 3 = |x|t. Finalmente para la transicién | 0) —| 1) asumimos & = 0:

1 0 0
Us=| 0 COS 3 —ietPsings |, (4.9)
0 —ie "3 sin g3 Cos 3

donde x' = €' |k/| y p3 = |k/|t. Para generar cualquier operador SU(3) [126] necesitamos tener
una descomposicion de ocho parametros independientes. En las operaciones anteriores tenemos seis
pardametros involucrados. La combinacién de dos procesos dispersivos en los canales [0) — [1) y
|0) — |2) conducen a las evoluciones dispersivas

Up=| 0 €* 0 : (4.10)
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lo cual proporciona dos parametros adicionales.
En particular podemos enfocarnos ahora en el cdlculo de la transformada de Fourier cudntica
para un qutrit, la cual es una operacién unitaria (ver 4.4)definida por

2
Flj) = Z 2imlif3 1y (4.11)
1=0
Explicitamente, los estados transformados |j) = F'|j) pueden escribirse como

0) = 7 (10) +11) +12)) (4.12)

7l
2 = (e e )

10) + o2im/3 1) + o—2im/3 |2>)

Esta transformacién se obtiene usando el operador general que hemos calculado antes, para la tran-
sicién portadora, y combinando con las transiciones adiabaticas en ambos canales de polarizacién.
A partir de los resultados expuestos en el apéndice B se encuentra que la transformada de Fourier
se descompone en la forma

F =iUpUsUsU; (4.13)
donde cada uno de estas operaciones se obtiene a partir de los procesos anteriores: En Up, si se
pone p = m/3, € = /6, obtenemos

ei7r/3 0 0
Up = 0 ™6 0 : (4.14)
0 0 e—iw/Z
En U; con o = /4,51 = —2m/3:

1 —e—2im/3 0
Uy=—| —e¥/3 —1 0 : (4.15)
V2 0 0 -2

Ahora, cuando ponemos w9 = /4, f2 = —7/3 en Us:

) 1 0 i62i7r/3
Up=— 0 V2 0 : (4.16)
\/§ ,L'efQiﬂ'/fi 0 1
Finalmente, asumiendo que ¢3 = —7/3, 3 = 7w /6 en Us:
A 0
Us=—| 0 —v2 ie/6 |. (4.17)

\/g 0 Z'eiﬂ/ﬁ _\/i

En la misma forma, cualquier compuerta arbitraria de un qutrit se descompone como en el caso de
la Transformada de Fourier usando la Ec. ( 4.5).

4.3. Compuerta condicional entre dos qutrit.

La transformada de Fourier que hemos encontrado juega el mismo rol que la compuerta Hada-
mard para qubits. Por ejemplo, los estados entrelazados de dos qubits se generan por la aplicacién
de una compuerta Hadamard seguida por una compuerta de fase condicional. En lo que sigue descri-
biremos la implementacion de una compuerta de fase condicional entre dos qutrits, la cual permite
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la realizacién de la compuerta X OR®) que se ha introducido en el capitulo 2. Un requerimiento pa-
ra desarrollar una compuerta condicional entre dos qutrits es proporcionar un mecanismo caminos
cudnticos independientes, para satisfacer en el cambio condicional en el qutrit blanco dependiendo
del estado en el que se encuentre el de control. En nuestro caso, hemos definido la XOR®) en una
forma tal que el blanco cambia solamente cuando el control estd en los estados |1) or |2), con la
condicién de que el estado del blanco serd, luego de la transformacién, |j&0) = |j) cuando el control
estd en el estado |0). Asi, necesitamos implementar un protocolo que considere canales cudnticos
independientes a través de los canales ctianticos de los estados |1) y |2) del qutrit de control. En un
conjunto de iones en una trampa lineal, en la configuracién electrénica dada en la Fig. 4.2, tales
canales cudnticos se establecen con la intervencién del movimiento del centro de masa colectivo de
los iones dentro de la trampa.

En la computacién cudntica lineal de iones [30] el canal cudntico entre los iones se establece a
través del movimiento del centro de masa, al cual se accede ajustando una transicién Raman a una
frecuencia red sideband determinada. Como se vera en lo que sigue, procederemos a lo largo de las
mismas lineas de razonamiento, considerando el modelo de ién descrito en la Fig. 4.2. Asumimos
que se ajustan las amplitudes del campo de tal forma que Qg = Qog = 0, y Q31, Qo3 # 0; 0
Qog = Qag # 0, vy Q31, Qo3 = 0 . En ambos casos, después de eliminar los niveles excitados
superiores y de ajustar la frecuencia a la transicién red sideband, se obtiene el Hamiltoniano que
describe el movimiento del centro de masa acoplado a la transicién electrénica |0) — |g):

Q o .
Hag = =2 [lahn{0lae™=1% + af |0),, g|e™+77| (4.18)

Aqui a y af son los operadores de creacién y de aniquilacién de los fonones del CM, respectivamente;
, es la frecuencia de Rabi efectiva después de la eliminacién adiabética de los niveles superiores

exitados; ¢ es la fase del laser, § = wy —wo—vo+v1 41y = w1 —wo—vo+vi+vy, y 0 =/ k3 /(2Myy)

es el pardmetro de Lamb Dicke (kg = lcos@, con k el vector de onda del ldser y 0 el angulo
entre el eje X y la direccién de la propagacién del laser). El subindice ¢ = 1,2 se refiere a las
trancisiones excitadas por el laser en el ién n-ésimo. El movimiento del centro de masa acoplado a las
transiciones electrénicas se manipulan coherentemente seleccionando el tiempo interaccion efectiva
y las polarizaciones de los laseres. Este Hamiltoniano permite implementar la interaccién coherente
entre los qutrits y el movimiento del centro de masa colectivo. En particular, para implementar un
corrimiento de fase condicional las operaciones necesarias son:

Up(9)0)m[0) = 10)m]0)
USH)0)ml1) = cos(II0)m1) — e~ sin( T g)nl0)
UOa)nl0) = cos(T)la)ml0) — e sin(T)[0) 1)

donde hemos definido Qnt/2 = Ir/2. Como veremos estas operaciones coherentes nos permiten
seleccionar el canal cudntico para la transferencia de informacién al centro de masa. Después de
esto es necesario introducir un cambio de fase en el estado del qutrit, el cual depende de la energia
del centro de masa. Este cambio de fase se realiza mediante el régimen dispersivo del primer red
side band en (4.18) esto es,

ioaat ipata
Di () = e |q)m(al + €7 *|0)m (0], (4.19)

donde ¢ = (€,1)%/49, lo cual permite corrimiento de fase dependientes de la intensidad de los
niveles electrénicos.
A partir de la ecuacién 4.12 no es dificil establecer que el corrimiento de fase condicional
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necesario para implementar la XOR®[i),,]7)n = |i)m|j © i)n estard dada por:
100, 10}, 10}, [0),,
10) i 1), 100 (1,
10) i 12), 10} 12),
1)1 100, 1) 10,
1), 1), Pl €2 1), 1), (4.20)
1) 12)5 L), 12),,
12)m 10}, 12) 1 [0)y,
12)m 1) e312),, 1)y,
12)m 12) 312),,12),,

donde Pr(nl% y Pr(nz% se definen como sigue:

Pin(91,62) = Roo(m)Uss (3 /2)D2 (€2) D3 (62) D3 (61) D} (61) Ui (/2) R (),

2
Piin(92,61) = Roo (m)Uss” (37 /2)D2 (1) D3 (1) D3 (62) D} (62) Unsi” (/2) Roo (),
con & = 27 — ¢;. La operacién Ry (7) es una rotacién la cual actia sobre el ién sélo cuando esta en

nivel |0), envidndolo al nivel |0'), evitando que se produzca cualquier corrimiento de fase en este
estado. La operacién dispersiva que afecta las transiciones [0) — [1) y |0) — |2) estdn dadas por:

(4.21)

1 0 0
Di(¢1) = | 0 eaa’ 0 ,
0 0 67i¢>1aTa
1 0 0
Dp(p1) = | 0 e 0 |,
0 0 e
ei(ﬁgmﬁ 0 0
Di(¢2) = o 1 0 :
0 0 e ieele
e¥2 0 0
D2(p2) = 0 1 0
0 0 e %2

De esta forma el corrimiento de fase particular en la Ec. 4.20 se alcanza mediante Pr(r})l(élﬂ /3,27/3)

y Pr(r?%(%r /3,4m/3). Finalmente, el cambio efectivo condicional de los estados del qutrit blanco dan
lugar a la compuerta XOR3). Brevemente,

XORY) = PR pPL R (4.22)

En esta forma la X OR;@L produce la siguiente evolucion de los estados de dos qutrits.

0Y10) 10)]0) 10)10) 10)10)
0y 1) [0)[1) 10) 1) 10) 1)
0)[2) 10)[2) 10)12) 10)12)
110y [1)]0) D 2) 1) 12)
1) 11) Fy [1) 1) PEIPY, [1)]0) (1) [0) (4.23)
12y [1)12) ) 1))
2)10) [2)]0) 12) 1) 12) 1)
2011 [2)[1) 12)12) 12)12)
2)12)  2)]2) 12)10) 12)10)

La computacién cuantica universal requiere, adicionalmente, un esquema de medicion en la
base computacional. En nuestro caso, las mediciones de von Neumann que distinguen entre las tres
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direcciones |0), |1), |2) se efectian acoplando interacciones resonantes desde |1), |2) a los estados
|3), [4) respectivamente. Un decaimiento réapido de los niveles épticos exitados a través de canales
separados en polarizacién nos permiten discriminar entre los niveles de ocupacién |1), |2), cuando
se observa fluorescencia; o el nivel |0) cuando no se observa nada..

Una puntualizacién final, debe establecerse que una condicién de adicién modular | j @), como
una operacién condicional entre qutrits, estd definida en su lugar por una operacién de diferencia
modular, sélo ajustando el corrimiento de fase condicional en la Ec. (4.20) a

| D | 1) — e/ | m [ D,
| D |2 — etin/3 | L [ 2)n,
|2 [ e — €3] 2)m | 1,
|2 [2)n — €3] 2)im | 2)n.

4.4. Transformada de Fourier Cuantica

En esta seccidon se presenta una discusién general de la formulacién de la Transformada de
Fourier para qudits, cuya realizacién fisica se presenta en el capitulo en la seccién siguiente

4.4.1. TFC para qudits

La Transformada de Fourier Cuéntica es una transformacién unitaria sobre un vector estado,
definida por:

N-—
Z 2mi | ) (4.24)
k:

Recordando que la decomposiciéon de un nimero entero en una base numérica d, la cual se escribe
como:

j=nd" "+ Gad 7 4 A jpd” (4.25)

donde n es el nimero de digitos usados para representar el entero j, y ademaés j; = 1,2,3,--- ,d.
En mecénica cudntica un estado [j), etiquetado con el entero j, se representa como el producto
tensorial de n qudits, cada uno de ellos estdn en un estado caracterizado por j;. Esto es:

19) = 1i1) ® j2) @ -+ @ [f2) = 1273 - Jn) (4.26)

Poniendo N = d", tenemos una expresion para la Transformada de Fourier Cuédntica usando n
qudits:

dr—1
. 2T -
) = dn/2 e i () (4.27)
k=0
La fraccién k/d", puede reescribirse como:
L kid™1 n kod™—2 P knd®
an dn dan dan
ki kT
d o d? dan

= > kd! (4.28)
=1

dn—1
. i !
) = dn/2 Z 2mif[isy kd ™| (4.29)
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Reemplazando el resultado obtenido en la ecuacién (4.43) para |k) tenemos

dr—1 n
o2mijkyd=!
0= X | (430

k=0 Li=1
Expresién que puede escribirse en la forma

d—1
e a8 8 [

k1=0 kn=0

Debido a que se pueden intercambiar la suma por el producto tenemos:

- Lig¥l —!
= ® |3 (42)
=1

k1=

Notemos que la expresién j/d' se puede escribir como:

i hdl jnd®
a4 - Ta g Tty
. Jn+1-1 jn+2—l ]n
= nt. + d + 2 . dl
= O‘jn+1—ljn+2—l e In (433)

Entonces

2miky[0.5,, n in)
] dn/2 @ kz e 10-Jnt1—1dnt2—1J ‘kl> (4'34)
1

Este producto puede escribirse en la forma equivalente

d—1 d—1
dn/2 Z 27tk jn |k,1> Z 627rik20-jn—l-jn |]€2> - Z eQWik”O'jlhmj" |kn> (435)
k1=0 ko=0 kn=0

Si expandemos la suma en cada fctor, por jemplo, en el iltimo término tenemos:
Z 2 tkn(0g1jzdn) || = @2ml0N0-5152-n) ) 4 2miH(0-G172+dn) 1) (4.36)
+e2m 20 g1523n) 19y 4. .. 2mld=105152 ) ] — 1)
La compuerta de Hadamard es una Transformada de Fourier Cuantica para qubits, la generali-
zacién a d dimensiones de esta compuerta se obtiene se obtiene si n = 1 en la ecuacién [4.24], esto

es, la Hadamard para un qudit H@ es una opercién unitaria que transforama la base computaional
{10),]1),--- ,|d)} en la siguiente forma:

HDj0) = 7(!0>+|1>+|2> - |d)
(d) 1 2mi L omi 2 9mild—1
HOL) = —5(10)+ema[1) + a2y 4 -+ 2 |d - 1))
H(d)|2> = \}&(’O>+€2m3‘1>+62m3|2>+...+627”2(d 1)|d—1>)
Dd—1) = —(j0y + 2T 1) 4+ 22510y 4oy 21 1)) (437)

N

d
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Esto significa que, H (@) e ve como

1 1 1 e 1
1 2 . (d—1)
1 6271—13 eszE 827TZT
H@ — \1f 1 272 2mid eQm‘de*”
d
d—1 .2(d—1) . (d—1)2
1 62772T 62772T . e2mT

Por otro lado, la compuerta de fase condicional es necesaria para poder disefiar un circuito
l6gico par la Q.F.T, esta compuerta debe transforamr los qudits en la forma

|cont)|targ) — |
n)|m) — " |n)|m) (4.38)

Esrto significa que, si tenemos una transformacién unitaria R, que en la base computacional
{]0),]1),--- ,|d)} estd dada por

1 0 0 0

0 €% 0 0
R= 0 0 e 0

0 0 0 ... g1

Entonces la compuerta de fase condicional, que necesitamos, se obtiene cuando aplicamos la
transformacion R sobre el blanco un nimero de veces indicada por el control. Esto se puede escribir
formalmente como:

|cont)|targ) —

[n)m)  — [n)R"|m) (4.39)

Ahora la transformacion Ry se define en la forama

10 0 - 0
1
0 &™MaE 0 ... 0
R'=| o o &7 0
0 0 0 2T

donde ponemos ¢, = 27 ¢

A partir de estas consideraciones podemos usar el circuito cudntico,presentado en la Fig. (4.4.1)
para representar la Transformada de Fourier Cuédntica de un qudit

En esta figura (- -- )y, representa el factor i-ésimo en la ecuacién (4.48).

4.4.2. Transformada de Fourier para qubits y qutrits.

La discusién previa, es muy general, pero si ponemos d = 3 y d = 2, el problema se reduce a
una representacion para la Transformada de Fourier Cuéntica en qutrits and qudits. Qubits Para
d=2

. 1 710.7 780.Jn—1-7
l7) = I (10) + €209 [1)) (]0) + €2mi0dn-13n|1))

. (‘O> + e?ﬂiO.jl--.jn|1>) (440)
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(N dgod p@o o _lp@ ] p@
‘]1> H RZ Rn—l Rn ( )kn

;. @ (),

Fig. 4.3: Transformada de Fourier cuantica usando n qudits.

En este caso H® estd dado por

HE0) = —(10)+ 1)
HO) = —(0)+ ") (4.41)

1 1 1
2 _g= _—
e -m- () )

La transformacién unitaria R,(f) para la compuerta condicional [en la figura (4.4.1), | estd dada

en este caso
1 0
(2) _
Rk = ( 0 €2m'2ik )

La fase condicional serd, la transformacién se aplica al blanco: La identidad I si el control esta en

S|

|0) v R,(f) si el control estd en |1)

Siguiendo el circuito esquematizado en la Fig. (4.4.1), y haciendo uso de las operaciones corres-
pondientes definidas antes puede obtenerse la TFC facilmente.

La Transformada de Fourier para n—qutrits

Una extension natural es considerar el andlisis de un protocolo para la transformada de Fourier
Cuéntica para un sistema de n-qutrits codificados en iones atrapados. Podemos ayudarnos de la
guia matemaética desarrrolladas para definir la transformada de Fourier para un sistema de n-qubits
[7]. En la base 3 la expresién general para la transformada de Fouriere estd dada por

d"—1

- 1 TF’LL

7= 5 2 k) (4.42)
k=0

En este contexto un elemento importante es la descomposicién de un ntimero entero 0 < 57 < 3" —1
en la base 3, la cual estd dada convenientemente como

j = j13n71 + j23"*2 4+ o4 jn30 (443)
La fraccién k/3"™, puede escribirse en la base 3como:
k k13n1 k32 K 3°
31~ T3 g T

_ Z 3! (4.44)
=1
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Siguiendo un anélisis similar al realizado para un sistema de n-qubit, de tal forma que la transfor-
mada de Fourier se puede escribir ahora en la forma

n
i -1
=52 ® 2: k) (1.45)
=1

k=

Usando el siguiente resultado

J . Jntl=l | Jn+2-1  Jn
3 = mt. + 3 + C R
= int. +0]n+1 l.7n+2 1°Jn (4'46)
Entonces
) = 3n/2 ® ZeQMklOJ"H ) (4.47)
I=1 | k=

Este producto se escribe en la forma equivalente:

3—1 3—1
3n/2 Z o2mik1 0. ]n|k ) Z eQWikQO-jn—l-jn‘k2> Z eQFiknO-jljZ'“jn‘kn> (4.48)
k1=0 ko=0 kn=0

Si se expande la suma para cada factor, por ejemplo, en el tltimo término tenemos:
3—1

. o 1
eQﬂzkn(O.j1]2"‘]n) ko) = —1(]0

n eQﬂi(O.jle”'j’ﬂ)|1> +e47rl(0]1]2]n)|2>>

?'"%)\U 4m((?1 33 En) ,2)) (4.49)

Este estado se genera partiendo con la aplicaciéon de una transformada de Fourier sobre el primer
qutrit:

3)|j1>!j2>7\j3>---7\jn>=\}g(lm + 21 + 47 (2)) 72), |s) s i)

y después aplicando la transformacién de fase condicional sobre este estado qutrit, condicionada a
el estado inicial de los estados qutrits |j2), |73)..-, |7n) que quedan

Rp1..R31Ror 1) [j1) |ja), [53) s |in)
in

1 (il iz in (3192 in ) .
= 5(0) + TSR 4 SO0 R) ), o). )

La fase condicional esta dada por

o), 4m 87 1), 27 4rm
Ry = P2(1)(§7§)P2(1)(§a y) (4.50)
oy, 4w 8m 1,27 4r
R3 = P?El)(3737§)P?£1)(§7373)
_ (2) p(1)
Rr = By By
Gr)  _ 20kT AgkT
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En la misma forma el estado

3—-1
Y eriknOdzisin) ) = \1f <|0>+€27ri(0.j2j3~--jn)|1>+e4m(0.jzj3--~jn),2>)
kn=0 3

i3

1 2mi( 22 +
= Loy +exits
V3

estd generado aplicando una transformada de Fourier sobre el qutrit [j2) y después aplicando
operaciones de fase condicional en estos estados de qutrits, condicionado a los estados de qutrits
|73)-- |Jn), que restan.

En conclusion este capitulo se ha estudiado un procedimiento para implementar cualquier proce-
so de Computacion Cuantica que utiliza qutrits como portadores de la informacién. En particular
se ha mostrado como, usando los grados de libertad internos y externos de iones atrapados, se
puede generar experimentalmente tanto compuertas arbitrarias sobre qutris como compuertas con-
dicionales entre dos qutrits. Como se mostré en el capitulo 2, con éste conjunto de compuertas se
puede aproximar eficientemente cualquier compuerta unitaria que actia sobre un conjunto finito
de qutrits.

Se presenta también una forma de generalizar la compuerta asociada a la Transformada de
Fourier de qutrits, de la cual se presenta su realizacion fisica en iones atrapados. Se discute también
la versiéon matematica de la transformada de Fourier que actiia sobre un qudit.

3 3n—1)‘1>_|_€47”((3+32

w

F21)(2)) (4.52)



5. GENERACION DE ESTADOS CORRELACIONADOS CUANTICAMENTE

El estudio de estados del campo electromagnético con propiedades cuanticas, ha sido de gran
interés desde los inicios del desarrollo de la Electrodindmica Cudntica. Sin embargo, dos tipos
de estados han sido los maés estudiados. Los estados coherentes, que permiten una descripcién
apropiada de la luz laser. Una de sus propiedades es que resultan ser estados MUS, estados de
mimina incerteza, en los que el producto de las fluctuaciones en las cuadraturas (que pueden
medirse experimentalmente) adquiere su minimo valor compatible con el principio de incertidumbre
de Heisenberg.

Losestados comprimidos, que describen diversas propiedades no clasicas del campo electro-
magnético, como por ejemplo el antibunching, que puede medirse mediante deteccién homodina o
heterodina. El interés en los estados comprimidos se debe a que su nivel de ruido cuantico esta por
debajo del limite standard, en una cuadratura a expensas del aumento en la fluctuacion de la am-
plitud de la cuadratura conjugada. La manipulaciéon de las fluctuaciones de las cuadraturas abre
la posibilidad de transmitir o detectar senales mucho mas débiles que el ruido cuantico. Caves
et. al. propusieron el uso de estados comprimidos para realizar deteccion de ondas gravitaciona-
les. Desde entonces han sido publicadas numerosas propuestas tanto tedricas como experimentales,
de generacién, deteccidon y aplicacién de estados comprimidos. Dentro del contexto de la Teoria
de la Informacién Cuéntica, se han propuesto el uso de estados comprimidos para realizacion de
teleportacién con variables continuas. Por otro lado se espera también que la implementacién de
parametros de compresion bajos permitan una distribucion eficiente de entrelazamiento cudntico
y por lo tanto la generacién de canales cuanticos. La generacién de estados comprimidos de dos
modos (de polarizacién ortogonal) se ha efectuado experimentalmente, usando para ello medios no
lineales de Kerr en fibras 6pticas, también usando nubes atémicas frias en cavidades épticas.

El aporte esencial en este capitulo es la generacién de un operador de compresion unitario
sintonizable de uno o dos modos, desacoplado del medio atémico, que actia sobre los modos de
la cavidad. El parametro de compresién escala con el tiempo de interaccién y con el nimero de
atomos presentes en la cavidad. En la propuesta se usan niveles atomicos metaestables, lo que hace
que la generacién sea robusta respecto a la emision espontdnea. Adiconalmente no se requiere un
régimen de acoplamieto fuerte ni localizacién atémica.

Por otro lado, se usa la Teoria Input-Output para mostrar que es posible generar estados
coherentes de dos fotones, estados comprimidos ideales y estado comprimidos perfectos en la salida
de la cavidad, permitiendo de esta manera el estudio de sus propiedades en un amplio rango de
parametros.

5.1. Estados Coherentes

Histéricamente los estados coherentes fueron propuestos inicialmente por Schrodinger en 1926
[118], como una novedad interesante que resulta del estudio del oscilador arménico cuantico. Sin
embargo, la popularidad de su uso en éptica cuantica se debe a Glauber, quién los introdujo en su
tratamiento de la coherencia 6ptica [53]. La representacion en estados coherentes permite estable-
cer una correspondencia cercana entre las funciones de correlacion clasica y cudntica. Los estados
coherentes describen el equivalente cudntico més cercano de una onda monocromatica cldsica en
la medida que lo permite el principio de incertidumbre de Heisenberg. El campo electromagnético
Clasico tiene una amplitud y una fase perfectamente definidas. Cudnticamente tanto la fase co-
mo la amplitud presentan fluctuaciones intrinsecas. Estas fluctuaciones se minimizan en el estado
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coherente, y por tanto son los estados cuédnticos del campo que mds se parece al clésico [119].
Equivalentemente, el campo electromagnético puede describirse en términos de dos cuadraturas
conjugadas, las fluctuaciones de las cuadraturas satisfacen también el principio de Heisenberg, y en
el estado coherente esta incertidumbre es minima. Un estado coherente (para un solo modo) |a) se
define como autoestado del operador de aniquilacion el cual tiene asociado un autovalor «, es decir

ala) = ala) (5.1)

en la base de Fock se tiene -
a) = exp(—|al?/2 a—nn 5.2
|o) p(ll/)gmH (5.2)

mediante la relacién (a')™|0) = v/n!|n) se puede escribir como
@) = exp (~[a|*/2) exp (aa')|0) (5-3)

Si tomamos el valor medio del operador de campo eléctrico E
N hw - -
E = iy b él(alala) exp(ik - 7) — (a]alla) exp(—ik - 7))
260V

hw B} }
= i@da exp(ik - ) — o exp(—ik - 7)),

se aprecia que la fase y la amplitud de la onda estan dados por el nimero complejo a.
Definimos al operador desplazamiento D(«) como

la) = D(a)|0) = exp(aa’ — a*a)|0) (5.4)
operador que es unitario y que cumple
D(a) = D(=a) = [D(a)] . (5.5)

La transformacién de los operadores unitarios a y al es muy frecuente en este tratamiento, y
esta dada por

D Y (—a)aD(-a) = a+a
DY —a)a'D(—a) = af + o, (5.6)

cuyo efecto es desplazar en un valor constante « la accién del operador de aniquilaciéon. Por lo
tanto, puede considerarse al estado coherente como un desplazamiento del estado fundamental del
oscilador arménico.

Las cuadraturas del campo se definen por

X1 = %(aJr al)
1
Xy = Z(a —al) (5.7)

y estan asociadas a los operadores de posicion (Q y momentum P. Las cuadraturas obedecen la
regla de conmutacién [X1, X2] = § y una relacién de incertidumbre dada por

1
(AX1)*(AX2)? > 6 (5.8)
Cuando el estado es un estado coherente se cumple la igualdad en la Ec. (5.8), entonces se dice
que el estado coherente es un estado MUS, esto es, un estado de minima incertidumbre (Minimun

Uuncertainty State[MUS]).
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v A
<(AX)2>12=1/2
—
I R
1 1
<Y> =lIma |-----c---_ ' ;
I 1
. (AL Y <(AY)R>e=102
Voo
@ I
1
:
< 1
i 1

Fig. 5.1: Representacién de los valores medios e incertidumbres de las cuadraturas, para un estado coherente,
en el espacio de las fases

Si se cumple la condicién |« > 1, entonces la incertidumbre en el nimero de fotones y la fase
puede deducirse de la representacién pictérica del estado coherente en el estado de las fases, Fig.
(5.1).

La intensidad del campo es incierta por una cantidad dada por por el radio del circulo de
incertidumbre; es decir, 1/4, asi que la incertidumbre en el nimero de fotones estd dada por

1 1

(Jal % 7)* =~ la] % Jlo] = () + {(An))2, (59)

entonces,
(An)*)? = al. (5.10)
La incertidumbre en la fase estd dada por el dngulo subtendido en el origen por el circulo de

incertidumbre, por lo tanto

1

de tal forma que la el estado coherente satisface la igualdad semicldsica niimero-fase

(An)) 2N = % (5.12)

5.2.  Estados Comprimidos

Este tipo de estados comprimidos o squeezed [120, 121, 122] se definen como autoestados de un
operador construido a partir de una transforamacién del operador de aniquilacién a medidante el
operador exp(%é*aQ — %EaTQ), llamado operador de compresién S(§), de tal forma que el el estado
comprimido |, @) queda definido por

£.0) = 5(6)la) = expl€"a® — S€a™)D(a)[0), (513

con ¢ = rexp (i0) un nimero complejo. A este estado se le llama estado coherente comprimido, se
diferencia del estado obtenido aplicando los operadores de compresién y desplazamiento en forma
inversa.

El operador de compresién es unitario, como puede verificarse, es decir:

ST =571(¢) = S(-¢). (5.14)

El operador de compresién genera una rotacién ! de los operadores de creacién y aniquilacién
del tipo ‘
ST(€)aS(¢) = acosh(r) — a'e sinh(r) (5.15)

! Con ligeras modificaciones ésta se conoce, en otras dreas de la fisica, como rotacién de Bogoliubov [123]
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ST(&)atS(€) = al cosh(r) — ae™ sinh(r) (5.16)

estos resultados permiten calcular el nimero promedio de fotones afa y el valor medio de a? en un
estado comprimido

(ala) = (alST(¢)a'aS(E)|a)
(] S"(€)aS(&)5T(€)as ()l
= |a|*(cosh?(r) + sinh?(r) — (a*)2e" sinh(r) cosh(r)
—(a)?e~® sinh(r) cosh(r) + sinh?(r)
(@®) = (alST()a*S(6)|)
= (a]51(£)as(€)S(&)as(©)]a)
= (a)?cosh?(r) + (a)*2e*? sinh?(r) — |a|2e® sinh(r) cosh(r)

—e~ ¥ sinh(r) cosh(r). (5.17)

Redefiniendo las cuadraturas (5.7), para simplificar el tratamiento, en la forma

1 .

Y1 = §(ae’9/2 + afe/2) (5.18)
1 . )

Yy = i(ae_“g/2 —afe®?), (5.19)

donde se ha agregado una fase i6/2 a las cuadraturas iniciales.
Una vez hecho el célculo de (afa) y (a?) en la forma (5.17), es facil obtener las cuadraturas, en
términos del pardmetro r, en la forma

(A = (V) — ()Y = g™ (5.20)
(MY = (V) — (¥))” = 3 (5.21)
AﬁAﬁ:% (5.22)

r, determina el grado de compresién de las cuadraturas, por ello se llama pardmetro de conpresion.
El estado coherente comprimido sigue siendo un estado MUS. Lo que diferencia a los estados
comprimidos de los estados coherentes es que, en los primeros, la incertidumbre de una de las
cuadraturas crece, a expensas de la otra, manteniendo constante su producto e igual al minimo valor
permitido por el principio de Heisenberg; mientras que los estados coherentes las dos cuadraturas
tienen la misma incertidumbre.

Puede construirse una representacion pictérica de ambos tipos de estados como la que se muestra
en la Fig. (5.2)

El efecto del operador de compresién S(&) se representa como una rotacién de los ejes coor-
denados de las cuadraturas, y una deformacién de la incertidumbre desde un circulo, en estado
coherente, a una elipse en el estado comprimido. Esta rotacién esté definida por el dngulo 6/2.

El campo eléctrico se puede escribir en funcién de las cuadraturas X; y X2 como

—

E(t) = 25€AE7/\[X1 cos(wt) + X sin(wt)] (5.23)

La compresién en las cuadraturas puede detectarse mediante los esquemas de deteccién Homo-
dina o Heterodina [55].
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Fig. 5.2: Efecto del operador de compresién sobre las cuadraturases del campo

5.2.1. Incertidumbres de fase y de nimero

A partir de las ecuaciones (5.17) se puede obtener el nimero medio de fotones en el estado
comprimido, que sera:
(i) = (a'a)? + sinh?r (5.24)

de igual forma, la varianza en el nimero de fotones estard dada por:
1 1
((An)?) = |af*[exp(—2r) cos? (¢ — 59) — exp(2r) sin?(¢ — 50)] + 2sin?r, (5.25)

con o = |a| exp(i¢h).
Las fuentes que generan luz comprimida, en la practica, generan un estado de vacio comprimido,
donde o = 0, por lo tanto (5.24) y (5.25) dan

((An)*) =2(a)((A) +1) (5.26)

El calculo de la incereza dngulo-fase cuando la contribucién coherente al nimero medio de
fotones es mucho mas grande que la contribucién del estado comprimido, se obtiene a partir del
angulo subtendido por por la elipse de incertidumbre, en el origen , con una longitud de arco dada
por la proyeccién de la elipse sobre la direccién perpendicular al vector coherente, asi

A Y

——k---- 1/2exp(-s)
"\1 120

1
:
1 1 Lol
<(AY)2>12 ! X
| 1/2exp(s)
1
1

NS ~

- <( M)2>1’2—>:
1 1

Fig. 5.3: Representacion del estado comprimido en el espacio de las fases
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(AG)? = [exp(—2s) sin®(¢ — %9) + exp(2s) cos2(¢) — %9)} (5.27)
con lo cual
(Bn)Bg) =5 =30 d=50+g (5.29)

lo que esta de acuerdo con las relacion de minima incertidumbre. Sin embargo, el producto de las
incertidumbres es mas grande para otros angulos. El angulo para el cual la incertidumbre en las
cuadraturas es minima difiere del &ngulo para el cual las inceteza de niimero-fase es minima.

5.2.2.  Estado Comprimido Multimodo

Algunos de los procedimientos de generacién y deteccion de estados squeezed, producen salidas
de luz a dos frecuencias distintas, denotadas por w+ y w_. La exitacion resultante puede escribirse
como un estado comprimido de dos modos definidos por [58, 59]

o, @, ) = D () D-(a-) 54— ()[0). (5.29)

Di(as) = exp(aral — afay) (5.30)

es el operador de desplazamiento coherente para dos modos, descritos por los operadores a4 y a_.
S (¥) = exp(v*asa_ — valal) (5.31)

es el operador unitario de squeezed de dos modos, |0) es el estado de vacio de dos modos.
Este operador cumple la propiedad

S:l (V)asSy_ (1) = d;,m coshr — &iF exp i sinhr (5.32)

con lo cual los valores de expectacién, al orden més bajo, son:

) = o  (a)=a (5.33)
<d1&+> = o |* +sinh?r y (@ a_) = |a_|* + sinh?r (5.34)
@a) = ata. y (alay)=ara_ (5.35)
(ayay) = o2y {a-a-)=a% (5.36)
(aya-) = (atra-) = ara_ —exp(if)sinhr coshr. (5.37)

Se ve que la compresion afecta exclusivamente a los valores de expectacion diagonales, para cada
modo individual y los valores de espectacién intermodo fuera de la diagonal.
El operador de cuadratura X se generaliza al caso de dos modos en la forma

X = (ay +al, +a_ +al)/2? (5.38)

A partir del conjunto de ecuaciones 5.33, se puede demostrar que el valor medio y la varianza de

X son
(X) = (Reay + Rea_)/2/? (5.39)

(AX)?) = i[exp(—%) cos? %9 + exp(2r) sin? %9] (5.40)

Debido a que en el estado comprimido es posible reducir la incertidumbre de una de las cuadraturas,
este tipo de estado se puede utilizar para enviar informacién con bajo ruido, teéricamente se podria
tener un ruido nulo cuando r — oo.

Los estados coherentes y comprimidos han sido ampliamente usados en estudios de deteccién
de ondas gravitacionales [124], con la finalidad de de mejorar la sensibilidad de los interferémetros
utilizados para medir vibraciones con amplitudes mucho més pequenas que el radio de un ntcleo
atémico.
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5.3.  Operador de compresion en cavidades épticas

Las propiedades de las cavidades 6pticas y sus ventajas para el procesamiento de informacién
cudntica se discutieron en el capitulo 2. En una publicacién reciente [125], se plantea la posibilidad
de generar entrelazamiento en estados atémicos en cavidades para las cuales es dificil alcanzar,
experimentalmente, el limite g?/ky > 1. La generacién de estos estados depende del pardmetro
Ng?/k7y, con N el niimero de d4tomos presentes en la cavidad. El entrelazamiento se puede medir
siempre y cuando Ng?/ky > 1.

Motivados por este resultado, presentamos a continuacién un esquema de generacién de estados
comprimidos en cavidades épticas que pueden o no trabajar en el régimen de acoplamiento fuerte.
Se vera que el pardametro de compresion escala con el nimero de atomos presentes en la cavidad.

A TR a,,\} |602> }AZ

[y
A
A

A}

Fig. 5.4: Cada atomo de tres niveles se conduce con campos clésicos, de frecuencias vy y vs, estableciendo
una acoplamiento Raman de un sistema de tres laseres mediante los modos de la cavidad.

Consideremos un ensemble de un nimero grande de N 4tomos de tres niveles dentro de una
cavidad éptica. En general los atomos estdan en posiciones aleatorias dentro de la cavidad, estas
posiciones estédn determinadas por las coordenadas zj (k = 1, ..., N) que estan distribuidas a lo largo
de una la distribucién espacial de dos modos de la cavidad, u,(2z) y up(z). Cada dtomo interactia
con estos dos modos cuantizados y dos laseres apropiadamente sintonizados, como se esquematiza
en la Fig. (5.3), lo cual establece un acoplamiento Raman doble de los niveles mediante los ldseres.
El Hamiltoniano asociado al sistema (haciendo uso de la RWA) se puede escribir como.

H = Hy + Hin,
con
N 2
Hy = waala+wpb b+ " " wi i), (il
k=1 1=0
Yy

N

Hin =3~ {Q (10} (L™ + 1), (0] ")
k=1
%z (10} (272 + [2),, (0] )
a1 (10), (2l a+12), (0] ')

gn (1), (116 + 1), (0167) }. (5.41)

Aqui, a (a') y b (b") son los operadores de aniquilacién (creacién) asociados con los dos modos de
la cavidad, con frecuencias w, y wp, respectivamente. Los estados atémicos |i) (i = 0,1,2) tienen
frecuencias de Bohr w; y estan acoplados en dos configuraciones lambda. Las transiciones atémicas
|1) < [0) vy |2) < |0) estdn acoplados a los campos clasicos con constantes de acoplamiento €2y
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y Qr2, y también a dos modos de la cavidad, b y a, con constantes de acoplamieto gxp, = gyup(2k)
Y Gka = Jala(zk), respectivamente. Sin pérdida de generalidad puede considerarse que todos los
acoplamientos son reales. En el cuadro de interaccién, el Hamiltoniano de Ec. (5.41) se lee ahora

N

Hp = > {0 (10}, (171 4 ]1), (0] A1)
k=1

+ Q2 ([0), (2] 722 4 [2),, (0] 22)

+0K1 (|O>k (2] a1t | 12),. (0| aTemlt)

o (10), (1 be™2 1), (0] plei2er) (5.42)
donde Ai = w; —wo+V, Az = AZ‘—(SZ‘ (Z = 1, 2), W1 — W1 —Wp = —AQ Y Wo2 —Wq = —Al. Asumiremos
ahora que los modos clésicos y cudnticos estan muy desintonizados de las transiciones atémicas. En
tales casos podemos considerar un limite de desintonia grande, {A;, A;} > {0, 9ka, 9kbs k1, Q2 },

coni=1,2y k=1,..,N, y derivar un Hamiltoniano efectivo de segundo orden. Esta derivacién
se explica con mayor detalle en el apéndice A.1, el resultado interesante es

H; = —hSaTa—thT b

hZ( gk?b*b) oot
+hz< gkl al )0 or
k "~k

k19ka Iib$lk2 it —
+hz< al + » b>e Lo

QkQka L Ok Qm _ist_+
+FLE ( aAl e ol . (5.43)
Aqui, o7 = ol 1), (2| son los operadores de subida y bajada, y las desintonias J; han sido
k k

escogidas de tal forma que 0y = —0+0, 6 =9 + 6.

En la ecuacién

Como observamos a partir del Hamiltoniano en la Ec. 5.43, esta eleccién nos permite generar
un modo efectivo que corresponde a la suma de los modos b y a. Hemos descartado los términos
que requieren una poblacién inicial del nivel superior, |0), que ha sido eliminado adiabdticamente
de la dindmica. Adicionalmente, asumiremos que todos los dtomos estdn inicialmente en el estado
fundamental, |2), dentro de una cavidad vacia de campo. En las primeras dos lineas de la Ec. (5.43),
las componentes constantes del corrimiento AC Stark puede compensarse ajustando las frecuencias
del laser, y las componentes que dependen del estado del campo son despreciables en general.
Con estas consideraciones y bajo la condicién plausible Q. = Oy ka/ A1 = Qi2gkp/ A2, es posible
reescribor el Hamiltoniano como

Hyp= —héa'a—hobb
+hJ~(aT + b)eP hT (b + a)e (5.44)
donde J* = >k Qkal’: yJ = >k Qka];. Ahora, usaremos una segunda condiciéon de desintonia

grande, § > {Q, 6} para derivar un nuevo Hamiltoniano efectivo

Hiyr= —héata—Hhobh
B o~ -
—g[ﬁ, J7)(a'a+bTb+ 1+ ab+ a'bl). (5.45)
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Aqui, el conmutador puede calcularse como
1 oy = Q2 -

Ahora, reemplazando estas expresiones y escogiendo § = Dok Qeﬁ = Qeg, €l Hamiltoniano efectivo
puede escribirse como

0«.\[\.’)

E[]] = —thf—f CLTG — thff bTb
—2h <Z Q’gﬁa];) (a'a +bTb+ 1+ ab + a'bl).
k

(5.46)

Finalmente, recordando que todos los atomos estan en el estado fundamental |2), y entonces el
autovalor de U’j es igual a —1/2 de tal forma que la eleccién de § como se indicé antes puede
escribirse el Hamiltoniano efectivo actuando sobre el estado del campo y el estado fundamental de
los estados colectivos de la nube atémica como sigue:

H.g = hQeg(ab+ a'bl). (5.47)

Este Hamiltoniano efectivo esta actuando solo en los grados de libertad de la cavidad y corresponde
a un Hamiltoniano de un oscilador paramétrico no degenerado (o degenerado en el caso a = b) el
cual actuando sobre el vacio del campo puede dar lugar a un estado de vacio comprimido de dos
modos. También puede producir compresion cuando en la cavidad estan presentes dos campos en
cualquier estado inicial.

En el caso ideal daria lugar a un estado de vacio squeezed perfecto. El formalismo input—output
es el escenario apropiado para estudiar la compresiéon de los modos de campo que salen de la cavidad,
puesto que estos son los campos que interesan para las aplicaciones en los protocolos de Teoria de
la Informacién Cuantica mencionados anteriormente.

Tomamos el modelo de sistema abierto sugerido en [29]. El sistema estd descrito a través del
Hamiltoniano de dos modos en la cavidad (5.47). Con el fin de producir un estado coherente de dos
modos o un estado comprimido ideal, deben introducirse dos campos clasicos que interactien lineal-
mente con cada modo de la cavidad. Bajo estas condiciones los modos cudnticos interactiian con dos
banos independientes de tal forma que en la aproximacion de Markov, ta Teoria Input—Output pro-
porciona las siguientes ecuacién de movimiento para los campos dentro de la cavidad (ver apéndice

A)
| Q
a = —Z€1+ —b —70/—\/ Cz'n,( )

. Q
b = —iey+ 5@ - —b — V71 Din(t), (5.48)

donde g; son los acoplamientos de los dos nuevos campos clasicos con los modos a y b respectivamen-
te, y se ha redefinido la constante de acoplamiento de tal forma que ahora es i% lo cual puede hacerse
sin pérdida de generalidad en la descripcién y por un criterio de pura conveniencia. Las cuadraturas
del campo se definen como X = (a +b+al +b') /232 y Y = —i (a + b — al — b1) /23/2[134, 135].
Las soluciones a (5.48), en el espacio de frecuencias son

i(w) = aoé(w)—i—mcm(w)%—ijn(—w) (5.49)
blw) = 505(w)+mpm(w)+mc;(—w) (5.50)

donde ag = —i2 (Qe2 —iy2) / ((22 — 7172) y Bo = —2i(Qer —mes)/ ((22 — 7172) . A partir de
estas ecuaciones podemos calcular las fluctuaciones de las cuadraturas para el campo dentro de la
cavidad
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Chryve+(n+72)Q) (\/N - \/M)

<X2(t)> — 5 (551)
8 (22 —mvy2) (1 +72) 1+ (52)
22— (2 + 1) Q) <\/M - \/N>

_ 2
8 (1172 — 92) (11 + 72) /1 + (552)

(V¥(0) =

(5.52)

2 2 2
dODdeﬁMzB—xfC;NszLﬁ;B:M%Q)

con @ =7y —2iwy B =y — 2iw.
Por otro lado, a partir de las soluciones ( A.51) , los campos de salida estan dados como

v C =45 (n+3)” (2241 (n - 7))

Q% + o 2,/71729Q
Cout(w) = —\/ﬁaoé(w)—i—MCi(w)—i-MDj(—w) (5.53)

0% + g 271729
Do) = —VT0SW) + 72 Dilw) + el ()

(5.54)
Similarmente las cuadraturas normalmente ordenadas del campo de salida (que se definen en forma
andloga a las del campo en el interior) estdn calculadas a partir de las ecuaciones (5.53), el espectro
de las fluctuaciones en w = 0 estd dado por

Sy (0) = -T2 ynme (5.55)
(V2 +9Q)

La condicién w = 0 para la frecuencia es equivalente a tomar w, + wp & v + v2; que exactamente
la condicién de matching. Esto garantiza que la condicién de generacién paramétrica se satisfaga,
y ocurra un proceso de dos fotones.

El estado de squeezeng perfecto se obtiene cuando las fluctuaciones en una de las cuadraturas
normalemente ordenadas (Y en nuestro caso) es igual a —1/4, mientras las fluctuaciones en las otras
cuadraturas tiende al infinito. En este caso los campos estan en un estado que es un autoestado del
operador de cuadratura de fase.

Cuando ponemos el valor 1 = v2 y 2 = /7172 in (5.51 ), (5.52), se obtiene que la compresién
maxima es —%, que también es el resultado de la solucién del estado estacionario. Los valores
correspondientes de compresién para los campos del espectro del campo de salida en Ec. (5.55), (a
las mismas condiciones y1 = 72 y 2 = \/7172) es igual a —%;) el cual es un estado de compresién
perfecta para el campo a la salida.

En conclusién es este capitulo hemos presentado un esquema para obtener un operador efectivo
de compresién para el campo dentro de una cavidad, a través de la interaccién del campo bimodal
de la cavidad con una nube de atomos de tres niveles. Esta compresién se produce debido a los dos
campos clédsicos externos. La nube atdmica proporciona un aumento de la compreién proporcional
a N (nimero medio efectivo de dtomos en la cavidad). El operador de compresién puede usarse
para generar estados squeezed de campos de dos modos degenerados y no degenerados. Se ha usado
la Teoria Input—Output par comparar el campo a la salida con el campo dentro de la cavidad.
La compresién éptimo se obtiene cuando v1 = 72 y 2 = \/7172; en este caso la compresién de la
cavidad estd degradado a la mitad mientras que el de la salida es perfecto.



6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

La presnte tesis gira alrededor de dos problemas de la Teoria de la Informacién Cuéntica.
El primero es el de la caracterizacién del entrelazamiento, recurso béasico para la realizacién de
protocolos de procesamiento de informacién cudntica.

Como se destacé en el capitulo 2, sin este recurso no se puede hablar de ventajas comparativas
del uso de sistemas cudnticos en estos procesos [7] respecto a sus equivalentes clasicos. La tenden-
cia generalizada en la caracterizacién de entanglement, ha sido la de estudiar las caracteristicas
matematicas de un espacio de Hilbert lo méas general posible a fin de encontrar una medida de
entanglement lo més general posible. Sin embargo, es claro que mientras eso suceda, se hacen ne-
cesarias la mayor cantidad posible de formas sencillas de caracterizar este recurso y comprender
como se comporta en presencia de diferentes efectos fisicos. La tasa de concurrencia [24] constituye
una de estas maneras de caracterizar el entanglement de sistemas de qubits a tiempos cortos. Se
han explorado dos formas de determinar esta medida de entanglement. El primer método consis-
te en determinar la expansién en serie de Taylor de la Concurrencia de Wootters [18]. Para ello
se ha expresado la concurrencia en términos de sus invariantes, lo cual conduce a una expresién
que permite derivar una jerarquia de ecuaciones, que a su vez relacionan las derivadas de la con-
currencia con el valor de ésta en el estado inicial. Adicionalmente, se presenta un nuevo enfoque al
mismo problema. Si se quiere estudiar el cambio de la concurrencia para la dindmica de un estado
entanglement sometido a un proceso unitario y un proceso disipativo tipo Limbland, a tiempos
cortos, entonces posible hacer esto usando un calculo perturbativo de los autovalores de la matriz
R? (capitulo 3). Con este objetivo se presentan una generalizacién de la teorfa perturbativa usada
en mecénica cuantica al caso de R?. Pese a que el origen de la idea estd motivada por la teoria
perturbativa de la mecanica cuantica, tiene sus propios matices y diferencias. Una primera diferen-
cia radica en que R?, no es hermitica, a diferencia del Hamiltoniano en mecanica, por lo tanto es
necesario modificar este esquema a fin de encontrar una férmula perturbativa generalizada de los
autovalores y autovectores de R2. La segunda diferencia clave estd en que en mecénica cudntica,
solo se tiene un término perturbativo en el Hamiltoniano, lo cual hace que la forma de obtener
ordenes de aproximacién mas altos sea relativamente sencilla, a pesar de que los resultados son
menos confiables a medida que crece el orden (términos de orden mayor en el Hamiltoniano po-
drian ser importantes a 6rdenes mayores a 2). Mientras que en nuestro esquema, se puede obtener
la expansién de la matriz R? a cualquier orden en potencias de t. Esto permite en principio que se
pueda calcular (aunque el nivel de dificultad aumenta con el orden grandemente) las correcciones a
cualquier orden. El conocimiento de R? a cualquier orden lo da la dindmica a través de la ecuacién
maestra. Entonces la metodologia en este caso es

1. Encontrar la expansiéon de R? hasta el segundo orden. Esto porque en realidad para la con-
currencia son necesarios los autovalores de R.

2. Usar las férmulas desarrolladas en el capitulo (3) para calcular perturbativamente los auto-
valores de RZ.

3. Calcular, a partir de estos resultados la concurrencia a tiempos cortos.

El segundo problema de este trabajo estd orientado hacia la busqueda de realizaciones de pro-
tocolos de computacién cudntica en sistemas de dimensionalidad mas alta que la de los qubits. La
comunidad cientifica[103, 104, 111, 109, 107, 113] viene usando estos sistemas para modelar los
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procesos de informacién cudntica en general. Una de los puntos poco claros es si estos sistemas
presentan una ventaja real respecto al procesamiento de informacién en qubits. Sin embargo, en
este trabajo no abordamos ese aspecto del problema, sino més bien se propone que lo mismo que
se puede hacer con qubits codificados en iones atrapados en una trampa electromagnética, puede
hacerse codificando la informacién en qutrits, es decir un estado de un sistema de tres niveles[52]. El
objeto fisico para la codificacién son los niveles Zeeman de iones de Ba™ atrapados en una trampa
de Paul, usando pulsos de luz descritos clasicamente, en dos esquemas Raman, pueden codificarse
la informacién en qutrits. El primer paso es la realizacion de la compuerta légica condicional equi-
valente a la CNOT para los qutrits, llamada GXORJ[48]. Para ello se hace uso de la decomposicién
de esta compuerta en una transformada de Fourier para qutrits y una compuerta condicional de
fase. Los grados de libertad del centro de masa juegan un rol fundamental en la manipulacién de
los qutrits, los cuales son manipulados mediante el uso de los dos esquemas Raman (ver capitulo
4 ). También se presenta una generalizacién de transformada de Fourier para n qutrits codificados
en iones atrapados, ayudados por la transformacion de fase condicional implementada.

Un tercer problema se ha presentado en este trabajo. Estd relacionado con la posibilidad de
comunicacién entre nodos de una red de comunicacién cuantica. En el capitulo 2 se mencioné que el
entanglement es un recurso importante si se puede repartir los qubits entrelazados entre personas
que quieren comunicarse. Esto significa establecer un canal cudntico de comunicacién, entre las
dos partes, que sea confiable. El problema es que, debido a la presencia de ruido, (como se ha
demostrado en el capitulo 3) puede destruir el entamglement a pesar de haber permanentemente
un acoplamiento que trata de restaurar este entanglement. Entonces el problema de buscar una
sistema en el que el efecto de la decoherencia sobre el entanglement es vital para incrementar
las posibilidades de la realizacién de protocolos de comunicacién cuantica a grandes distancias.
Una de las fuentes de ruido es justamente la naturaleza cuantica de los estados que se usan, los
cuales presentan un limite de reducciéon fundamental impuesto por el principio de incertidumbre
de Heisenberg. Se ha propuesto que el uso de los estados comprimidos del campo electromagnético,
pueden ser ttiles para la distribucién de entanglement [138] en canales ruidosos. En este trabajo se
estudia la posibilidad de generar cualquier estado squeezeng de dos modos, mediante la realizacién
de un operador de compresion efectivo. Para ello se usa una nuve de dtomos que se introducen
en una cavidad optica bimodal, la manipulaciéon de los niveles atémicos usando campos clasicos
permite que el campo de la cavidad sea preparado en un estado squeezing, los modos de la cavidad
se encuentran también acoplados a los niveles de los atomos de la nube. Se ha hecho un estudio
de los efectos de ruido de la cavidad a fin de saber si el campo que sale de la misma conserva las
propiedades de los estados comprimidos generadas mediante el esquema planteado. La utilidad de
este tipo de squeezing en los procesos de informacién cuantica estd todavia en estudio y debe ser
desarrollada ain mas.

6.1. Conclusiones.

Basados en los resultados presentados en las paginas de este trabajo podemos llegar a las
siguientes conclusiones.
En cuanto a la tasa de concurrencia de tiempos cortos podemos decir:

1. El comportamiento de tiempo corto del entanglement para un sistema inicicialmente prepa-
rado en un estado ya sea maximalmente o no maximalmente entrelazado, y evolucionando
bajo dindamicas disipativas puede estudiarse mediante un enfoque perturbativo. El mimo que
permite calcular las derivasdas de la concurrencia de Wootters alrededor de ¢t = 0. Una teoria
perturbativa similar a los métodos estandar usados en mecanica cuantica permite encontrar
los autovalores de la matriz inicial R2 = p(0)5(0), y entonces calcular la concurrencia definida,
por Wootters.

En lo que tiene que ver con la realizacion de computacion cuantica en qutris en iones atrapa-

dos:
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2. El resultado mas importante es que se muestra que la misma clase de arreglo usado para
computacion cudntica de qubits es apropiada para la computaciéon cuantica basada en qutrits,
la cual proporciona un incremento en la disponibilidad del espacio de Hilbert para la misma
cantidad de recursos fisicos. En principio, este esquema permite también distribucién de
entanglement entre qutrits localizados en nodos distantes de una red cuantica.

Respecto a la generacién de estados no clasicos en cavidades se puede decir que.

3. Se ha encontrado un esquema para obtener un operador efectivo de compresién para el campo
dentro de una cavidad, a través de la interaccién del campo bimodal de la cavidad con una
nube de atomos de tres niveles. Este estdo comprimido se produce debido a los dos campos
clésicos extra. La nube atémica proporciona un aumento de compresién proporcional a v/N.
El operador de compresién puede usarse para generar estados squeezed de campos de dos
modos degenerados y no degenerados. La teoria de input—output permite deducir que la
compresién 6ptima en el interior de la cavidad se obtiene cuando v = 72 y Q = \/9172; en
este caso el campo en un estado comprimido de la cavidad estd degradado a la mitad mientras
que el estado del campo de salida es perfecto.

Resumiendo podemos decir que se han explorado algunos aspectos de los fundamentos de la
Teoria de la Informacién Cuéantica, sus propiedades y su factibilidad de realizaciéon en sistemas
fisicos reales. Por supuesto, este constituye sélo un paso mds hacia el entendimiento total del
problema, y por lo tanto, hacia la realizacion practica de un protocolo de informacién cuantica que
todos esperan que sea una realidad en un futuro préximo.
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A. HAMILTONIANO EFECTIVO Y TEORIA INPUT—OUTPUT

El objetivo de este apéndice es presentar los detalles més relevantes de los calculos que conducen
a los resultados presentados en el capitulo 5. En la seccién A.1 se presentan algunos aspectos del
método de cédlculo empleado para obtener Hamiltonianos efectivos. Luego se aplica este resultado
al caso de interaccién de nubes atémicas con campos de una cavidad éptica, en dos regimenes
dispersivos diferentes, lo que permite la obtencién de un operador efectivo de compresién degenerado
y no degenerado. En el apéndice A.2 se presenta la aplicacién del método Input—Output para
sistemas abiertos, al caso de cavidades dpticas y nubes atémicas. Este calculo permite obtener
informacién de como se transforma el estado comprimido generado en el campo de cavidad cuando
sale de ella. En particular se puede decir que es posible generar un estado de compresion perfecta
a la salida. En la seccién A.3 se repite el calculo del campo de salida, pero ahora suponiendo que
el estado del campo interno es un estado coherente.

A.1. Teoria perturbativa
Consideremos el caso en el cual hay un Hamiltoniano dado por
H = H() +V (Al)
entonces la ecuaciéon de Schrodinger estara dada por
0
iho [¥s) = (Ho+ V) [¢s) - (A.2)
Si el estado se somete a la transformacion
[¢r) = en ™! ) (A3)
entonces tenemos que
i i) = ihed ™t fur) 4 ek ok )
ot ot
i 0 i
= ek D ) ek ) (A1)

i i
Ahora ponemos e~ 7 0otenHot con lo cual tenemos

I s) = (Hot V) e ibter ot yg)

— (Ho+V)e #Hot |yy) (A.5)
= Hoe #70M |ipy) + Ve nfol |y
Sustituyendo el primer miembro por el resultado anterior

L gy O —i -3 ~h
ihe ﬁHOtEWI)JrHoe Wt o)y = Hoe  nH08 [gor) + Ve n ot )

ihe 0 D ) = Ve k) (A6)
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y multiplicando por enHot tenemos
0 i ;
ihsr lr) = eF IOVt ys). (A7)
Definimos ahora _ ‘
H = entoty e Hot (A8)
Obtenemos lo que se conoce como la ecuacion de Schridinger en el cuadro de interaccion
0
h— — H =0
<Z pr 1> 1)
Si se hace una nueva transformacion unitaria de la Ecuacién de Schrodinger
i) = e Jyp) (A.9)
debido a la unitariedad de la transformaciéon podemos escribir:
L0 W () AW (8) e —Lw ()
ith— — Hy e n"WYen |r) = (ih— — Hp ) e n [vrr) =0 (A.10)
ot ot
y multiplicando ambos miembros por e#W(® obtenemos
0 = exW® (iha — H1> e 1) Y1)
ot
0 = ih= |r1) + (iherW D Ze iV O _ caWO o= WO ) )
ot ot
0
tho, [vrr) + Hrr [rr) = 0 (A.11)
Entonces tenemos:
Hyy = me%vww%e—%mw AW e W) (A12)

Se sabe que toda transformacién unitaria finita se puede construir a paratir del producto de
transformaciones unitarias infinitesimales. Consideraremos por lo tanto los primeros términos de la

W(t)

. . i .
expansién en serie de este nuevo operador e? y de su conjugado

. -\ 2
iw  _ @ L/i 2
eh L W) + 5 (h> W2(t) + ...

. -\ 2
W - gL LOEY g -
et L— WD) + 3 <h> W2(t) - ..

Nos quedaremos al segundo orden por ahora. Reemplazando en (A.12)

s = (1 v 3 (1) W) (dy - ) (1= fwer o (7) weo)

y luego de algunos célculos se obtiene, al segundo orden en i/h, la expresion

Hy = (W0 - 3 [wo. -2 [we.v o))
- (;)2 i), [wie, )|

(A.13)



A. Hamiltoniano Efectivo y Teoria Input—Qutput 87

Tomando W (t) = Hj(t), entonces se tiene que

W(t) = /0 t H(t"dt (A.14)

suponiendo que se pueden despreciar los términos de orden mayor que uno en i/h se tiene que
i

Hiy=—
11 o

St
W), Hi(0)] = o /0 at’ [Hy (t'), Hy (1) (A.15)
En los casos en los que el conmutador [W(t),Hr] = 0 es un nimero complejo (c-number),
entonces todos los términos de orden mayor automaticamente serdn nulos y en ese caso el resultado
anterior es exacto. Sin embargo, cuando esto no ocurre hay que calcular los conmutadores de orden
mayor y asegurarse de que sean despreciables en comparacion con el de primer orden. En general
este trabajo es muy laborioso.
Una vez establecido el Hamiltoniano efectivo Hyy, el estado del sistema escrito en el cuadro de
interaccién estara dado por

) = e tW®) o= 1 Jo Hir(t')dt' ,— 4 W (0) 1% (0)) (A.16)
y en el cuadro de Schrédinger tenemos
ths) = e H ot i WO IS Hur)a =3 W) 1y () (A.17)

en general una teoria efectiva util es aquella en la que se cumple que e~ wWO) — 1,y Hy(t') no
depende del tiempo, lo cual conduce a un estado en el cuadro de Schrodinger dada por

[ihs) = e~ i Hote=a Jo Hur)dt |y () (A.18)

En la seccién siguiente usaremos este método para calcular el Hamiltoniano efectivo usado en
el capitulo 5 de esta tesis.

A.1.1. Hamiltoniano efectivo en nubes atémicas en cavidades Gpticas.

apenll

Consideremos el problema de una nube atémica, discutido en el capitulo 5, que se introduce
en una cavidad optica bimodal. Los dos modos de la cavidad estdan acopladas a dos transisiones
atémicas desde dos niveles metaestables |1), |2) hasta un nivel excitado |0) comin, en un esquema
lambda. Si adicionalmente el sistema se bombea con dos laseres clasicos, que van acoplados resonan-
temente a las transiciones |1) — |0) y |2) — |0), es posible obtener algunos procesos que involucran
la emisién-absorcién de dos fotones a la frecuencia de los modos intracavidad. El Hamiltoniano que
representa este sistema puede escribirse de la forma siguiente:

H = Hy+ H,
N 2
Ho = wpb'b + waa'a + Z Zwk’i |4) . (] (A.19)
k=1 i=0
N ‘ |
Vio= ) {9 (10 (1™ + [1) (0] e™) (A.20)
k=1

40z (100 21 + 12} 0] )
o1 (10}, 2la+ [2), (0]a)

92 (10}, 116+ 1), (0]0') }



A. Hamiltoniano Efectivo y Teoria Input—Qutput 88

en el cuadro de interaccién este Hamiltoniano puede escribirse como:

N
Hy = 3 {9 (0), (o g 1) (o] e o)) (A21)
k=1

2 (|O>k (2] elwomw2=r2)t 119y (0| efi(wowrw)t)
k1 <|0>k <2‘ aei(wo—wg—wa)t + |2>k <0| aTe—i(wo—w2—wa)t)
T2 (’0>k (1] be'lwomwr=wn)t 411y, (0| bTe*i(wofwrwb)J}

escogiendo la relacién entre las diferentes frecuencias en la forma

Wo—wa —we = A —6 =27 (A.22)
wo—wi —wp = Ao —dy= Ay

wog—w1 —1v = Aq

wo—wr —r1 = Ay

puede obtenerse el hamiltoniano de interaccién como

N

Hy = > {Qu (10), (1] e7™ 1 +]1) (0] e™21F) (A.23)
k=1
+ Q2 (J0) (2 €722 4 |2) (0] €22

+9r1 <|0>k (2] ae A1t 12),. (0] aTeiA“‘/)
g (10 (167228 4 1), (0] fei2t) |

con A; = A;—9;. El esquema de calculo de hamiltonianos efectivos en régimen dispersivo propuesto
antes exije que se calcule el operador W definido en la Ec. (A.14), por lo tanto

N

W(t) = ;{le <|0>k(1|/0temlt/dt’—k|1><0|/Otem1t/dt/> (A.24)

¢ t
+Quo <|O>k (2\/ et gyt 4 |2) <O|/ eiA?t/dt’>
0 0
t to
+9k1 <|0>k (2| a/ e B gy 4 12), (O] aT/ gttt dt’>
0 0

t - t
+92 (]0)k<1|b/ e~ iA2t dt’+]1)k<0|bT/ eif2t dt’)}
0 0

N e eIt _
weo = Yo (10,0155 ol ) (429

con lo cual
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Usando las Ecs. (A.23) y (A.25) puede calcularse el conmutador
N N —iA1t 1 eiAlt -1
Wit), Hi(t = Q 0), (1| ——— 1) 0| ———— A.26
W) = 35 {ow (001 S5 e mel ) 4
—ilot 1 eiAth -1
Q 2 2 _—
#a (100 (21 12 01 )
7i51t_ ZAlt -1
0), (2 - 2),. (0
i (10 (2l a“—x— + 12 0ol 1=
—’L'Azt ’LAQt
e -1 e —1
0), (1| b——— 1), (0] bf ———=
+gz<r ) (L7 + I 01 )}
A (10), (1 e 4 1), (0] e'2)
+ Q2 (|0); (2] e 22" 4 12), (0] €'22")
+9n (]0)l (2 ae" Bt 4 12), (0] aTeiA”)
iz (10), (1 e 1), (0] bTei221) }]
Los términos no nulos del conmutador seran
[W(t), H(t)] (A.27)
N N 1At —1Aqt
1—e"t 1 —e "4t
= D 3 uau ([10) (L], 1) O] —~— + [11);, (0], [0}, (1)) —7—
Al A1
k=1 1=1
. e—i(Al—Az)t _ eiAQt ei(A1—A2)t _ e—iAgt
0), (1],2), (0 1), (0], ]0), (2
sl 00, (11, 12) (0} + [ 0], o), 2l 1
0 " 2 e*’ Ar-Ar)t _ iAgt ' ) ei(Alfﬁl)t_e—iﬁlt
+91 Q%1 (11, 12); (0] @ A + (11 (0[,10), (2l a A
vt (100, (110, 0t =B o oy, e R — e
912321 in, k » U i
a0 —i(Aa—A1)t _ eiA1t ei(Ag—Al)t . e—iAlt
(2 1 2),.(0],10), (1
08 100 €21, 1) (0 = 120 (0] o), () ———
eZAQt 1— e—iAQt
Qo) 2],12), _— 2 2l ———
T 12( (21,120 O = + 12 0. oy 2 - )
Z(A2_Al)t _ iAqt ’i(AQ—Al)t _ —iAqt
i€ e e e
+gzmk2< 1 21, 121, 0l af e (120 (01 o) 2l e
_i(A2_A2)t _ eiAQt ei(AQ—AQ)t _ e*iAQt
Q (2], 1), 2) (0], [0), (1|] b
0z ( 100 (21,11 0BT e+ 201 o) (16—
6 i(AI*Al)t_eiAlt ’L(Al Al) _e—iA1t
Q 0),, (2],]1), ~ 2),.(0],|0), (1 -
g (10 (21.10) —x—— + 2 0L 0 (1 1
(Al—A2)t . eiAgt T€i(A1—A2)t . e—iAgt
Q (2 2 = 2),.(0],10), (2 -
#ugun (110} 21, [2); 0] e ——— = +[12), (0] o) 2] ' ——%
1— ezAlt 1— eflAlt
—° T _°
+gugk1< 2 (0] af| =5 — + [12)1 0l 0) (2] a] =% )
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+9129k2

2 1 0 b-i-e (Alfﬁz)t _ eiAQt 5 0 0 ) Tbei(Alfﬁg)t _ e*iAQt

+gagir (110}, (21, 1), (0] —A 12,00 [0} {1l T
N y 1 be—i(Ag—Al)t_eiAlt 0. ol lob. {1 bTei(Az—Al)t_e—zANf

+gk28ln [ 11), {0l] —iA, + [11)4 (O[, [0}, (1]] A
QO L (0],]0Y, (2] 5T~ (BBt mia 0), (1],12), (0 bei(Ar&)t_emZt
i ( (1), (01,10}, 2 X + 100 1112 06— 5

a1, 12), oot —i(AQ—Al)tieiﬁlt b ol 10v. (ol pi(B2=RAr)t _ —iAst
g | 100 (11, 12); 0] bal 2=+ [[1), (0] ]0); (2] pla"—— %

ezAgt 1— e—zAQt
118 1) (018] =+ 1), (0181, 0}, (112 A)}

Los diferentes términos tienen factores del tipo

(e_iQAjt - e—iAz-t) / (—Z'AZ') : (ei(Alezzt _ e—iAzt) /(iA1) :
efi(AH»Ag)t _ e—iﬁﬁ) / (_iﬁl) ; efi(AlfAz)t _ ez’Azt) / (—z’A1) ;
Gi(Ai—a)t _ e—z’Ait) / (iA) ; o—i(Be+Ar)t _ e—i&t) /(=is)
L= e) /(80 (1=e0) /(12

Si nos fijamos en el esquema de interacién dtomo campo que se presenta en la Figura (5.3), los
casos Ay — Ag; Ay — Ay podrian ser probleméticos para nuestros fines, sin embargo tomando
una difrerencia entre las desintonfas como A; — Ay =~ A1 =~ Ay A} — Ay & Ay =~ A; entonces
A1+ Ay = 3A, y Ay + Ay =~ 3A. Adicionalmente A; — A; = §;. Con lo cual los factores, en el limite
de alto detuning (A1, Ag, A > {d;, U, gri} con i = 1,2), se pueden aproximar de la siguiente
manera

(e‘fi2Ait _‘efiAit) /( ) (efzSAt —i61t _ zAzt) 7i52t/ (_Z_Al) ~
(ezAt _ e—zAgt) /(ZAl) ~0 (6—23At —idot __ 2A2t) —251t/ (—iAz) ~0
p(Bi=Ai)t _ —ilt / (i A e it 1 — eid t) Aj) & Zé

1 i
a; (L= /(1A = o5
con estas suposiciones que pueden ser satisfechas con relativa facilidad en este contexto, podemos
ahora reducir el conmutador que hemos calculado en la Ec. (A.27) a

w ZZ{QMQH( 1110 0] =+ [ 0100 1) 15 ) (A28

k=11=1

+Ql29k2(|0 a2 0|]%+H2> 01,10 21 )

vanger ([0, (21a.12), 0] }%+[|2> (ol 10) (21a] 5

1
+9129k2 [!0 (1] b, [1), 0|bq T+ [|1> (0|b7,|0>l<1|b] iA2>

(1],12), (0f] aT <

—101t €i51t
&+ L0 ety )
1 1

ZAl

—10ot 7,52t
y
000 21,1 0181+ 2001, 0 {0l )

(
(
(10
+gutn (10), (21,11 00 12 01, 0 1] 5)
(
(00

'i' _152t 6Z52t
(0[,10), (2| b 0), (1],2), (0]] b——=
(o1 I0} (21161 + [0} 1. 12, (005 )
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Ahora, calcularemos los conmutadores:

[10);, (2[,12); (O[] = [l0};, (2[,[2) (O] S
= (10}, (2[12), (O] = 12)4 (0] 0),, (2]) Oz
= (\0>k (O] = 12) 1, (2]) 6k = —[12) (0], 10}, (2]]
[0}y, (1], 11), (O[] = [l0}y, (1], [1) (O] xa
= (|0}, O = 1)y, (1]) 6 = — [|1)}, (O[, |0}, (1]]
[10); (1],12), €0l] = [l0};, (1],[2) (O] ks
= ([0)g (1]12);, (O] = |2}, (O[ [0 (1]) O = — |2) . (1] Oma
[12), €01, 10), (LI} = [I2),, (O], [0) ¢ (1] Ot = [2) g, (1| O

(11 (0,10}, 2] = 1)y (2] 0
los conmutadores que involucran operadores atémicos y operadores de campo se deben realizar
con cuidado

[10),, (21 a,12), (0la'| = [0}, (2], 12); (0l P+ [0), (21 |2), (0] [a, ']
(104 (0] = 120y (21) aladia + (0} (21) (12), {01)
(120, 0l at, 0}, (21a) = [12),, (0], [0}, (2] aatdp + 12, (0] |0), (2 [af, a
(12) r, (2] = 10) 1, €O]) aaT(Skl —[2),, (0[ 10}, (2|
(100 €11b, 1), 0B | = (110} (11 1), (01)) bTbe + 10, (1] 1), (0] [b,b']
(10) g, O = [1) . (1]) 608k + [0}, (1] 1), (0]
(1), (01,10}, (1[] 6" + 1), (00}, (1] [o1, )
(1) (1] = 10), O]) BB 83y — (1), (O] ]0), (1
con lo cual el conmutador se transforma en

W), Fu®] ZZ{ 2 2L (0}, (0] — 1), (1)

k=11=1

11

(113, 018", Joy, Gule] = (1)
)

_29%29’“2 ((10) g, (O = 12)r, (21))
[ZAVD)

—Z§1t 7,(51t
+ 1) (2l a——

. (2>kk (la

el§1t —’L(51t
+ 9111 (1>kk <2|a = + 12) i, (1] af )

e 15215 7/62t
+Qp2gk2 (1>kk (2| bT +12) . (1] b
7Z§2t 7«52t
+gr2 Qo |1 Kk 2| + |2 bk 1|b 2)
gk gk gk gk
R (’O>k:k (0] - |2>kk: <2|) 1A - (12) 5 (2 = 10) 1 (O]) aa’
9k29k2 9k29k2
VR (Ol D (L) 80+ 52252 (11, 1]~ [0} 0D 88 |
al g1 gk
1961
—ZZ (10}, (2[) (12); €O]) + (12), (O]) (|0}, (2]))
=1 =1

N

N
—Zzgfg’“z 03 (1111 (0] = T2 [1), 01 [0} {1

k=11=1
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por lo tanto, puede separarse el conmutador en dos partes

WO mOF= ,i {(-ofupn _pRehe _guga g (A.29)
e Bl ola 2221 ), (0
), (] (22052 1 ot iy,
+ ( Ql;QAQQkQ +29121Agf1 ata+ 91;1Agk1> 2),, 2]
+212) (1] (kflm it Q?Zikz it
iA YAD

#2 1) (2] (P ety i) |
|

—Zzgllg’“ ((10), (21) (12), (0]) + (12);, (0]) ([0Y, (2]))

k=11=1

—229”9’“2 ((10), (1]) ([1), (0]) + (1), (O]) ([0Y, (1]))

k=11=1

las dos tltimas lineas en (A.29), involucran al nivel |0), por lo tanto los productos de operadores
colectivos atémicos que corresponden a atomos diferentes no pueden realizar transiciones al nivel
|0) , este nivel nunca estd poblado.

Por lo tanto, puede escribirse un operador efectivo, en lugar de las dos tltimas lineas en (A.29),
dado por

N N
9k19k1 9rk29k2
—2N = 2 2| — 2N = 1 1|.
D TA, P =283 SRE D (1

Entonces, se puede escribir el conmutador como

[W(t), Hi(t)] = 21 ZN: {— (Q’;x’“ + Q’;im - gi’;g’“ll (A.30)
g g i, 9502 ) o), (O

(S gty ggie_ ddle) gy

» (Bl e g0 o)

+12) 5 (1 (klAglkl femiont 4 %bei&2t>

K19K1 oyt Sk20K2 1+ it
1 2 ! ———ble "
1y 2] (P g Dy i) |
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1

Hy = %[W(t%Hl(t)] (A.31)
Q10 Qo2
_ hzz{ ( k1%%k1 + kZ k2+g;1Agk1 (A.32)
2 1
gk29k2 | 9k19kl of 9k29k2 Ik29k2 1
oA, T A, PO A, 10) . (O
Q11 gragk2 Ik29k2 Ik29k2
+( 1 Sty G0 y00e )
Qo2 gk19k1 Ik19k1 Ik19k1
+( 2N | GO g1y G O )
Q . Q .
+12) . (11 (lzgkl ale™™t 4 712‘%2 be@t)
1 2
Vagk1  ase | S29k2 4 _is t>}
411 2| [ ==2=qett 22 02
e 2 (32 N

Luego de eliminar el nivel |0) que no interviene en la dindmica, puede definirse el Hamiltoniano
efectivo de segundo orden, en la forma

N
gk19k1 . Q22 Gr19k1 Jk19k1
Hyp o= b)Y (2, (af - N
i 12) ¢ ‘(“ A, T A, e A >

N
Qr1 92 Irk29k2 9k29k2
A 1 1 bTbngng k1%4k1 _N

2

Qogo _is Qr19m1
1), (2 T252592  —idat 2Ck1TKL Jisyt
—i—hg \>k<]<b A e +a A,

k=1 2

k=1
= Qg Qag
k19k1 45 1) k2Yk2
+hz‘2>k <1’ <aTA1€ w1t +b€l QtA)
k=1
N

De acuerdo a la teoria perturvativa, desarrollada en la seccién anterior deberfa, existe un factor del
tipo e~ #"® para el estado del sistema, y W (t) esta definido como

N . .
Qk e*lAlt -1 elAlt -1
wo = {50 (1000 0 )
QkQ e—iAQt/ —1 eiAQt/ -1
ke 91 2~ 19 - -

—iAt At
i1 e 21t — 1] peo! -1
+*1 (’())k (2] a————*+ 12),, (0] af —

—iAQt/ lAQt
gi> e 1 ceidal
+ 0), (1]b +11), (0] b

tomando el limite cuando #£59% Q"Kg’“‘ Q’WQ’“‘ > %= con a =1, 2, se obtiene que W (t) =
Por lo tanto la dmamlca del sistema estara gobernada tnicamente por el término de segundo

Z, (A.33)
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orden
S 9k19 Q202 gr19 gk19
Hi = h of (ot g IELIRL k28 0k2 k19KL k1K1
II kZ|><\< A + A, + A, A,
bTbngQQk Qp1 | 9k20k2 _ \Ok20k2

< legkl 7151t+ka29k2 152t>
Ag

2,( 292 bt anlgm uﬁt)
Ay

tomando la condicién Q = (Qk1x1/A1) = (Q2gr2/A2) y suponiendo que g2, /A1 = g2 /Ao = (k
se tiene en un cuadro rotante con H(()l) = (1 —2N) /2) S, G (12), (2] + (1), (1])

N N
Hy = hz 12),, (2 <aTaCk + 77k2> + hz 1), (1] (b*bék + ma)

+hz Qk ’2 ( 261t + be —zézt) + hz Qk ‘1 < ’ (bTei§2t _|_a€—i61t)
k=1

donde se ha definido Qia/Aka = Nk (@ =1,2).

A.1.2. Hamiltoniano efectivo de cuarto orden

Usando como Hamiltoniano libre H =m0 12), 2] (a'agy + nk2)+h S LD, Al (676G, + Mi1)
puede encontrarse un nuevo cuadro de interaccién definido por H}, = UT(t)H U (t), con

N N
Ult, g, p) = exp (—iZUk(ﬁa)H)k(lH) exp (—z‘ka(ﬁb)B)k(ZH)
k= =
N 1 k=1
=[] Ukt fra, )

donde vi(fg) = alaly + mp1 v ve(p) = bIOC + nk2, v Uk(t, g, ip) = exp (—ivg(fiq) 1), (1]2)

exp (—ivk(fy) |2);, (2]1)

N

h (Z QU [2); (1] U> Ut (aTe*"‘slt + be"52t> U
k=1

+hUT (bTe_i‘S?t + aei51t> <Z QU (1), (2] U>

k=1

2

Recordemos que

na = a(n—1)"

el = al(n+1)™
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y los hermiticos conjugados también son verdaderos. En general se tiene que cualquier funcién del

operador de niimero f(n) cumple la relacién

(ﬁ)aT

Entonces, facilmente puede demostrarse que

af(n—1)
al f(h+1)

N N

U'(t, g, p)a’ = exp (zka(ﬁa) 1), <1|t> exp (zka ) |2), (2|t
N N

= alexp (zka Na + 1) 1) 1t> exp <zka ) [2) (2]t
1 k=1

exp (iZ@ 1), (1 t) a U (t, g, 1)
k=1

de igual forma también se tiene que:

con lo cual

Por otro lado

\Mz

N
U (t, 7, ) a = exp (1 > G0, (1] t) aU' (t, fa, i)

k=1

N
UT(t, g, ip)bT = exp (sz 2\t> U (t, g, ip)

k=1

Ut (t, frg, )b = exp (—iZCkmk@yt) WU (t, i, i)
k=1

N
Ut (t, g, 7p)al U (¢, g, 1) = exp iZCk!1>k<1|t> af

Ul (t, fa, np)bTU (t, 2, 1) = exp

N
UT(t, g, 1p)al (t, i, 1) = exp (-ing|1>k<1|t> a

N
Ut (t, fg, 1p)DU (t, g, ) = exp —iZCkB)k(Q\t)b

N
QUT2), (T = >
k=1

Utl2), (1|

2

kHUl (t, Mg, 1) |2),
=1 /=1

SRR

Q. U (t, Ta, 1p) |2) e (1] Ug(t, 1o, 72)

i
I

(1 HUe (t,Mas )

)
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entonces

U070 0) 1204 1 =0 0 (0lita) [ 1]+ () 20 20) )" 12)3 {1

n=o

= 2 (11 (wk(:!b)t)n

= [2) e (1] exp (k7))

|2>kk <1’ Uk(tﬂ ﬁmﬁb) = ‘2>kk <1| Uk(t7ﬁa7ﬁb)
= > % 2010 (11 G (01i) [ 1]+ ) 20, 2D 1)

= 2w ’Z —ivg(Na)t)"

= |2>kk (1]exp (—Wk(na)t)

N N
S UT2), (U = Q0 12)4 (1 exp (i (0r(Re) + vk (Pa)) £)
k=1 k=1
N .
Z 120 (1] (€P1al 4 em0iatp) (A.34)

2

(Z |1 ik 2‘ ( _Zsklt(l—i‘eingth))

donde hemos puesto J, = ij:l Ck |y (o) ; = 1,2, y también op1 = —01 + vk (fp) — v (Ng) + J1;
Org = —02 — vg(fp) + Vg (M) + J2

Entonces, consideramos ahora el caso en el cual
504 > Qka Nkas Ckl (A35)

definidos arriba; en este caso repetimos el procedimiento usando el Hamiltoniano Hj;, para ello
calculamos a partir de la Ec. (A.34) un nuevo operador W'(t), definido como en la Ec. (A.14)

N b1t 1 —idpat _ 1
R3Ol (1 (6 al b (A.36)

—1 zékl _15k2

N — b1t idyat
e -1 ekt — 1
ALY Q1) 2 ———a+ ———b!
k=1 —Z(Skl 25k2
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Entonces podemos calcular el conmutador [W'(t), Hrr(t)], de manera muy fcil, y obtener

N — isklt —1 —iskgt -1
(W@, Hi®)] = 0|3 Q2 (U | ———al + =———b ] + he. (A.37)
k=1 i0k1 —idko
N .2 .a
o uf2), 1] (e%tal + e 0) + e,
=1
N
Yy 0
k=1 I=1
isklt —1 *i(gkzt -1 R .
s 1120, (4] [ et + ST ) L g2),, (1 (ePntal 4 ety
kk : : I
uskl —Z5k2
N N
+H2D Sy
k=1 I=1
isklt —1 —iskgt -1 . .
X 12)h (1] ) = af +° = b, 1), (2] (ae*“s”t + bTezmt>
i0k1 —10k2
N N
+R2D S Ty
k=1 k=1
_’i(;klt -1 i(;kgt —1 R »
X | 1) (2] T +bF 12)y (1] <eu§“taT + eﬂaﬂtb)
—i0k1 10k
N N
HR2D S Ty
k=1 k=1
_Z'gklt _ 1 igkgt _ 1 R .
X 1) g (2] Ge — + bTe — (1), 2 (ae—zéut + bTezélgt>
—i0k1 10k9

calcularemos los conmutadores. El conmutador del primer y tercer término en la Ec. (A.37) se
reduce al conmutador de los operadores atémicos, puesto que los operadores relacionados con los
campos conmutan. Tenemos para el primer término

A A iSklt -1 7i(§k2t -1
(1205 (11, 12)y (1] (1tal + e=Patp) | “——af 4+ “— b
kk 1 . .
15k1 —Z5k2

A A iéklt -1 7i(§k2t -1
= (20 (11, 2D 1] (50l + et | Sl 4 = ) i
01 —10k2

= 0

y para el tercer término

e*isklt -1 e’iskgt -1
al x +b——
—i0k1 10k2

HD%@mmmuHG@mﬂ+aﬁm@<

= (1D 2112 L= [2) s, (1] 1) e (2]) (eiskltcﬁ T e—iskﬁb)

—isklt -1 iSth -1
x | atE — S — Okl
—Z(Skl Z5k2

. o —iSklt -1 iSth -1
= (D gr (U = [2)4 (21) <€“S’“taJr + 6725’“2%) P f— N —
—i0k1 102
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El segundo y el cuarto término son un poco diferentes, veamos que pasa con el conmutador de los

S it Y
waT 4 WiAilb , (aefi‘;”t + bTemﬁ)
iékl _25]62

operadores de campo

éste se reduce a

i1t . —ibjat
l R — 1 T —Zéllt _|_ 1Ok2t — 1b b‘l’ Zélgt
Z(Skl _15k2
y entonces A
61t . —idy1t —ibyit
Lt gemidnt| LTy e
10k1 i0k1 i0k1
y s s
e thal 1 Ly pfeitot | _ gyt L€ gl el
—Z(skg —i5k2 —i5k2

entonces el conmutador se lee ahora

[(W'(t), Hr(t)]
N

= » Z i (|2>kk (2] - |1>kk (1)
k=1
0 —iby,
o ( —ibt —{-bT zékzt) e klf _ 1aT . e sz - lb
101 —10k2

N
02 O (1) (1] — [2)5 2D)
k=1

—Z(Skl

. . —idp1t
X (ei‘sklt(ﬂ + e‘iak?tb> <ae : MA -1 + bt

N N
+ n’ ZZQk 12) ke (11 1), (2]

0k t0k1
N N
+h? ZZQle 1) er, (2112) (1]
k=1 k=1

eingt -1
102

610t 610t
Tl—.ez” _le_ezZQ b)

—i0k2

—ibpt iSpot . .
y ae % klA —1 I bT el ki -1 7 (ew“taT + e—ié;z%)
—10k1 10k2

en la aproximacién dada en la Ec. (A.35)

1— 7i(§llt 1— 7i(§llt 1— idjot 1 1079t
= dla—a—S al + b .eA - .eA
101 101 —10k2 —10k2
1 1 1 1
~ ——ala—a—a + bl —— — b ——b
101 101 —10k2 —10k2
1 1
N o— (aTa — aaT) + (bbJr — bTb) =
1041 —i0k9
11
k1 0k
1 1

(A.38)

(A.39)
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entonces eligiendo la relacién
0 = (—5 + 5) (A.40)
0y = (5 + 5)

(ver ecuacion 5.3 del capitulo 5 y la discusién a continuacién de esta ecuacién) se tiene el Hamil-
toniano efectivo Hyyr en la forma

Hypr(t) (A.41)
B ~,
= D> (2 (21— 1) 1)
k=1
. . 151t —ibgot
X (aeii‘s’“lt + bTei5k2t> ¢ ki — 1aJr + ¢’ kQA — 1b
Okt —0k2
N
H12) O (1) (1] — 12)4 (21)
k=1
. . — b1t idpot
% <€i6k1taT _|_€fz'6k2tb> ae ’ ki —1 4 bTeZ kf —-1
—0k1 Ok2

en el limite dado por la Ec. (A.35)

s o
Hir(t) = 5 ) Q% (12) (21— D (1)

k=1
1 _ e_igklt e_isklte_ingt _ e_igklt
X aal = + X ab
01 —Ok2
iskgt isklt _ iSth 1 _ lakgt
I ) Py S 11 (A.42)
01 —Ok2

N
07 Q5 (1) (L] = [2) 4 (21)

k=1

1 _ €z§k1t eisklteiskgt _ eisklt
a'a +a'b! X
Ok2

77,516215 Z(Sklt iskgt 1— 7i(§k2t
S
—Op1 Ok2
el
Hip(t) = 5 Zﬁi (12)er, (21 = 1), (1))

X aat 1 —I-e_iélte_iaﬁab
—01 0o

—idot ,—1i01t 1
(S pfat + bl (A.43)
5 5

N
Z () (U = 12) 4, 21)

—i01t ,—102t
ipte €
(( 5 )
—Z(Skgt —id1t
< Y T )>
_52
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y ahora usando la condicién Ec. (A.41) se obtiene finalmente

.
Hip = 52 (12 (21 = [1) e (1)
—1

ei(76+5)tei(6+5)t efi(5+5)tefi(76+5)lt i 1 ,
{ (( 5)*‘“’ 6+0) )*( —(=5+9) b“+(5+5)bb>>
o i(—+8)t ;—idat oi(0+0)t i(—5+8)t 1
((m I — )*(ba (~0+0) +bb*_(5+5)>>}

N
Z (1) e (1] = [2) 5 (21)

k=1

_h
2
125t 71261‘/
+ ab bial + bTb
)
—2idt 2u§t
| {ata t Te i L

este Hamiltoniano puede reescribirse como
Hip = ~h6 (aal +b'b) + 5 Z (1)1 (1] — (2 (21) (ala + Blal + ab -+ b1)

Hyrr

y preparando todos los dtomos en el estado fundamental tenemos

N
Hiy = —ho (aat +bfb +E 02 (ata + bfal + ab + b'p
= ) S )

— 15 (aa® + o) + % ZN: 0} (ala+ o) + ? >0 (vlal +ab)
1
poniendo Qcff = SN 037/ se obtiene
Hiyp =~ (aa + 1) + 1Qeps (afa+ 1) + 7y (lal + ab)
y cuando se escoge 0 = ), #f/0 se obtiene finalmente
Hypp = thff (bTaT n ab) (A.44)

este es el resultado mas importante del capitulo 5

Por tltimo nétese que decir que los operadores conmutan en el sentido de la Ec. (A.39) es

equivalente a despreciar los términos de corrimiento Stark AC en el Hamiltoniano Hyy. Si se hubiera
hecho eso, el calculo es todavia mas directo.

A.2. Modelo input—output para los modos de la cavidad.

El objetivo es estudiar las relaciones entre el campo en la cavidad y el campo que sale de la
cavidad, suponiendo que no hay més pérdidas que las que dejamos escapar con propdsitos de aplica-
ciones. Este proceso se puede estudiar haciendo uso de los métodos de la teoria Input-Output. Para
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ello usamos como Hamiltoniano del sistema el que hemos desarrollado anteriormente (redefiniendo
la constante de acoplamiento efectivo)

Hgys = Fpb'b + hwga'a + ih% (aTbTefiwbtefiw“t — baeiwbteiw“t) (A.45)

como siempre el Hamiltoniano del bano podemos simular como:

+00 +oo
Hyan = h / dwwCT(W)C(w) + 1 / dwwD' (w)D(w) (A.46)

La interaccion entre los modos de la cavidad y el bano estard dada por

+oo +00
Hp_g =il / dwry (w) [cf(w)a—aTC(w)] +ih / dwhs(w) [DT(w)b—bTD(w) (A.47)

La ecuacién que gobierna la dindmica de los diferentes operadores, en la aproximacién Markoviana,

esta dada por
0= —% 0, Hays] — [a,] [Se+ VRai(®)] — [Se+ VAam(®)] [a,d (A.48)

y en nuestro caso, usando (A.45) tenemos

G = —iwga+ bT —iwpt g —iwat a 24 VE1Cin (1)
b = —iwpb+ §aTe iwptp—iwal _ %b — VE1Din(t)

ot = iwga + %beiwbteiwat _ %CLT _ \/ECJn(t)
bt = dwyb + gaeiwbteiwat B %bT B \/"?len(t)
Hacemos los cambios de variable a — ¢ sta; b — =“tb, Cyn(t) — ¢ o/ Cin(t); Din(t) —
e—iwthin (t)
. € K )
R e e i L R G

€

b = = D~ - Gt ol

a(w) = \ﬁ / dte“a(t) — &t (w F / dte=itqt (1)
blw) = W / dte™b(t) — b (w W / dte=“'p1(t)
Cinlw) = E / dte™' Cin(t) — € (w F / dte'C (1
Din(w) = \/127 / dwe™' Dy, (t) — DI (w) = 7= / dte™ ™D (¢

de la transformacién anterior uno tiene

d . .
a4 — 7ezwata] _ zw ezwat 4 ezwata

dt

iwgt  —iwt

— \/%/dw(iwa—iw)e e "“a(w)
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donde hemos sustituido a(t) = \/% [ dwe™**a(w). Con la sustitucién w, — w = —w' tenemos
a4 — L / dw'iw'e @'tq (w/ + wa)
ous

1 o
T —iwgt iwt T
a' - —— [ dwe e“al (w
\/277/ ( )

en este caso hacemos w, — w = &' luego

1 -
1 1 —iw't T /
a' - —— | dw'e a' (wg —w
\/27r/ (a )

en forma anéloga para los otros operadores, poniendo w, — @ = —&’

b — —— [ dwe @'tpt (wb — G)/)

—iwa (wg +w) = %bT (wp —w) — 5 (Wa +w) — v/E1Cip, (Wg + w)
—iwal (wg —w) = %b (wp +w) — /;1 al (W — w) — \/ECZTH (Wg — w)

—iwb (wp +w) = %aT (Wg — @) — %b (wp + @) — /K1 Dj, (wp + @)
—i@b (W~ @) = Salwa+®) — b (w —@) — VEID, (1) (w, — @)

AZ(w) = —b(w),
con
a(wq + w)
| eT(ws @)
D=1 b+ )
il (we — w)
ta —i¢ 0 0
1. 1
A 0 0 i3 —le
0 0 —%6 %a

donde o = k1 — 2iw; B = kg — 2iw este sistema se puede resolver calculando la inversa A~! de A

B8 €
—2 —Ba+e? —2 —Ba+e? 0 0
€ e
Al = _2—/604—1—52 _2—604-1—62 0 0
0 0 -2 Ba s —2—=
—Ba+e —Ba+e
0 0 . R B

—Ba+e? —2 —Ba+e2
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A /m(?m(wa + w)
y_ | VDL —w)
A //izl?m(wb + w)
\% chgn(wa - w)
entonces las soluciones estan dadas por
F(w) = —A"1h(w),
que pueden escribirse como
- 25\/ 26\/ K2 4 _
a(we +w) = & farl Cin(we +w) + 2~ ja D] (wp —w)
. ~ 2e /K1 20\/ka -
bT(wb — LU) = mcz‘n(wa + UJ) + 2 _ ﬂ Djn(Wb — CLJ)
~ B 200y /Ko 261/ +
bwp +w) = 2 ja D (wp + @) + ﬁa Cm( w)
- 2e. /Ko 2[5‘, /K1 4
aT(wa - CU) = 2 ﬂaDin(wb + w) — Ba Cm( )
entonces tenemos
_ 28\/k1 2e\/Ka2 _+ _
a(wg +w) = 2 ba Cin(wa +w) + 2 ﬁ D;, (wp — @ (A.49)
7 _ o 206\/ K2 26\ /K T
b(CUb + CU) = lefn(wb + CU) /Ba CZTZ( )

a partir de estas soluciones se calculan los campos de salid

Cout(Wq + w) Cin(wa +w) + VE1a(w, +w)

a de la cavidad, en la siguiente forma:

26\/ 26\/:‘412 + _
= Cin(wg +w) + VK1 ﬂ Lo n(we +w) + eQ—ﬂaDm(wb_w>
Doyt(wp +@) = Din(wp +@) + /K
2 K
= Dzn(wb + w + VK ( D;y, Wb + CU) ¢ ﬂCkCZTn( — )>
entonces tenemos
a*f + e 2¢R +
Cout(wa + (.d) = (62_@) C’m(wa + CU) + m m(wa — W — A)
_ Bra+ €2 2ke +
Doy = ———— | Din(wyq - A —=C; 0 —
t(wp + @) (62—ﬁoz (we +w )+ —ﬁOé—FEZOZ”(w w)
si ponemos la diferencias de frecuencias como w, — wp = A, entonces w, — A = wyp; wg — Aw
. 28/k1 2¢e/kKo
a(wa—i—w) = GQ_BaCin(wa‘FW)‘f‘m m(wa—w—A)
- 200\/ka 2e\ /K1
b(weg — A = ———Din(wq —A C
o= A+w) = F Dfwatw—A) + 50l (0 —w)
y los campos de salida se pueden poner como k
* 2 -
Cout(Wa + w) < a*f+e ) n(Wa + ) ﬁD%(wa —w—A)  (A.50)
* 2—
Dout(wa+w*A) = <ﬁa+€> wa+w A)Jrﬁ in(wa*w)

con K = \/K1Kk2
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A.2.1. Cuadraturas del campo interno

Si definimos las cuadraturas del campo como
1
Xw@) = 575 (a(@) +al@) +b(w) + b))
1
V() = =75 (0)+bw) - a'(w) — b))

entonces las correlaciones, normalmente ordenadas a distintas frecuencia de estos observables pue-
den calcularse como

X@XW) ) = o ((a@a (@) + (al@)a ) +{a ) be)
+ <aT(w)a () > < w)a (w')> + <aT(
(b(w)a (w')) + < w)b(w) ) + (b(w)b(w')) + <bJr (w’)b(w)>
(

+

+ (b (@) + < Jaf (@)} + (b (@)b(e)) + (b ) () ))
YY) = —o (((e@)a( <w>b<w’>>—<a*<w’>a<w>>—<b*<w'>a<w>>)

- bw)a(w’>+<b (@) = {af(@)b(w)) = (b (W)b(w))

—(a w)a(w’> < <w>>+<a*<>*< )+ {al @bl )

)
= (H)a () = (D)) + (b (@)al () + (b))

Cada una de las correlaciones, que se encuentran en la ecuacion precedente, pueden calcularse
a partir de las ecuaciones Ec. (A.49). Es fécil ver que en el estado de vacio del campo de entrada

se tiene <ELT(w)B(w’)> =0=(a(w)a(w)) = <l~)(w)l~)(w’)> luego

derqa™ <Dm(wa —w— A)Dgn(wa +w - A)>
( 6 a*)( 2 _ ﬁ/*al*)

_ derqa™ ot
= @ o) (@) @)

<aT(wa + w)b (we — A +w’)> =

<aT(wa +w)a (we + w)> =

< e2 )
_ 4e2 K9 o
= @ Far@ g @)

(of (ot w)a(en+)) = —E @ )
= i (5(w w’)
(2 — p*a*) (2 — f'o)

<bT(wa — A+ w)b(w, — A —i—w)> =
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1€k <C’m(wa — w)C;rn(wa — w’)>
(€2 = B*a*) (2 — f'a)

_ 4€% Ky 5w — o)

(€ = f*a¥) (e — f'a)

<bf(wa “ At w)b(we — A+ w’)> -

dekq 3™ < Cin(wg — w)CZTn(wa + w’)>

( _ ﬁ* *) (62 _ B/*al*)
46/%151*

= (62 _ ,B*Ck*) (62 _ B/*a/*)d(w + UJ/)

<bT(wa — A+ w)al(wg + w')> =

4€2k, <Cm(wa + w)C’iTn(wa - w’)>
(€2 — Ba) (2 — f'a)

46251 ’
RGEEDICE TR

(a(wg +w)blws — A+w')) =

doeko <Dm(wa +w— A)Dzn(wa —uw' - A)>

(€2 = fa) (¢ — f'a’)
daerad (w4 w)
(€ = fa) (¢ — o)

<b(wa —A+w)a (wa + w')> =

dea* Ko <Dm(wa —w— A)D;rn(wa +w - A)>
( 5*06*) (62 _ B/*al*)

<aT(w(z + w)bl (we — A —|—w’)> =

- dea’* Ko ot
- (62_5* *)( — B« /*) ( + )
(nt oo+ 0)) = 25 0= )
+ ’ . 46 K9 /
<a (wa+w)a(wa+w)>— @ jal § (w—o')
(B wo — A+ &blwa — A+ w)) = |€f€ Z}M 5w — )
<bT(wa C At w)b(we — At w )> |€;l€ /EOA S(w — ')

T (we — w)al (we +w')) = Ae5" 1 w+w
(Viten = At whal(wn +0)) = g IS G iy e+ )
(a(wa +w)b(wy — A+ w')) = - ﬁ/‘lffle ~Ga) S(w+w')

doeky

<b(wa —A+uwa (wa + w’)> =

@ Ba) (@ Far)’ T
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deroa*
<CL (wa + OJ) (Wa tw ) (62 _ ﬂ’*a’*) (62 _ ﬂ*a*)
A partir de estas relaciones y de las definiciones § = (kg — 2i (w + A)); 5*

Sw+ )

= (k2 +2i (w+ A));

a=(k —2iw); a* = (k1 +2iw) =5 f = ko +2i (w—A); B = (k2 — 2i (w—A)). Y haciendo
la sustitucion Q = €2 — k1ka; ¥ k = Ko + K1

La correlacion a diferentes frecuencias de las cuadraturas estdn dadas por
(: X (W)X (W) 1)
1 [ (16er? (Q* + 4 (k} 4 K3 + 2€%) w? + 16w*) — 64wAer (k1Q — drow?) — 64A%3R?) § (w + W)
T2 ((Q2 — 4A2K2 + 4 (K3 + K7 +2€%) —4A?) w2 + 16w4)2 + 16A2 (k2Q? — 8k1K2Qw? + 16K3w*)

i+ 8e?kd (w — W)
(Q2 +4A2K2 + 4 (k% + 2Q + 4A?) w? + 16w* + 8A (2w + 4w + w/{%))Q

(:Y(w)Y (o)1)
B 1 [ (16er% (Q* + 4 (k] + K3 + 26?) w? + 16w*) — 64wAek (k1Q — 4kow?) — 64A%3R?) § (w + W)
2B\ (Q? — 4A2K2 + 4 (k2 4 K2+ 262) — 4A?) w2 + 16w1)” + 16A2 (k2Q2 — 8k raQuw? + 16x2w?)

B 8e2k6 (w — w') )

(Q2 + 4A2K2 4+ 4 (k2 + 2Q + 4A2) wW? + 16w + 8A (€2w + 4w + wr?))”

Cuando A = 0 se obtendr4 el resultado

<: X(w)X () :>
1 [16eR” (Q% +4 (KT + K3 +26%) W + 160?) & (w + )
(Q?+4 (k3 +KrI+22) w2+ 16w4)2

23

8e2k6 (w — W)
(Q?+4 (k3 + kI +2e2) w2+ 16<.u4)2

(: Y(w)Y (o) 1)
1 (16€r* (Q* 4 4 (kT 4 K3 + 26%) w? + 16w*)) 8 (w + ')
-2 (Q? +4 (K2 + K2 + 2€2) w? + 16wh)’

B 8e2k6 (w — W)
(Q2 +4 (K3 + K2 +22) w? 4 16w1)” |

Integrando en w’ y w se obtienen la fluctuacién de la cuadratura en funcién del tiempo

(X2 = (2k1K2 + (K1 + K2) €)
8 (11 + hi2) (€2 — Kikp) 1+ & (B152)

€

2 2 2 2
(K1+KJ2+2€) 1 1 (K1 — Ko
— 1
% 8 RV R R

2 2 4 9¢2 o 2
B (I€1+I€2+ e)_}/% 1+1 K1 — K2
8 4 4 €
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(282 — re)

s [ )

2 4 .2 2 2
+ K5+ 2 1 —
% (k1 + K3 + 2¢%) R S i
2 4 €

B (/@%+/€§+262)_“ 1+} K1 — ka2 \
2 4 €

A partir de estas realaciones se ha deducido el grado de compresién que poseen los campos

internos de la cavidad.

(: Y2(t) D= -

A.2.2. Cuadraturas del campo externo

Empezamos definiendo las cuadraturas del campo que sale de la cavidad en la forma

Xou@) = 5575 (Coutlw) + Dona(@) + Cly() + Dhy(w))
Yourlw) = 77 (Coutw) + Do) = Chy(@) = Dhy(@))

por lo tanto las correlaciones, normalmente ordenadas, a diferente frecuencia de estas cuadraturas

estan dadas por

<Xout(w)Xout(w/)> = 2*13<<Cout(W)Dout(w/) +<Ciut(w,)cout(w)>
+ (Dout (@) Cout (&) + { Dl () Dout () )
+ (Ch(@)Cout(w) ) + { Clug (@) Dl () )
+ (D}(@) Dout(w) ) + ( Dl (@)l ))

(Youl¥ourl)) =~ ({Cont(@) Dour(@)) ~ (Chus() Cona()

A partir de las ecuaciones del campo de salida dadas en la Ec. (A.50) se puede calcular cada

término de las correlaciones, el resultado es

€2
4€2k1 K
<Clut(wa + W)Cout(wa + CU/)> == ﬁ& ( - w')
462
(Dhalwn = A+ Donaloa = A +0)) = ,f“;fj Ow = o)
T 46 R1R2 /
<Dout( — A+ w) Dout(wa A+w)> R SO S — )
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(Cout(wq + w) Doyt (wa — A + o)) = o;ﬁ_ +ﬁ j . 362/0/5(&) + ')
(Dot (wa — A + w)Coyt(wq + ') = 66201 +ﬂ ;2 . Egg/a/(s (w+w)
(Chuleat)Dha — At ) = 520 BCL 5 040
(Dhaten A +)Chyfen + )y = SLEE Tt )

todas las demés son cero. Reemplazando los valores de § y « tenemos
<: Kout (W) Xout (W) :>
1 dey/R1k2 ((62 — /ig/i1)2 + (2€% + k] + K3 — 4A%) w? — 4A?RT + 16w4>

23 A”? +16A2 (H% (€2 — kika)? — 8 (€2 — Kikg) w? + 16m%w4)

X (2K1K2 + 8w? + 26 + 8wA) § (w + W) + 2%,4 A (1265—/?22)3 o) Sw—w)
<1 Yout(w)Yout(w/) 3>

| dey/RiRa (€ = ram)” + (262 + 13 + 1 — 40%) w? — 40243 + 1604

23 A2 +16A2 (/—i% (€2 — K1ka)® — 8 (€2 — Kyko) w? + 16/@%0}4)

i 16€2k1 Ko
23 A+ 8A (w4 4w + wk?)

X (2/@1/12 + 8w? + 262 + 8wA) 6 (w + w’) +

S(w—w')
donde se ha puesto

A = (- /@2/{1)2 +4 (2 + k1 + K5 — 4A%) W? — 4A%KT + 160"
A = (52 — /12&1)2 +4A%k% + 4 (262 +4A% + K3+ K,%) w? 4 16w!

En el caso enque A = 0 , las cuadraturas estan dadas por

(: Xout(@) Xour(w') 1) = € Rz + 4w + ) 5 (w+w)
((62 — kgr1)? + 4 (2€2 + K} + K3) w2 + 16w4)
262 k1 Ko 5( ,)
w-w
((62 — kok1)® + 4 (262 + K3+ kD) W2 + 16w4>
R +4w? + €
<: Yout (W) Your (W) :> = — r (KMQ v ) ) (w + w’)
<(62 — kok1)? +4 (262 + K2 + k3) w2 + 16w4>
9 2
+ € Slw—w)

((62 — kgr1)? + 4 (262 + K3 + k?) w2 + 16w4>

integrando en w’ se tiene el espectro de fluctuaciones de las cuadraturas, normalmente ordenadas,
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dado por
(: Sxout(Ww) 1) = {: Xow(w)Xout(w) :)
€R (Ii1l€2 + 4w? + 62)
((62 — kgk1)? +4 (262 + K2 + K3) w2 + 16w4>

2€2Kk1 kK9
(62 — K2K1) 244 (262 + K3+ Fdl) w2+ 16w4>
( Svout@) ) = (- Yourw)Your ) o)
€R (m/ig +40? + 62)
((62 — kgk1)? + 4 (262 + K2 + K3) w2 + 16w4)

262:%1%&2

((62 — kgk1)? 44 (262 + K3 + k}) W2 + 16w4)

_l’_

y poniendo w = 0

€ERK1K2 n 262K kKo

(€2 — kakin)? <(62 - H2K1)2>

<: SXout(O) :> =

= 2
€ERK1K9 26°K1K9
+

(€2 — kor1)® (€2 — kakn)?

(: Syout(0) 1) = —

A.3. Estados coherentes de dos fotones.

Modificamos el modelo del sistema para incluir la interaccién de dos campos clésicos con cada
modo de la cavidad. Esto conduce a nuevo Hamiltoniano para la dinamica de los dos campos en la
cavidad

Hays = h(era+cta’) + h (Egb + s;bT) + ih% (aTbT - ab)

donde se condidera que los acoplamientos respectivos con cada cavidad son €1 y €5. Usando el modelo
de bano dado en la seccién anterior Ecs. (A.47) y (A.46); considerando vélida la aproximacién de
Markov las ecuaciones de Heisenberg para los campos dentro de la cavidad estan dadas ahora por

a = *71514’25[*70/*\/70171()
b = —ieé—l—%aT—?b—\/ﬁTDm()

Puede transformarse el campo de tal forma que:

a = a-+ o
b = b+ [

con g y Bo, que no dependen del tiempo. Entonces

-/

a = a
b = ¥

a = —ie’{—i—%(b’T%-ﬂ(}k) F;(a—i—ozo) VE1Cin(t)
K9

b= —ies+5 (f +ab) = T b+ o) — VE2Din(t)



A. Hamiltoniano Efectivo y Teoria Input—Qutput

110

Z‘)/

de donde obtenemos

luego

entonces

cuya solusién es

= —ie]+ ﬂo —?ao b'T——a—\ﬁCm( t)
e
= —ieh+ 5% ﬂo + 5o at — 55 — VFaDin (1)
€ K
—ig} + *58 - ?1010 =0
K
—iey + ozo ;ﬁo =0
e Kl 4
€1 + iﬁo -5 % = 0
1€9 + 50&0 — ?ﬁo =0
K1 L. €
?Oéo = <—7,51 + 5,[38)
€Kik .
<2 - B ) BS =1 (EET - H1€2)

. 21 (68’1‘ - K}152)

oy = —

o =

/ €

. K1
a = fb'T——a'

2
. €
- /T
2

a(w) = 5

€

2/R1f
— Ba

€2 — K1ko

(<=t +

2%)

le]K1K2 — LER1ED
62 — K1R2

2

i2 (eg2 — €1K2)

€ — K1Kk2

2

2i (ee] — K1£2)

€° — K1Rk2

~ 2
Mw) = o) +

a'(w) = 2VF1P

— 62 — ﬁacin(w) +
~ 2
b’ (w) = 62\/_%726; Dm (w)

2\/koax
€2 — Ba Dinfw) +
2,/Kae
€2 — fa Din(w) +

- \/"?lcin (t)

— V/R2Din(t)

SV Dl ()
204\/;¥ (—w)
Sl (-w)
+ 22l (-w)

2
62\/%6 D;rn(_w)
2\/76 +
ﬂa Czn( )
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y volviendo a los campos originales tenemos.

QW) = apd(w)+ m@n(w) + 2\/”7;;1).* (—w) (A.51)
o) = i) + 22 Din(w) + 3L ()
X(w) = 23—1/2 (&(w) +b(w) +al(w) + BT(w))
Entonces,
<awa»:@wwww<@+ﬁﬁﬁaw+wv
(@ (w)a(w)) = ool 6(w)d(w’) + iz sl
bw)a(w') ) = aoBod(w)d(w') + raraalete) s
B (w)b(w) ) = 180l 6(w)O(w) + 451 55 (w — )
(@ (W)aw)) = laol® §(w)3() + 7520 (w — )
<aT(w)z§T w'> = Bapd(@)d(w) + 452255 (w + o)
<6T(w)zﬁ w’)> = apf50()d(w) + L5 (w+ o)
(BN @)h(w') ) = Bo50(w)d(w) + 956 (w — )
(a(w)a(w)) = agaod(@)d(w) <aT( )B(w')> = Bood(w)d(w)
b (@)a(w) ) = Beod(@)de)  (at(w)at (@) = afaid(w)s(w)
b)) = Bofod(@)o(w’)  (B(@)a(w)) = aofow)d(w)
@1 (W)b(w) ) = Boagd(@)d(w) (B (@) (w)) = B350(w)a(w)

luego, tenemos en este caso
(- X@)X()2) = o (aonn +afag + fobo + 535 +2 (aofl + Gi0))
+2 (ool + 150f?) + 2 (@l + a0 %) ) 6()6()
4e
+
| — Baf?
82 (k1 + Ka) o
+7‘62 — 6a‘2 6 (w—w')

integrando se obtiene la dependencia temporal de la fluctuacién X como funcién del tiempo

5 (k1 (B+8") + k2 (0" +a))d (w+u)

1
AZEQ—&—E(m—/@)Q

<X2(t)> = 2—13 (((wao + agag + Bofo + 5505 + 2 (oo + Byeg) )
2¢ (2Kk1k2 + (K1 + Hg) €)

22
\/% I€1+f€2 \/ +’{2+ < 116 (H1+/€2)2A
(k3 + K3 4 2¢2) \/1 2
A
X (\/ 3 + 16 (K1 + K2)
2 2 2
(k} 4 K3 + 2€2) \/1 9
— — Al.
\/ 8 16 (F1 Tt K2)
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Para los campos fuera de la cavidad tenemos a partir de (A.51)
Cotl®) = Conlw) + yFia(w)
= Gnlw) = VRTa0d() + VAT ( 5L Gl + 32 D))
Dia(@) = Dinlw) + v/izh(w)
= Do) — VEAI() + Vi ( 55 D) + 5 Cl(w))

— Ba €2 — Ba
2 * 2R
Cout () Z—VM%M®+;+%?MW+§H;PKW> (A.52)
2 * =
Do) = —vRahid(e) + S EDw) + 5 el

donde, como antes a = (k1 — 2iw) ; f = (kg — 2iw); y , por otro lado tenemos:

out (W) Doyt (W')) = KDy w') + M(S w4+
Cout() Doua &) = Ffoarod(w)3(!) + 27520
Chur(w")Cout(w) ) = kit ool (w)d(w') + 2525256 (w — o)

W)} = Raood(w)d(w) + 2G5 (w + )
Doutw) out(@) ) = iy Bl D(w)d(w') + 2525256 (v — o)
c t(w)% W) = st ool §(w)o () + 25256 (w — )

)D} (")) = FBjasd(@)d(w) + =6 (w + o)

> 26H(E2+Oé*ﬁ)
D t<w>Dm<w'>> 2 B0 8(w)o(w) + 135§ (0 — o)
® )

2eR(62+,6’*a)

D} (@)Cha() ) = BB (@)d(w) + 2508 (w + )

Cout () m( ") = r100008(@)5()  { Chut(@) Dour (@) ) = FBoad(w)d(w)
D) Cout(w) ) = R5a0d(@)0(")  (Cha(w)Cha(w)) = magazd(w)d(w)
(Dour(w > out< ) = K200600(@)(W) (D] () Cour(w') ) = ReroB6(w)d(w)
(Coule!) Do) = RO Dt D] ) = ol 30

Las currelaciones estan dadas por
~ ~ 1 (62 + Oé*,B + (Jé,B*) 16/?1/’?262
: Xt (@)X :> = — [ 4er 5 ) e
( Foul) Kot () 23 ( T2 gal? (w+e)+ i — Bal?

+ (nl (2% (avpag) + 2 \a0|2> + Ko (2% (BoBo) + 2 ’50|2)
+2F (a3 + oo + Boco + aBo + Biag)) d(w)d(w'))

§ (w—w')(A.53)

. . 1 ek (262 4 2k2k1 + 8w?) 6§ (w + W') + 4€Rd (w — W)
 Xout(@) Xour (@) 1) = 254 A54
< out (@) Xout(w) 23 K2K2 — 2K9k1€2 + 4K3w? + 4w?k? 4+ 16w + 8w2e? + €4 (A.54)

~|—213 (m (2% (apap) + 2 || ) + k2 (2% (Bofo) + 2 |ﬁo|2)
+2F (a5 + Boag) + (aofo + Byap))) d(w)d(w’)

Por otro lado, se tiene que:

(Xou (W) = 23% (VE100 + VE2Bo + v/R1og + /F25) 6 (w)
(Xout (W) = 23% (VR1Q0 + v/RaBo + v/R1a + /RalB) 8 (o)
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(Kout () (Xou () = 35 (L0 + izl + Viiag + Viahi)
X (Va0 + Viafo + VLG + iz § ()6 ()

(KXo (@) (Xou (@) = 55 (251 (R (a000) + [ao?) + 2w (R (Goo) +156l?)  (A.55)

+27 ((0 85 + o5 60) + (@oBoo + 555)) 6 (w) 8 (')

La fluctuacién a la frecuencia w se tiene integrando sobre w’ las relaciones (A.54) y (A.55).
Siguiendo la relacion

(: AXout(w) :)2 = <X2 (w)> —(X (W)>2
(A%on(@) ) = (K2 (@)~ (Ko (@))?

1 4 €R (262 +a*6 + aﬁ*) + 4k Ko€?
23 |2 — Baf?

y a partir de (A.54) se tiene finalmente:

g ( ) . 1 €R ((262 + 2Kkok1 + 8w2) + 46/?1)
FOXoutl) "= 3 K3k? — 2Kok1€2 + 4K3w? 4 dw?k? + 16w + 8w?e? + €

Similarmente la cuadratura Y estd definida por

~ 1

Fout () = 575 (Cout®) + Dout(®) = Clua(®) = Dho())

y la correlacién a diferentes frecuencias estara dada por

1 - 2 2+ * + *
( Your(@)You(W) ) = —55 (4 <m( 6162 _aﬁil2 =

—4 (W) 6 (w—w')
|2 — Bal

+r10000 + Efoao — k1 |aol® — EBan

+Raofo + k2B — FBocdy — ka2 |Bol”

—#i1 |ao|® = Rfoad + miagag + RBjag

—raoy — w2 |Bol* + R + ka5 ) 6(w)8(w)

)5(w+w')

(T @) = o (VRrao + vRabo ~ Vias - Vi) b ()
(¥ () = 23%22 (VRTa0 + VRafo + V/R1ah + VRaf) 6 (o)

(T @) (7 (@) = o (VRao+ Rz — VArah — v/Rafk) b ()
x (vE1a0 + v/kafo — Ve — v/R2f3) 8 ()
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<}7 (w)> <ff (w')> = —2—13 (k1o + Raofo — kiaoag — koo

+EBoco + k2bofo — Kooy — K205y
—K1agap — RagfBo + kragag + ka3
—EB a0 — K2y Po + BBy + K2505) 6 (w) 6 (w')

Por lo tanto, el espectro de las fluctuaciones en funcién de la frecuencia estd dado por

<: AVt (@) :>2 - <f/2 (w)> - <f/(w)>2
_ 1 4 <€I<& (262 +a*ﬁ+aﬂ*) —4H1K2€2>

23 2 — Ba?

€R (62 — 2eRk + koK1 + 4w2)
K3K? — 2KoK1€2 + dKk3w? + dw?k? + 16wt + 8w2e? + €

: Sy (w) =

lo cual muestra que la fluctuacién no cambia si el campo dentro de la cavidad esta dezplazado
por una cantidad £1, €2 en cada modo , Sin embargo a partir de(A.52) puede notarse que los dos
campos output estdn también desplazados por una cantidad /K1 y /K2y respectivamente.

Ahora sabemos que el espectro de la fluctuacién en términos del espectro normalmente ordenado
esta dado por

€R (62 — 2eRk + koK1 + 4w2) 1

S =5 P
v(w) v(@) K3K2 — 2Kok1€2 + 4Kk3w? + dw?k? + 16w* + 8w2e? + € 3
2h1 2 1

luego se tiene

€R 1
Sy (0) =: 5y (0) : — + -
VO = SO0 T T
ahora sabemos que
1 €k (e — )2

_\2
e " = (6 — '%)
4(e+R)?
luego
r=—2ln[le — k| /2 |e + &[]
Por otro lado tenemos que ag = —w y B = %

(X)) = b (VATao + VRafo + Viag + Ra65) 6 ()
(¥ (@) = g (VFio0 + v/FaBo — V/Riag — VFal) d ()

Luego los dos campo de salida se comporta como si estuviera dezplazado por un valor a = /K1
vB = /K2[o, luego el pardmetro de desplazamiento a la salida se puede estimar a partir de

i2\/kK1 (ee2 — €]K2)

@ €2 — K1Ka
g 2i\/ka (ee1 — Iﬂé‘z)

€2 — K1Ka
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si ponemos €3 = €] = 7; tenemos que

_i2ny/Ky (€ — Ka)

€2 — K1Ka

2in* /K2 (€ — K1)

€2 — K1K9

si se considera que las dos tasas de decaimiento son las mismas tenemos xK1 = ko = Kk

20k
e+r

6*



B. DESCOMPOSICION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

En este apéndice presentamos los detalles de la descomposicién de la transformacion que define
la Transformade de Fourier Cuantica que actia sobre qutrits.

A partir de la discusion matematica de la seccion 4.4.2 se ve que la Transformada de Fourier
en la base {|2),]0),|0)} esta dada por

) €2i7r/3 641'71'/3 1 F22 F21 F20
F = —iT ehim/3 e2in/3 1 | = | Fo Fyy Fio |. (B.1)
3 1 1 1 Foo  Fo1  Fyo

En el capitulo 2 se mostré que una transformacién unitaria que actua sobre un espacio de tres di-
mensiones puede descomponerse en el producto de tres operaciones que actiian sobre un subespacio
de dos dimensiones. Sin embargo, dado que la intensién era simplemente que esta decomposicion se
puede realizar en esa seccién no se determinaron las fases relativas. Por lo tanto la descomposicién
del operador esta dado por

e’ 0 0 COoS 7y 0 e

sin 7y
F = 0 e istm g 0 1 0 (B.2)
0 0 e’ ie”?siny 0  cosy
1 0 0 cos 3 —e¥sing 0
x| 0 cos i€’ sin a —ePsinf —cosf3 0 ,
0 e sina  cosa 0 0 -1

en la que se ha anadido una transformacién diagonal que actia en el espacio de tres dimensiones
y permite fijar las fases apropiadas. De aqui se ve que los elementos de la transformada de fourier
esta dadas por

Fpo = €™ cosycos 3 + e™e e e~ sin v sin asin 3.

Fy1 = —e™e' cosysin f + e e’ e~ sin v sin « cos 3.
Fyy = —ie e gin ~ cos a.

Flg = —e 5149 ¢ cog v sin 3.

Fi1 = —e {54 cog o cos 3.

Fio = —ie "5+ gin q,

Fop = ie"e~" sin~y cos § — iee e~ cos vy sin asin 3.
Fy1 = —ieMe~ e sin ysin f — ie'e ™ cos 7 sin a cos f3.
Fyo = —e™ cosy cos a.

Comparando las Ecs. (B.1) y (B.2) se obtiene el conjunto de ecuaciones

. . 1.
i’ =N giny cos B — i’ cosysinasin S = ﬁe_”rﬂ (B.3)
. . 1.
—ie!1 20 gin v sin B — i€’ cosysinacos = —=e /2 (B.4)
V3
. 1.
—eMcosycosa = ——e /2 B.5
gl 7 (B.5)
—e ) cosasin B = L64m/367iﬂ/2 (B.6)

V3
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—e ) cosavcos B = \}562”/36_”/2 (B.8)

—ie Tt ging = \}ge_m/Q (B.9)

e cosycos B+ P TA D ginysinasin = \}562”/36_”/2 (B.10)
—e'5t9) cog ysin B+ €A sinysinacos = Lf:‘“’”/?’(f”/2 (B.11)
—ie'" N ginycosa = Le*i”/2 (B.12)

V3

Las condiciones para las fases, desde las ecuaciones (B.5,B.6, B.8, B.9, B.12) son:

k+n+d6 = —1ln/6+mnm
k+n = —Tr/6+nrm
K+n—e = lIrm
kK+AX = pr
n = kr—m7/2
las soluciones son
e=—Tn/6+(n—Dm; k=-27/34+(n—k)m;
n=kr—7/2; A=21/3+ (n+p—k)m;
0==2mw/3+ (m —n)m;

relaciones que aparecen en las otras ecuaciones:

n—A=57/6—(n+p)m; 77—6—5:%7T+7T/2—|—(k}+l—m)7(';

n—A+0=n/6—(p—m)m; n—e=7n/6+7/2—(n—1)m;

Reemplazando en las restantes ecuaciones:

|
—_

ePT/0(—1)" P giny cos § — €™/ 6HT/2(_1)FHT cos ysinasin B =

H%“‘

™6 (—1)P~" sinysin B + "™/ 7/2(—1)" L cosysinacos f = 75
‘ . o 1
e cosycos B+ e sinye e Psinasind = ——e

- 1
“sinysinacosf = ——e

V3

—e"e® cosysin B + e e

(—3 + Z\/§> (—=1)"*Psin vy cos 3 + (\/§ + 3@') (—1)FH=™ cos v sin asin 3

—3(—1)"*Psin~ycos 3 + V3(—1)*"™ cos ysin asin B
V3(=1)""Psinycos § + 3(—1)*"™ cos ysin asin 8

(—1)"*P sin y cos 3

(—1)F*H=™ cos ~sin asin 3

21#/36717&'/2’

4z7r/3e—17r/2’
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(3 + Z\/g) (—1)P ™ sin~ysin G + <—\/§ + 31’) (=1)" ! cosysinacos 3
3(—1)P"™sinysin 8 — V3(—1)"" cos vy sin a cos 3
V3(=1)P""sinysin 8 + 3(—1)""" cos ysin a cos 3

(=1)P ™ sin~ysin 3
(—1)"! cosysin o cos 3

por lo tanto

(=1)"*Psin~y cos 8 = 3, (—1)P""sin~ysin 3 =

1
_1\k+l—-m : : _ =1 _1\n—l1 : 2 _
(—1) cosysinasin § = oNEL (—1)"*cosysinacos f =

(=1)P~™sin B (—=1)kti=mgin g

(—)"FPcosf 1, (=1)"—lcos B =1,
(—1)F+t—mcosysina 1 (D" lcosysina _ 1
(=1)P~™sin~y RVEY (=DntPsiny T /3
de donde 8 = 7/4. Se puede reescribir las ecuaciones en la forma.
iK 'L)\ i€ _—10 _: . . _
e’ cosycos B + efe e “sinysinasinfg =

e~ 2m/3(—1)"F cosy cos B + M/ O(—1)PH M ginysinasin g =
e /6(—1)""F cos y cos B + e P/ 6FT/2(1)PHEMgin A sinasin =

—}(\/g—i—i)(—l)" cosycos 3+ = (1—Z\f)( P ginysinasin g =

(3+14v3)(—1)"Fcosycos f — (V3 —3i)(—=1)PH""sinysinasin g =
3(=1)" " cosycos f — V3(=1)PH"Msinysinasin g =
V3(=1)"Fcosvycos B4 3(—1)PT " sinysinasin g =

(—=1)"FcosycosB =
(—=1)PT " sinysinasin =

escribiendo las relaciones de las fases

K+A—€e—0 = 1ln/6+ (p+1—m)m,

4
K+0 = —§7r+(m—k)7r
K+A—e = gﬂ—i-(p—i-l—n)ﬁ,

se obtiene en las ecuaciones restantes

iRl (siny) e “sinacos f =

—€™ (cosy) € sin f + e
(_1)m—ke—i7r/6 cosvysin§ — (_1)p+l—n6—i7r/6+i7r/2 sinysinacos3 =
(—1)m_k ( - l\[) cos7ysin 3 — (— )p+l " (\/§+ Z3> sinysinacosf =

3(=1)™ " cosysin f — V3(=1)P" " sinysinacos =
—V3(=1)"F cosysin f — 3(—1)PT " sinysinacos =
(

—1)PH"sinysinacos f =

(=)™ Fcosysing =

1|
o N

N

z7r/6

Do [N I I — — —
S*—‘m\r—' NN ) oo 3
w - - -

1 ym
64z7r/36 z7r/27

-1
\/37

_2’

1 o e
62@7r/36 z7r/2’
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de donde se obtiene

(=D Feosycosf=Ft,  (~DPH M sinysinasin = Sl

(=)™ FcosysingB =5, (1P "sinysinacosf =

(—1)"*Psin~ycos 3 =
(1P~ sin~ysin § =

. (=)= cosysinasin 3 =

o= N[

, (=1)"cosysinacosf = — 1=

_1\k+1 _ 1
(—1) coswcosoz—1 Nt

, (=1)™cosasin =

_1)n — 1 D i — 1
(—1) cosozcos[i‘—f, (—1) siny cos o = 5,
1

S

l .
(—1)'sina 7
por lo tanto

e=—-Tr/6+ (n—0rm k+n+0=—-11r/6 +mm
n=kr—m/2 k+n=-Tn/6+nm
d==2r/3+(m—-—n)r — K+n—e=ln
k=—=2r/3+(n—k)r K+ A=pm
A=21/3+(n+p—Fk)r n=kr—m/2

e = —7w/6,n=-n/2,0=-2n/3, k=7/3, A\=27/3

cosa = —4y/—,sina=4/=
3’ 3

1 1
cosf = , sin =

cosy =

Para verificar las soluciones multiplicamos las diferentes matrices
eim/3 0 0 % 0 2'621'7r/3%
0 &m/% 0 0 1 0
—in/2 :—2r/3_1 1
0 0 e/ e " 7 0 7

= | —3+4Vv3 1+LivB L&
| Ve hvE s

e2i7r/3 e4i7r/3 1
in/3 2im/3 |

?
V3 1 1 1

|
N DOl
_l’_
S
|
N[ = D=
-+
ol
wl
ST
—_ = =
Il
|
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por lo tanto las transformaciones unitarias que permiten la descomposicién de la Transformada de
Fourier para Qutrits son

ein O 0 e’iﬂ/3 0 0
U; = 0 e—ilstn) g — 0 ¢in/6 0
0 0 ein 0 0 e—im/2
L 0 0 ' " 2 . 7(371'/6
U, = 0 cosa ie“sina | = 0 —\/3 157
0 ‘e *sino CoSs & 0 Z.ewr/G /2
73 3
. L 2im/3
cos 7y 0 ie*tsinvy % 0 1 7
Uy = 0 1 0 = 1 0
ie"?siny 0 cosy Z'e‘f/i’zj/3 0 %
. —2in/3
Co,i Ié; —e¥sinfB 0 12 B —£ 7 0
Us = — e “sin — cos 0 = _ e _1
’ 0 ’ 0 ’ 1 V2 i
B 0 0 -1

Estas relaciones se usan en el capitulo 4 a fin de determinar los parametros fisicos, asociados a

los grados de libertad de los iones atrapados, que posibilitan la realizacion fisica de la Transformada
de Fourier para qutrits.
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