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Resumen

Los problemas sustentados en el desarrollo de esta tesis están relacionados con dos nuevas
corrientes de investigación conocida con el nombre de Teoŕıa Cuántica de la Información y Teoŕıa
Cuántica de la Computación, ya sea en forma directa como es el caso del estudio de la Tasa de
Concurrencia y la Realización F́ısica de Compuertas Cuánticas para qutrits, o indirecta, en el caso
de Generación de estados no clásicos del Campo Electromagnético.

El objetivo que ha guiado su desarrollo es estudiar los aspectos f́ısicos de estos problemas. Es
decir, su análisis se enfoca más a la búsqueda de condiciones f́ısicas apropiadas para la realización
experimental y posterior aplicación.

En particular, con el desarrollo de métodos para el cálculo de la Concurrencia, como medida
de entrelazamiento, se ha ivestigado la influencia del medio ambiente sobre el entrelazamiento de
los estados generados en átomos en interacción con campos ópticos. De esta forma se establece una
manera de caracterizar la evolución de los estados entrelazados a tiempos cortos, cualquiera sea el
estado inicial de sistemas bipartitos que tienen un espacio de Hilbert asociado de dos dimensiones.

Siguiedo la misma ĺınea se presenta una posible realización f́ısica de Computación Cuántica
usando, para la codificación de la información, los grados de libertad internos y externos de los
iones atrapados. Espećıficamente se estudia la realización de las compuertas lógicas fundamentales
la compuerta CNOT generalizada y la Transformada de Fourier para qutrits en iones atrapados.
Especial énfasis se ha puesto en determinar la factibilidad de la realización experimental de estas
propuestas.

Adicionalmente se ha estudiado la generación de estados comprimidos del Campo Electro-
magnético. Esta propuesta tiene una posible realización f́ısica gracias a la interacción, controlada,
de nubes atómicas con campos electromagnéticos al interior de una cavidad óptica. El campo inter-
no de la cavidad queda preparado en un estado comprimido. La dinámica efectiva de este sistema
simula es equivalente a la aplicación de un operdor de compresión sobre el estado del campo interno
de la cavidad. Por otro lado, mediante el uso de la teoŕıa Input−Output se verifica que las propie-
dades de compresión del campo interno pueden ser transferidas al campo externo, lo que posibilita
su uso en procesos de Computación Cuántica o de Comunicación Cuántica.
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2.1.4. Compuertas cuánticas universales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1.5. El entrelazamiento como recurso del procesamiento de información cuántica . 23
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4.4. Transformada de Fourier Cuántica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4.1. TFC para qudits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.4.2. Transformada de Fourier para qubits y qutrits. . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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1. INTRODUCCIÓN

La Mecánica Cuántica constituye uno de los planteamientos teóricos más novedosos y a la vez
controvertidos de la ciencia moderna. Este cuerpo de conceptos ha sido ampliamente difundido
y usado en la explicación y predicción de fenómenos f́ısicos del mundo microscópico, es decir,
fenómenos que ocurren en el régimen de las dimensiones atómicas (longitudes de onda del orden de
los 400 Å). Su aplicación se extiende también a la explicación de algunos fenómenos macrosópicos
particulares como superconductividad, superfluidés etc.

A pesar de que, en la actualidad, una gran variedad de experimentos realizados en diferentes
reǵımenes de enerǵıa verifican la validez de este formalismo, en los inicios de la Teoŕıa Cuántica,
las limitaciones tecnológicas existentes para la realización de experimentos motivó discrepancias
entre los cient́ıficos de la época frente este nuevo marco teórico conceptual y sus planteamientos
radicales. Estas discrepancias se centraron, principalmente, en como interpretar conceptos tales co-
mo mediciones, localidad, no localidad, etc. La principal razón para esto es que la Teoŕıa Cuántica
propone una interpretación probabilsta del comportamiento de los sistemas f́ısicos. Esta interpre-
tación resultaba en contraposición a la forma de explicar los fenómenos macroscópicos cotidianos
que los cient́ıficos teńıan. La descripción de los fenómenos clásicos tiene un carácter determinista.

Cuando se comparan las concepciones que las dos perspectivas tienen de part́ıcula se entiende
mejor la diferencia entre los términos determinista y probabilista[1]. En Mecánica Clásica el estado
de una part́ıcula está objetivamente determinado por la posición r en la que se encuentra y el
momentum p que lleva (o equivalentemente por un punto del espacio de fases[2]). Este estado
puede ser determinado completamente a través de mediciones de r y p, las cuales puede realizarse
sin ninguna restricción fundamental a la incerteza. Cualquier otra magnitud f́ısica medible puede
determinarse a partir del conocimiento del estado en el que se encuentra el sistema.

Por otro lado, cuando el sistema está constituido de muchas part́ıculas se considera que, en
principio, pueden medirse objetivamente la posición y el momentum de cada part́ıcula. Por lo tan-
to, se pueden hacer ciertas suposiciones acerca de como se encuentran distribuidas las part́ıculas en
el espacio de las fases. Usando esta distribución se deduce el comportamiento macroscópico, calcu-
lando para ello promedios efectuados en estas distribuciones de las cantidades f́ısicas relevantes del
sistema. En cualquier caso un observador puede predecir, con exactitud, cuales serán los resultados
de la medición de una u otra cantidad observable del sistema. Adicionalmente, la medición no per-
turba el estado del sistema y por lo tanto, la evolución del estado estará gobernada por ecuaciones
que lo determinan con exactitud arbitraria en cada instante de tiempo.

Cuánticamente el estado de una part́ıcula está dado por una función de onda ψ(x, y, z, t) (o
más abstractamente por un elemento |ψ〉 del espacio de Hilbert asociado al sistema). Las cantidades
f́ısicas que describen la part́ıcula se representan por operadores autoadjuntos (llamados observables)
definidos en el espacio de Hilbert del sistema. Los resultados de una medición sólo pueden ser los
autovalores del observable asociado a la cantidad f́ısica que se mide. Esta teoŕıa no proporciona una
forma de predecir con exactitud cuales serán los resultados de la medición, lo que si proporciona
es un regla para determinar con qué probabilidad puede obtenerse uno u otro resultado de una
medición de dicha cantidad f́ısica. Aśı mismo, el estado del sistema se ve afectado drásticamente por
la medición, luego de la cual el estado tiene que ser el autovector asociado al resultado obtenido[3].
Es esta nueva forma de interpretar los resultados de las mediciones la que motivó las contradicciones
mencionadas antes.

Experimentalmente hablando, desde su formulación hasta la fecha, se han realizado muchos
experimentos en diferentes sistemas f́ısicos que permiten validar las predicciones hechas por esta
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teoŕıa.
La F́ısica Atómica[4], la Electrodinámica Cuántica[4], son ejemplos de la aplicación de la Teoŕıa

Cuántica en la construcción de nuevas formulaciones teóricas espećıficas. Los experimentos en
diversos sistemas f́ısicos como átomos, iones atrapados, fotones, etc., proporcionan evidencia diaria
de los logros que ha obtenido esta teoŕıa y por lo tanto de su validez.

A medida que los avances tecnológicos han permitido experimentar con sistemas microscópicos,
que se asemejan cada vez más a los objetos con los cuales la teoŕıa trata, ha sido posible confrontar
los fundamentos mismos de la Mecánica Cuántica. Ejemplos de estos sistemas que permiten exa-
minar los fundamentos de la Mecánica Cuántica, constituyen: los iones atrapados[78], las cavidades
ópticas y de microondas[5], átomos atrapados[6], etc.

El éxito de la Mecánica Cuántica es tal que muchos de los avances tecnológicos actuales le deben
su desarrollo de una u otra forma. Entre estos avances pueden enumerarse, los láseres, la posibilidad
de hacer análisis espectroscópicos de diferentes materiales, dispositivos de almacenamiento de datos
(memorias), dispositivos electrónicos.

El éxito de la Mecánica Cuántica es tal que muchos de los avances tecnológicos actuales le deben
su desarrollo de una u otra forma. Entre estos avances pueden enumerarse, los láseres, la posibilidad
de hacer análisis espectroscópicos de diferentes materiales, dispositivos de almacenamiento de datos
(memorias), dispositivos electrónicos.

La Mecánica Cuántica ha salido adelante de todos los test que se le han impuesto hasta ahora,
por lo tanto constituye el mejor modelo disponible, en la actualidad, para el estudio del comporta-
miento de los sistemas a nivel microscópico.

Tomando como punto de partida la seguridad de las afirmaciones anteriores anterior, se han
desarrollado diversas aplicaciones de la Mecánica Cuántica para resolver problemas en otras ramas
de la ciencia. En particular, una corriente de investigación que empezó en la década de los 90 se
orienta hacia lo que actualmente se conoce como Teoŕıa Cuántica de la Información[7]. Dentro de
ésta se destacan dos subáreas fundamentales: la Teoŕıa Cuántica de la Computación y la Teoŕıa
Cuántica de la Comunicación. La motivación fundamental para su desarrollo está en la permanente
miniaturización de los componentes de los computadores modernos y su consecuente elevación
en capacidad de cálculo y velocidad, aśı como la manipulación de gran cantidad de datos. Esta
tendencia indica que tarde o temprano los dispositivos computacionales y de comunicación tendrán
dimensiones para los cuales las leyes cuánticas deberán ser consideradas en la descripción de los
sistemas f́ısicos en que se procesa y transmite información[8]. Entonces la pregunta natural que surge
es ¿qué implicancias tiene la naturaleza cuántica de los sistemas de procesamiento de información?.

Los estudios teóricos preliminares[9] y algunos resultados experimentales[78, 10, 11, 12] mues-
tran que si se utiliza las propiedades cuánticas de los sistemas microscópicos como recurso para
el procesamiento de información, se obtienen algunas ventajas respecto al uso de recursos basados
en sistemas clásicos. Por ejemplo, la posibilidad de evaluar simultanemente varios valores de una
función, este fenómeno se conoce como paralelismo cuántico[13]. La teleportación[9] de información
entre dos personas que se comunican y que están separados una gran distancia, es otra de las pro-
mesas de la Teoŕıa de la Comunicación Cuántica. Al usar la naturaleza cuántica de los sistemas
se abre la posibilidad de realizar encriptación de información, que es también una subárea de in-
vestigación conocida como Criptograf́ıa Cuántica[14]. Existen diversas empresas que comercializan
productos de criptograf́ıa cuántica

Las ventajas que hemos mencionado anteriormente están fundamentadas en la existencia de
una propiedad de los estados de sistemas cuánticos compuestos de varios subsistemas (sistema
multipartito). Esta propiedad se conoce como entanglement [15, 16] (en español entrelazamiento)
que puede expresarse como la propiedad de los estados de sistemas multipartitos que evidencian
una correlación a pesar de estar separados grandes distancias. Lo que resulta diferente de este
tipo de correlaciones es que no pueden ser generadas con interacciones que involucren únicamente
a uno de los subsistemas del sistema global. Necesariamente tiene que haber una interacción que
involucre a los subsistemas que lo integran (llamadas interacciones no locales). Un estado que no
está entrelazado se llama separable[17], y se manifiesta por el hecho matemático de que este tipo
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de estados se pueden escribir como el producto directo de dos estados puros que corresponden
a cada uno de los subsistemas que componen el sistema global. Los estados separables pueden
presentar algún tipo de correlación, sin embargo, esta correlación puede generarse interactuando
independientemente con cada sistema individual, es decir, mediante operaciones locales sobre los
componentes.

El uso del entrelazamiento como recurso permite que la Computación Cuántica y la Comuni-
cación Cuántica[7] presenten ventajas respecto a sus análogos clásicos. La caracterización de este
recurso ha sido una de las preocupaciones principales en los estudios relacionados con esta temáti-
ca. Hasta ahora, se conocen varias formas de caracterizar el entrelazamiento en el caso de sistemas
bidimensionales bipartitos. Para ello, se han establecido lo que se conocen como medidas de entre-
lazamiento, que son cantidades que pueden ser calculadas a partir del conocimiento del estado del
sistema global. A esta categoŕıa pertenecen la concurrencia[18], la negatividad [17], y una genera-
lización a mayores dimensiones de la concurrencia conocida como Tangle[19]. Estas resultan ser,
por ahora, las más aceptadas por la comunidad. Por otro lado, está lo que se conoce como criterios
de separabilidad los cuales permiten determinar a partir del conocimiento del estado bipartito un
borde de separabilidad, es decir, permiten saber bajo que condiciones un estado dado es separa-
ble o no. Siguiendo esta ĺınea, dos son los criterios más aceptados, la búsqueda de violación de
desigualdades de Bell[16], y el criterio de la Transpuesta Parcial Positiva[20, 22].

La primera parte de esta tesis estará orientada a la caracterización de los estados entrelazados a
tiempos cortos usando para ello como medida de entrelazamiento la Concurrencia[18]. Más exacta-
mente se trata de determinar a tiempo corto como se comportan los estados de un sistema bipartito
sometidos a una dinámica unitaria y a un proceso disipativo debido al contacto con fuentes de rui-
do. Cuando sobre un sistema actúan tanto una interacción no local unitaria y una fuente de ruido,
se evidencia una competición entre estas dos acciones, en la cual la primera trata de mantener o
aumentar el entrelazamiento del sistema y la segunda de destruir este entrelazamiento mediante la
introducción de la decoherencia. Para el estudio de estos efectos se han introducido conceptos como
tasa de entrelazamiento[23], o lo que es equivalente la tasa de concurrencia[24]. Adicionalmente,
se estudia la evolución del borde de separabilidad de estados entrelazados usando el criterio de la
transpuesta parcial positiva PPT (Positive Partial Transpose) que conduce al concepto de operador
testigo de entrelazamiento (Entanglement Witness operator).

Otro aspecto de la Teoŕıa de la Información Cuántica es la realización f́ısica de computación
cuántica[7, 25]. La Teoŕıa de la Computación Cuántica es un modelo matemático de cálculo univer-
sal que toma como punto de partida los conceptos y leyes de la Teoŕıa Cuántica. A partir de ésta se
construye un modelo de máquina de cálculo que permite implementar eficientemente un conjunto
de problemas computacionales suficientemente amplio, en lo posible más amplio que el conjunto
de problemas que se resuelven usando el modelo clásico de computación. La primera pregunta que
surge es ¿el conjunto de problemas que el computador cuántico puede resolver eficientemente es,
efectivamente, más grande que el de la computación clásica?. Las investigaciones realizadas hasta
ahora nos dicen que son del mismo tamaño. Sin embargo, el uso de computadores cuánticos puede
hacer que ciertos problemas que en computación clásica eran muy complejos, vean reducida esta
complejidad grandemente. Entre los ejemplos más populares de este tipo de propuestas están los
algoritmos de búsqueda y los de computación paralela. El lenguaje de la Teoŕıa de la Computa-
ción Cuántica ha introducido lo que se conoce como circuitos cuánticos[26], los mismos que usan
compuertas lógicas[26, 27]. Los objetos elementales de la computación cuántica son los qubits, que
se definen como estados de sistemas bi−dimensionales (o matemáticamente los elementos de un
espacio de Hilbert bi−dimensional)

El desarrollo teórico del modelo de Computación Cuántica ha sido muy proĺıfico durante la
década pasada. Sin embargo en los últimos años surgió la natural preocupación por saber has-
ta que punto este modelo puede ser implementado en un sistema f́ısico real, o alternativamente,
qué sistemas f́ısicos de la realidad son los más óptimos para llevar a la práctica estos modelos de
Computación Cuántica. Se ha demostrado que para que un sistema f́ısico pueda usarse como un
computador cuántico universal debe poder construirse, cualquier compuertas lógicas que actúan
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sobre un qubit y una compuerta condicional entre dos qubits conocida como C-NOT [27] (análogo
cuántico de la compuerta XOR clásica). Cualquier operación lógica entre que se realice sobre un
determinado número de qubits puede descomponerse en té

En este contexto, implementar computación cuántica (o cualquier proceso de información cuánti-
ca) en determinado sistema f́ısico significa, establecer como se puede realizar estas compuertas en
ese sistema. En principio, eso seŕıa suficiente, de no ser por el hecho que los sistemas f́ısicos no
existen aislados sino en permanente interacción con su medio ambiente, cualquier computador
cuántico f́ısico tiene que estar diseñado para trabajar bajo esas condiciones adversas impuestas por
el ruido[29].

Se han estudiado diversas realizaciones de computación cuántica, usando qubits, en varios sis-
temas como iones atrapados[10, 30], fotones gemelos, resonancia magnética nuclear[31, 32, 33],
puntos cuánticos[34, 35, 36], junturas Josephson[37, 38, 39, 40, 41, 42], Electrodinámica Cuántica
de cavidades[5, 43, 44, 45], condensados de Bose−Einstein[46, 47], entre los más difundidos. En este
trabajo se discutirán dos sistemas f́ısicos; el primero lo constituyen los iones atrapados, sistema en
el cual se ha logrado generar las compuertas elementales para computación cuántica, tanto teórica-
mente como experimentalmente. También discutiremos la preparación de estados correlacionados
cuánticamente en sistemas de Electrodinámica Cuántica de cavidades, principalmente lo que se
refiere a la generación estados entrelazados y estados comprimidos del campo electromagnético.

El uso de sistemas de dimensionalidad más alta que dos, para realizar procesamiento de informa-
ción es un planteamiento nuevo que ha tomado vuelo a ráız de que se demostró que puede evitarse
el ataque simétrico en la distribución de claves cuánticas[32]. Dentro de este contexto, los qutrits
resultan la generalización más inmediata de los qubits, y en consecuencia una de las preguntas que
surge inmediatamente es si es posible hacer computación cuántica universal en sistemas de tres
niveles cuánticos. Esto implica que deben poder realizarse las compuertas lógicas que actúan sobre
qutrits individuales y adicionalmente una compuerta condicional actuando entre dos qutrits, esto
resulta ser la generalización de la compuerta lógica de C-NOT para qubits[48].

Precisamente otro de los tópicos abordados, en esta tesis es la realización de computación
cuántica en qutrits que utiliza los iones atrapados como soporte f́ısico. Adicionalmente, se pre-
senta la realización f́ısica, en este tipo de sistemas, de la transformada de Fourier Cuántica[49],
una compuerta fundamental en la realización de algoritmos cuánticos como el de búsqueda [49] y
factorización[50].

Esta tesis se ha estructurado de la siguiente forma: en el segundo caṕıtulo se presenta una
introducción de los principales conceptos que se usan en Teoŕıa de la Información Cuántica. En el
tercer caṕıtulo, se discute una forma de caracterizar el entrelazamiento, ya sea usando una medida
de tiempo corto como la tasa de concurrencia o para establecer criterios de separabilidad en el
caso del operador testigo de entrelazamiento[51]. El caṕıtulo cuatro presenta una realización de
computación cuántica en iones atrapados usando qutrits aśı como también la realización de la
transformada de Fourier[52]. En el quinto caṕıtulo, presentamos un esquema para generar estados
comprimidos del campo en una cavidad [53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61] y estados correlacionados en
cavidades ópticas, estos últimos tienen su importancia por el uso como recurso en el procesamiento
de información, principalmente en la repartición de entrelazamiento. Finalmente presentamos una
discusión breve de los resultados de esta tesis y algunas conclusiones, basadas en dichos resultados.

Los resultados presentados en los caṕıtulos 3 y 4 han sido publicados en dos art́ıculos R.Guzmán,
J. L. Romero, J. C. Retamal y C. Saavedra, Phys. Lett. A, 323, 382(2004) y A. B. Klimov,
R.Guzmán, J. C. Retamal y Carlos Saavedra, Phys. Rev. A.67, 062313(2003) respectivamente. Los
resultados presentados en el el caṕıtulo 5 se presenta en R.Guzmán, J. C. Retamal, N. Zagury, E.
Solano en preparación para su publicación.



2. FUNDAMENTOS

En este caṕıtulo presentamos los conceptos teóricos, que serán usados en la presentación y
discusión de los resultados de esta tesis. La presentación está basada en gran parte en los apuntes
del profesor J. Preskill y el libro de Nielsen y Chuang [7, 62],

2.1. La Teoŕıa Cuántica y la Teoŕıa de la Información

El punto de vista general es que la Teoŕıa Cuántica constituye un modelo matemático del mundo,
por lo tanto constituye un conjunto completo de reglas que permiten describir los resultados de las
mediciones que se efectúan en un sistema microscópico. Esta teoŕıa parte de algunos postulados
que permiten caracterizar el modelo. La misión de estos postulados es introducir los conceptos
elementales de la teoŕıa y la forma como estos se relacionan con los aspectos f́ısicos.

En general, se considera que los sistemas f́ısicos se encuentran en un estado particular en la
naturaleza. La misión de la f́ısica es obtener información del estado de éstos sistemas, usando medi-
ciones. Las mediciones permiten establecer las propiedades f́ısicas de este sistema en un determinado
estado. Pero también la f́ısica debe hacer predicciones de como evoluciona el estado del sistema
en presencia de otros sistemas con los cuales interactúan. De tal forma que cuando un observador
mida en el futuro las propiedades del sistema en un determinado estado sus resultados coincidan
con los predichos por la teoŕıa, entonces el modelo será considerado como válido.

Los postulados de la mecánica cuántica establecen una correspondencia entre los conceptos: es-
tados, propiedades susceptibles de ser medidas, mediciones, evolución de los sistemas microscópicos
con un conjunto de conceptos matemáticos como: elementos de un espacio de Hilbert, operadores,
probabilidades, etc.

Estados El estado de un sistema cuántico particular se representa mediante un rayo de un espa-
cio vectorial complejo llamado Espacio de Hilbert. Se usa la notación de Dirac |ψ〉, para representar
un estado particular.

Un espacio de Hilbert:

a) Es un espacio vectorial definido sobre los complejos, es decir, cumple con las propiedades que
definen un espacio vectorial cuyo campo es el conjunto de los complejos.

b) En este espacio es posible definir un producto interno, 〈ψ|ϕ〉 que no es más que un mapeo
de un par ordenado de vectores en el campo complejo asociado al espacio, y que satisface las
siguientes propiedades

− Positividad: 〈ψ|ψ〉 ≥ 0, la igualdad se cumple sólo si |ψ〉 = 0.

− Linealidad: 〈ψ| (a |ψ1〉+ b |ψ2〉) = a 〈ψ|ψ1〉+ b 〈ψ|ψ2〉
− simetŕıa:〈ψ|ϕ〉 = 〈ϕ|ψ〉∗

c) Es completo en la norma ‖ψ‖ = 〈ψ|ψ〉1/2 . Esto es importante en los espacios funcionales
de dimensiones infinitos; asegura la convergencia de ciertas expansiones en autofunciones, el
análisis de Fourier de los vectores.

El rayo es una clase de equivalencia de vectores que difieren por la multiplicación por un escalar
complejo. El estado del sistema está determinado por un representante de esta clase de equivalencia
cuyo módulo es

〈ψ|ψ〉 = 1. (2.1)
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Entonces, |ψ〉 describe el mismo estado f́ısico que eiα |ψ〉 pues
∣∣eiα

∣∣ = 1,. Este hecho matemático se
expresa diciendo que la fase global de un estado es f́ısicamente irrelevante al trabajar en espacios
proyectivos. Sin embargo, la fase relativa de una combinación lineal de estados del espacio de Hilbert
tiene significado f́ısico. Es decir que el estado a |ψ1〉 + b |ψ2〉 es equivalente al eiα (a |ψ1〉+ b |ψ2〉)
pero no al a |ψ1〉 + eiαb |ψ2〉. La razón para esto es que una fase global no puede ser medida de
ninguna forma, pero una fase relativa se puede detectar por un experimento de interferencia.

Observables Las propiedades f́ısicas medibles están representadas por un operador autoadjunto
definido en el espacio de Hilbert H. Un operador definido en el espacio H es un mapeo que toma
elementos de éste y le asocia otro elemento que pertenece también al espacio, es decir:

A : |ψ〉 ∈ H → A |ψ〉 ∈ H,

y cumple
A (a |ψ〉+ b |φ〉) = aA |ψ〉+ bA |φ〉 ,

El adjunto del operador A se define por

〈ϕ|Aψ〉 = 〈ϕA†|ψ〉 ∀ |ψ〉, |ϕ〉 ∈ H.

A es autoadjunto si cumple A = A†.
La importancia del operador autoadjunto A radica en el hecho que el espacio H tiene una

representación en los autoestados de A. Esta representación es posible debido a que siempre se
puede construir una base del espacio de Hilbert con los autoestados comunes de un conjunto
completo de observables. El operador A puede escribirse siempre como

A =
∑
n

anPn, (2.2)

esta expresión se conoce como descomposición espectral del operador A si los an son los autovalores
de A y Pn son los proyectores ortogonales en el subespacio asociado al autovalor an. Los proyectores
son operadores que cumplen con PnPm = δn,mPn y Pn = P †

n,
∑

n Pn = 1 .
Mediciones La mecánica cuántica establece una relación entre los posibles resultados de la

medición de una propiedad f́ısica del sistema y los autovalores del observable que la representa.
Más exactamente:

los únicos resultados posibles de la medición de una propiedad f́ısica de un sistema son los
autovalores del observable correspondiente.

Más aún

el estado del sistema inmediatamente después de la medición será el autoestado asociado al
autovalor que se obtuvo como resultado de tal medición.

Si se sabe que el sistema está en un estado |ψ〉 no se puede predecir con exactitud cual será el
resultado de la medición del observable A. La probabilidad con la que se puede obtener un resultado
an luego de la medición de A está dada por

Pr(an) = ‖Pn |ψ〉‖2 = 〈ψ|Pn|ψ〉 (2.3)

y el estado inmediatamente después de la medición será

Pn |ψ〉
〈ψ|Pn|ψ〉 . (2.4)

Dinámica La evolución de un sistema está determinado, naturalmente, por la evolución del
estado. En mecánica cuántica, la evolución de este estado está determinado por un operador autoad-
junto H llamado Hamiltoniano del sistema y gobernada por una ecuación fundamental, la ecuación
de Schrödinger

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 . (2.5)
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Resolviendo formalmente esta ecuación se tiene que

|ψ(t)〉 = U |ψ(0)〉
donde |ψ(0)〉 es el estado al tiempo t = 0 y si H no depende del tiempo U = exp(−iHt/~). U se
conoce con el nombre de operador de evolución. Y cumple

UU † = U †U = 1

Una primera observación de la evolución de los estados en mecánica cuántica es que la ecuación
de Schrödinger es lineal, lo cual valida el principio de superposición, por lo tanto los estados son
capaces de interferir. Por otro lado, vemos que hay dos formas por las cuales pueden cambiar los
estados

• Determińısticamente, mediante la evolución unitaria expresada por la ecuación de Schrödin-
ger.

• Probabiĺısticamente, mediante las mediciones. La teoŕıa asigna únicamente probabilidades a
los resultados de las mediciones y por lo tanto al estado en que estará el sistema luego de la
medición.

Una de las preguntas más controversiales sobre mecánica cuántica es precisamente ¿por qué el
proceso de medición debe estar gobernado por las leyes f́ısicas diferentes a las que gobiernan la
evolución del estado?. Este aspecto peculiar hace que la mecánica cuántica sea, por decir menos,
misteriosa.

Qubits y bits

A pesar de que hemos dicho que existe actualmente una tendencia hacia la generalización de los
protocolos basados en sistemas de dimensionalidad más grande que 2, en este caṕıtulo presentaremos
la conexión entre Teoŕıa Cuántica e información usando los sistemas con un espacio de Hilbert
de dos dimensiones. La discusión de las implicaciones que estos resultados tienen en sistemas de
dimensiones mayores la posponemos para más adelante.

La unidad de la Teoŕıa de la Información Clásica es el bit que puede tomar los valores {1, 0} .
El correspondiente cuántico es el “ bit cuántico” o qubit, que es el estado de un sistema con un
espacio de Hilbert asociado de dos dimensiones. El estado nomalizado más general en este espacio
(escrito en la base {|0〉, |1〉}) está dado por

a |0〉+ b |1〉 , (2.6)

con a, b complejos que satisfacen
|a|2 + |b|2 = 1,

una fase global que es irrelevante. Esto significa que se puede hacer una medición que proyecta en
el estado |0〉 con probabilidad |a|2 , y en el estado |1〉 con probabilidad |b|2 . Cuando a = 0 o b = 0,
el estado es un autoestado del observable que va a medirse por lo tanto (el estado) no cambia luego
de hacer la medición. Obviando estos casos, el estado del qubit cambia después de ser medido, lo
que es más el sistema queda preparado en uno de los dos estados lógicos |0〉 o |1〉. Por lo tanto, si se
desconoce inicialmente el qubit no puede conocerse con una sola medida de estas, ni con ninguna
otra que se pueda concebir.

2.1.1. El operador densidad

Una visión más cercana a la realidad es considerar que el sistema de interés es un componente
de un sistema más grande, como, por ejemplo, cuando nos interesa el efecto del medio ambiente.
Cuando nos limitamos a estudiar una parte de un sistema más grande entonces, los axiomas que
se enunciaron anteriormente tienen que ser modificados, debido a que en este caso
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1. Los estados ya no son rayos, es decir, en general no son estados con una fase perfectamente
definida.

2. Las mediciones no se describen a través de proyecciones ortogonales del estado del sistema.

3. La evolución no es unitaria.

Para entender mejor este problema consideremos el caso más simple, el caso en el que el sistema
global está formado de dos qubits y las observaciones se realizan sobre uno de los qubits mientras
el otro es inaccesible para el observador.

Si se consideran dos qubits, el qubit A al que se tiene acceso y por tanto se pueden hacer
mediciones sobre él y malipularlo a voluntad. Pero el qubit B es inaccesible para los aparatos de
medición que se tienen a disposición. Se supone que el sistema de estos dos qubits está en un estado
cuántico y se quieren caracterizar las mediciones que pueden hacerse en el qubit A.

Sean {|0〉A , |1〉A} y {|0〉B , |1〉B} las bases de los qubits A y B respectivamente. Un estado
cuántico interesante de dos qubits está dado por

|ψ〉AB = α |0〉A ⊗ |0〉B + β |1〉A ⊗ |1〉B
entonces los sistemas A y B están correlacionados. Esta correlación es tal que si se mide el qubit A
proyectando sobre la base {|0〉A , |1〉A}, se obtine el resultado |0〉A , con probabilidad |α|2 y después
de la medición se prepara el estado

|0〉A ⊗ |0〉B .

En forma equivalente, se obtiene el resultado |1〉A con probabilidad |β|2 y la medición prepara el
estado

|1〉A ⊗ |1〉B ,

si a continuación se mide el estado de B encontraremos (con probabilidad uno) |0〉B si lo que
se obtuvo en la primera medición fue |0〉A, mientras que se obtendrá |1〉B si lo que se obtuvo
en la primera medición fue |1〉A. En este sentido, los resultados de las mediciones {|0〉A , |1〉A} y
{|0〉B , |1〉B} están perfectamente correlacionadas en el estado |ψ〉AB .

En general, un observable que sólo actúa en el qubit A puede expresarse

MA ⊗ 1B,

donde MA es un operador autoadjunto que opera sobre A, y 1B, la identidad de B. el valor de
espectación de este observable en el estado |ψ〉 es:

〈ψ|MA ⊗ 1B|ψ〉 = (α∗ A 〈0| ⊗B 〈0|+ β∗ A 〈1| ⊗ B 〈1|)MA ⊗
1B (α |0〉A ⊗ |0〉B + β |1〉A ⊗ |1〉B)

= |α|2 A 〈0|MA|0〉A + |β|2 A 〈1|MA|1〉A ,

el cual puede expresarse en la forma

〈MA〉 = tr(MAρA), (2.7)

con
ρA = |α|2 |0〉A 〈0|+ |β|2 |1〉A 〈1| , (2.8)

donde tr(.) denota la traza y ρA se llama operador densidad del qubit A y contiene toda la in-
formación del estado de en el que se encuentra A. El operador ρA es autoadjunto, positivo (sus
autovalores son no negativos) y tiene traza igual a la unidad. Cualquiera sea el operador MA su
valor medio puede expresarse siempre en la forma (2.7). Por esta razón se dice que ρA representa
un ensemble de los estados cuánticos posibles donde cada uno ocurre con una probabilidad es-
pecificada. Esto significa que se obtendŕıa el mismo resultado para 〈MA〉 si se considera que el
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sistema A está en un ensemble formado por dos dos estados cuánticos, el estado cuántico|0〉A , con
probabilidad p0 = |α|2 y el estado |1〉A con probabilidad p1 = |β|2. La probabilidad de obtener el
resultado a, con a autoestado de MA, después de medir el observable MA, está dada por el valor
medio del proyector ortogonal EA(a). Es decir:

Pr(a) = p0A 〈0|EA(a)|0〉A + p1A 〈1|MA(a)|1〉A
que puede también interpretarse como la probabilidad de obtener a sumada sobre todo el ensemble
y pesada por la probabilidad de cada estado en el ensemble.

Hay una diferencia esencial entre una superposición coherente de los estados |0〉A y |1〉A , y
el ensemble probabiĺıstico en el cual los estados |0〉A y |1〉A ocurren cada uno con probabilidades
espećıficas. Por ejemplo, cuando se considera que los qubits están codificados en estados de una
part́ıcula con esṕın 1/2, los estados que corresponden a la orientación del esṕın de la part́ıcula
con respecto a un eje determinado (generalmente el eje z) generan un espacio de Hilbert de dos
dimensiones, por lo tanto, sus elementos pueden usarse como qubits para procesar imformación
cuánticamente. En este caso el qubit |0〉 está definido por el estado de esṕın paralelo | ↑z〉 y el qubit
|1〉 por el estado de esṕın antiparalelo | ↓z〉. Si se mide el esṕın a lo largo del eje x aplicando el
operador σx en el estado 1√

2
(|↑z〉A + |↓z〉A) del sistema A, la Mecánica Cuántica establece que se

obtendrá el resultado |↑x〉A con probabilidad uno. Pero, como se ha dicho, un ensemble en el cual
el estado |↑z〉A y |↓z〉A pueden ocurrir con probabilidad 1

2 está representado (ver Ec. (2.8)) por

ρ =
1
2

(|↑z〉 〈↑z|+ |↓z〉 〈↓z|)

=
1
2
1

y la proyección en |↑x〉 tiene un valor esperado

tr (|↑x〉 〈↑x| ρ) =
1
2
,

lo que es más, esto puede ocurrir a lo largo de un eje con orientación arbitraria, es decir

tr (|ψ(θ, ϕ)〉 〈ψ(θ, ϕ)| ρ) =
1
2
,

donde θ y ϕ definen la orientación de este eje con respecto a los ejes inicial x, y y z.
En conclusión, si se prepara el estado ρAB, que se definió arriba, con |α|2 = |β|2 = 1

2 , y medimos
solamente el esṕın de A a lo largo de cualquier eje, sin tener conocimiento de lo que sucede con el
esṕın de B, obtendremos un resultado completamente aleatorio, puede ocurrir el esṕın up o esṕın
down con la misma probabilidad 1

2 , por ello se dice que ρA en la Ec. (2.8) representa un estado
maximalmente mezclado.

La generalización al caso de sistemas bipartitos de cualquier dimensión es directa. Sea HA⊗HB

donde HA (HB) es el espacio de Hilbert del sistema A(B). Esto significa que si {|i〉A} y {|µ〉B} son
las bases de HA y HB respectivamente, entonces el conjunto {|i〉A ⊗ |µ〉B} es una base ortonormal
en HA ⊗HB. De esta forma cualquier estado puro del sistema compuesto puede expandirse como

|ψ〉AB =
∑

i,µ

ai,µ |i〉A ⊗ |µ〉B

con
∑

i,µ |ai,µ|2 = 1. El valor esperado del observable MA ⊗ 1B que actúa, no trivialmente, sólo en
el sistema A es

〈MA〉 = AB 〈ψ|MA ⊗ 1B |ψ〉AB

=
∑

j,ν

a∗j,ν (A 〈j| ⊗ B 〈ν|) (MA ⊗ 1B)
∑

i,µ

ai,µ (|i〉A ⊗ |µ〉B)

=
∑

i,j,µ

a∗j,µai,µ A 〈j|MA |i〉A

= tr (MAρA)
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donde

ρA = trB (|ψ〉AB 〈ψ|)
≡

∑

i,j,µ

a∗j,µai,µ |i〉AA 〈j|

Esto significa que el operador densidad del sistema A se obtiene, a partir del estado puro de un
sistema global, trazando el operador densidad asociado a este estado sobre los grados de libertad
del sistema B. ρA tiene las siguientes propiedades:

1. ρA es autoadjunta: ρA = ρ†A.

2. ρA es positiva: o sea, se tiene A 〈ψ| ρA |ψ〉AB =
∑

µ |
∑

i aiµ A 〈ψ|i〉A|2 ≥ 0 para cualquier |ψ〉A.

3. tr(ρA) = 1. De la normalización de |ψ〉AB sigue inmediatamente que tr(ρA) =
∑

i,µ |ai,µ|2 = 1.

De donde se sigue que ρA puede ser diagonalizado, los autovalores son todos reales y no negati-
vos, y que la suma de los autovalores es uno. Si el estado del sistema puede representarse como un
rayo del espacio de Hilbert asociado, se llama estado puro, en caso contrario se llama estado mezcla
y está representado por un operador densidad. Una consecuencia evidente es que si el estado |ψ〉A
es puro, el operador densidad ρA = |ψ〉AA 〈ψ| es un proyector sobre el subespacio generado por
|ψ〉A . Entonces el operador densidad de un estado puro tiene la propiedad ρ2 = ρ

El operador densidad puede ser escrito en la base en la cual éste es diagonal como

ρA =
∑

a

pa |ψa〉 〈ψa| ,

donde 0 < pa ≤ 1 y
∑

a pa = 1. En general tr
(
ρ2

A

)
=

∑
a p2

a <
∑

a pa = 1. Lo que significa que, en
general, el sistema A no está en un estado puro, es decir, que la fase relativa de los autoestados
|ψa〉 es experimentalmente inaccesible. En este caso ρa se dice que representa una superposición
incoherente de los estados {|ψa〉} .

Nuevamente cualquier observable M que actúa en el subsistema tiene un valor medio dado por

〈M〉 = tr (Mρ) =
∑

a

pa 〈ψa|M |ψa〉 .

Se ve que también en el caso general ρ puede describirse como un ensemble de estados puros, en
los cuales cada estado |ψa〉 ocurre con probabilidad pa. Cuando todos los pa son todos iguales a
1/D, donde D es la dimensión del espacio de Hilbert de A, las fases relativas son completamete
aleatorias, y el sistema estará en un estado maximalmente mezclado.

2.1.2. La ecuación maestra.

Al estudiar el comportamiento de los sistemas cuánticos en interacción con su medio ambiente
surgen algunas dificultades. La primera dificultad es que la evolución ya no es unitaria, puesto que
el sistema en este caso pasa a ser un sistema abierto. Esto significa que el sistema y el medio am-
biente pueden intercambiar información permanentemente. En este intercambio, el sistema entrega
información al medioambiente provocando disipación del sistema y el medioambiente puede retro-
alimentar parte de esa información al sistema y provocar fluctuaciones de las variables dinámicas
del sistema. Entonces al describir el comportamiento de sistemas cuánticos abiertos deben tomarse
en cuenta estos efectos debido a la presencia del medio. La evolución del sistema está descrita
por el operador densidad ρS . La evolución de este operador densidad se describe, en una buena
aproximación, mediante una ecuación diferencial. La ecuación diferencial que obedece el operador
densidad del sistema se conoce como ecuación maestra.

En principio, la evolución del sistema puede describirse de forma unitaria, extendiendo el espacio
de Hilbert para que incluya las variables del medioambiente, entonces la evolución será unitaria en
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un espacio de Hilbert HS ⊗ HM . En estas condiciones la evolución del conjunto sistema y medio
ambiente estará descrita por la ecuación de Schrödinger. Dado que el medio ambiente posee una
gran cantidad de variables no se tiene una descripción completa de sus condiciones iniciales, por
tanto la única información disponible que se tiene inicialmente es la contenida en ρS(t).

Adicionalmente a esta dificultad se debe tomar en cuenta que el operador densidad a un tiempo
posterior ρS(t+dt) depende no sólo de la condición inical ρS(t), sino también del operador densidad
del sistema en tiempos anteriores. La razón para esto es que el medio ambiente R retiene una
memoria del estado del sistema a tiempos anteriores y puede transferir esta información al sistema
S en un tiempo posterior a t. Un sistema abierto, ya sea clásico o cuántico, es disipativo debido
a que la transferencia de información en forma de enerǵıa ocurre desde el sistema hacia el medio
ambiente. Como el sistema es abierto también puede fluir información hacia el sistema lo que
provoca fluctuaciones no Markovianas del sistema (éste es el contenido del teorema de fluctuación-
disipación) [28].

Las fluctuaciones son inevitables, por tanto el sistema no evuluciona de una forma Markoviana
en ningún caso exacto. Sin embargo, en muchos contextos, la descripción tipo Markov es una buena
aproximación. Para determinar las circunstancias bajo las cuales es aceptable una descripción de
tipo markoviana del sistema, debe establecerse un régimen en cual haya una separación clara entre
el tiempo t́ıpico de correlación de las fluctuaciones y la escala de evolución temporal que queremos
seguir. Si se supone que (∆t)amb es el tiempo que le toma al reservorio “olvidar” la información que
adquirió del sistema, es decir que después de este tiempo puede considerarse que la información del
sistema se perdió para siempre y se puede despreciar la posibilidad de que sea retroalimentada al
sistema influyendo en la evolución dinámica subsecuente.

Si se incorpora la granulidad temporal (“coarse-graining”) en la descripción del sistema, esto
significa que se supone se observa la dinámica a través de un filtro que apantalla las componentes
de frecuencias altas del movimiento ω À (∆t)−1

gran. Debe ser posible una descripción de tipo Markov
si (∆t)amb ¿ (∆t)gran; en este caso puede despreciarse la memoria del reservorio, porque somos
incapaces de resolver ese efecto. Esto es lo que se conoce como “aproximación de Markov” y será útil
en el caso en el cual la escala de la dinámica que queremos observar es grande comparada con
(∆t)gran. Por ejemplo, si la escala de amortiguamiento de un sistema es (∆t)am y ésta satisface

(∆t)am À (∆t)gran À (∆t)amb. (2.9)

El medio ambiente se modela por un reservorio a cierta temperatura, por ello usaremos el
término reservorio en lugar de medio ambiente de aqúı en adelante.

Si se quiere aplicar la aproximación de Markov en el caso de la f́ısica atómica tenemos que
(∆t)res ∼ ~/kT ∼ 10−14s, donde T es la temperatura a la cual está el reservorio y kB es la
constante de Boltzman, esta escala de tiempo es varios órdenes de magnitud menor comparada con
la tasa de decaimiento del átomo desde un nivel excitado.

La ecuación maestra describe apropiadamente la evolución de un sistema cuántico abierto si
se considera que la evolución es Markoviana[29]. En este caso la evolución de la matriz densidad
ρS(t) está gobernada por una ecuación diferencial en t, de primer orden, esto implica que la matriz
densidad al tiempo t+dt, ρS(t+dt) está completamente determianda por la matriz densidad ρS(t).

El modelo empleado para el reservorio depende del sistema, a continuación esquematizamos
algunos de los modelos y la ecuación maestra resultante en cada caso.

Oscilador Armónico Amortiguado. En el modelo más simple se considera al sistema como
un Oscilador Armónico que interactúa débilmente con un conjunto muy grande de osciladores
armónicos. La dinámica del sistema total está determinado por el Hamiltoniano

H = HS + HR + HS−R (2.10)

donde HS , es el Hamiltoniano libre del sistema, en este caso está dado por

HS = ~ωa†a (2.11)
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a†, a representa los operadores de creación y aniquilación de un cuanto de enerǵıa del oscilador.
HB representa el Hamiltoniano libre del reservorio dado por

HR =
∑

j

~ωjb
†
jbj (2.12)

y los operadores b†j y bj representan operadores que crean o destruyen un cuanto de enerǵıa en el
j−ésimo oscilador del reservorio. Los operadores del sistema y los del reservorio satisfacen relaciones
de conmutación dadas por [

a, a†
]

= 1,
[
bj , b

†
k

]
= δjk. (2.13)

El acoplamiento sistema−reservorio puede escogerse lo más general posible, pero en este caso su-
ponemos válida la aproximación de onda rotante, en la cual se mantiene solamente los términos
contrarotantes, tales com a†bj o b†ja. En esta aproximación se puede escribir el Hamiltoniano de
interacción en la forma

HS−R =
∑

j

~gj

(
a†bj + ab†j

)
, (2.14)

con gj constantes de acoplamiento reales.
La matriz densidad total la representamos por ρSR mientras que la matriz densidad del sistema

se encuentra trazando ésta sobre las variables del reservorio, es decir ρS =TrR (ρSR). Análogamente
la matriz densidad del reservorio estará dada por ρR =TrS (ρSR). El procedimiento para derivar la
ecuación maestra puede resumirse en los siguientes pasos

1. Escribir la ecuación de Liouville para ρSR, la cual está dada por

i~
dρSR

dt
= [H, ρAR] (2.15)

2. Integrar formalmente la ecuación de Liouville y sustituir la solución formal en la ecuación
original sujeta a la condición inicial

ρSR(t = 0) = ρS(0)⊗ ρR(0) (2.16)

Esta condición asume que inicialmente el sistema y el reservorio están no están correlaciona-
dos. Adicionalmente, se supone que inicialmente el reservorio es básicamente un baño térmico
a temperatura T que está descrito por

ρB =

∏
j exp

(
−~ωjb

†
jbj/kBT

)

trB
∏

j exp
(
−~ωjb

†
jbj/kBT

) .

3. Trazar sobre las variables del reservorio tomando para ello en cuenta la aproximación de
Markov que en términos de la matriz densidad puede escribirse como

ρSR(t) = ρS(t)⊗ ρR(0) (2.17)

lo cual expresa el hecho que, en la escala de tiempo de evolución del sistema que se consideran,
el reservorio no ha evolucionado.

Este procedimiento es estándar para la derivación de cualquier ecuación maestra, en el caso del
oscilador armónico amortiguado por el baño de osciladores se obtiene [29, 63]

dρS

dt
= −γ

2
(1 + n̄(ω))

(
ρSa†a + a†aρS − 2aρsa

†
)

(2.18)

−γ

2
n̄(ω)

(
ρSaa† + aa†ρS − 2a†ρsa

)
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donde γ = 2πg2(ω)D(ω) es la tasa de amortiguamiento del oscilador armónico, que en general
depende de la frecuencia. D(ω) es la función densidad de enerǵıa, que debe introducirse para pasar
de las variables discretas del baño al cont́ınuo. n̄(ω) es el número medio de fotones térmicos presentes
en el reservorio.

Un caso particular muy usado se obtiene cuando T = 0 en ese caso n̄(ω) = 0, entonces

dρS

dt
=

γ

2

(
2aρsa

† − ρSa†a− a†aρS

)
(2.19)

La estructura que se ve en el segundo mienbro de las Ec. (2.18) y (2.19) es t́ıpica de los sistemas
disipativos descritos por ecuaciones maestras, y se llama estructura tipo Limbland.

Atomo de dos niveles en un baño térmico. El procedimiento en este caso es similar, lo que
es diferente son las variables del sistema, que en este caso estará descrito por operadores atómicos.
Es decir, se tiene un átomo de dos niveles interactuando con un reservorio de osciladores armónicos.
F́ısicamente esto puede representar un átomo que decae irreversiblemente cuando interactúa con
un conjunto infinito de modos del campo electromagnético en el estado de vaćıo. El Hamiltoniano
total de este problema es

H =
~ω
2

σz +
∑

j

~ωjb
†
jbj +

∑

j

~
(
gjσb†j + g∗j σ

†bj

)
. (2.20)

donde σ† y σ son los operadores de subida y bajada que describen las transiciones del átomo
entre los niveles excitado y fundamental. El procedimiento descrito anteriormente muestra que la
ecuación maestra resultante es análoga, salvo por el cambio de operadores del sistema

σ → a

σ† → a†

por tanto la ecuación maestra es ahora

dρAt

dt
= −γ

2
(1 + n̄(ω))

(
ρAtσ

†σ + σ†σρAt − 2σρAtσ
†
)

(2.21)

−γ

2
n̄(ω)

(
ρAtσσ† + σσ†ρAt − 2σ†ρAtσ

)

en este caso γ se interpreta como la tasa de decaimiento del nivel excitado del átomo.
Oscilador Armónico Amortiguado en un baño Comprimido
Si se repite el procedimiento descrito antes para el caso de un baño de osciladores que inicial-

mente no están en un baño térmico sino que cada uno está en un estado comprimido, se obtiene

dρ

dt
=

γ

2
(N + 1)

(
2aρa† − a†aρ− ρa†a

)

+
γ

2
(N)

(
2a†ρa− aa†ρ− ρaa†

)

+
γ

2
(M)

(
2a†ρa† − ρa†a† − a†a†ρ

)
(2.22)

+
γ

2
(M∗) (2aρa− ρaa− aaρ)

donde 〈
b†kbk′

〉
= Nδk,k′ (2.23)

y N = sinh2 r,
〈bkbk′〉 = 〈bkb−k〉 δk′,−k (2.24)

con M = − exp(iθ) sinh r cosh r. M y N obedecen las relaciones
√

N (N + 1) =
√

sinh2 r cosh2 r = |M | (2.25)
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Se ve como las constantes M y N que aparecen en la ecuación maestra están directamente
relacionadas con las fluctuaciones de los operadores del baño, dado que los osciladores del baño están
en un estado comprimido se explica la relación con el factor de compresión r de la incertidumbre
y el ángulo θ que define una rotación de la incertidumbre en el espacio de las fases (ver Sec.
5.2.1) [63, 64]. Este tipo de estados de los osciladores armónicos, y más espećıficamente del campo
electromagnético se estudiarán en el caṕıtuilo 5, en el cual se propone una forma de prepararlos
usando dos modos en una cavidad que interactúan con átomos.

Durante el desarrollo de esta tesis se ha enfocado el efecto de la disipación tanto en la coherencia
de los estados de los qubits como en el entrelazamiento, por lo tanto esta sección tendrá directa
relación con el caṕıtulo 3

Decoherencia. La decoherencia constituye la pérdida de información cuántica del sistema
debido a su interacción con el medio ambiente. Si el medioambiente dispersa frecuentemente al
sistema, y no se monitorea el estado del medioambiente, entonces los términos fuera de la diagonal
de la matriz densidad del sistema decaen rápidamente en una base preferida (t́ıpicamente una
base espacialmente localizada, seleccionada por la naturaleza del acoplamiento entre el sistema y
el medioambiente). La escala de tiempo de la decoherencia está impuesta por la tasa de dispersión,
la que puede ser mucho más grande que la tasa de amortiguamiento del sistema. Esto hace posible
que se puedan obtener estados coherentes en un estado estacionario. Esto sucede porque el sistema
rápidamente alcanza su estado estacionario (estado en el cual los valores medios de las variables
dinámicas no cambian más en el tiempo), sin embargo, debido a la diferencia en escalas de tiempo,
la decoherencia no se ha perdido totalmente. En esta tesis se ha estudiado el efecto de sistemas
disipativos como estos en el entrelazamiento, por lo tanto esta sección tendrá directa relación con
el caṕıtulo 3. En el apéndice A se presenta un modelo de disipación diferente, conocido cono Teoŕıa
Input−Output[65].

En ésta tesis se abordó el estudio del comportamiento de los sistemas f́ısicos, usados para
el procesamiento de información, en presencia del medio ambiente. Estos sistemas en general no
existen aislados, por lo tanto su evolución no es unitaria, justamente una de las consideraciones
que se deben tener en cuenta es como influye el medio ambiente en las propiedades de los estados
usados para la codificación de información, desde esta perspectiva los modelos de disipación juegan
un papel importante cuando se quiere obtener un primer acercamiento al estudio de la influencia
del medio ambiente en los recursos f́ısicos del procesamiento de información cuántica, propiedades
fundamentales como el entrelazamiento y la coherencia deben estudiarse a fondo en cada sistema en
el que se desea implementar tal o cual modelo propuesto por la Teoŕıa de la Información Cuántica.
En el caṕıtulo 3 se presenta una forma de estudiar el comportamiento del entrelazamiento de dos
qubits a tiempos cortos.

2.1.3. Computación cuántica.

El modelo de computación cuántica permite explorar el efecto del comportamiento cuántico de
los sistemas f́ısicos en los procesos de computación. A continuación haremos un breve resumen de
los principales conceptos usados en Teoŕıa Cuántica de la Computación.

Compuertas Lógicas Cuánticas para qubits.

En un porceso de computación implica la manipulación de un número finito de entradas para
obtener otro cunjunto de qubits de salida, de esta forma el proceso de computación esta determinado
por la manipulación apropiada de las entradas que conducen a la otención de las salidas. En último
caso, este proceso permite resolver el problema computacional planteado.

En general el proceso de computación se modela mediante una operación unitaria que actúa
sobre un número de entradas finito n y arroja las salidas, esta operación unitaria, recibe el nombre
genérico de Compuerta Lógica. A continuación describimos las compuesrtas más conocidas. En
particular, se muestra que es posible definir un conjunto de operaciones sobre un qubit y una



2. Fundamentos 18

compuerta condicional y a partir de ellas construir, eficientemente, cualquier compuerta que actúe
sobre n qubits.

Compuertas para qubits individuales. Como se ha dicho, un qubit es un elemento de un
espacio de Hilbert de dos dimensiones. Un conjunto particular de operaciones, que actuando sobre
un qubit produzca como resultado otro qubit, lo constituyen aquellas que tienen asociadas un ope-
rador lineal definido en este espacio. Los operadores lineales definidos en un espacio de Hilbert de
dos dimensiones tienen siempre asociada una representación matricial. En Computación Cuántica
son relevantes solo aquellas transformaciones unitarias entre qubits, es decir, están representadas
por una matriz cuyo determinante es ±1. En el caso de una part́ıcula con esṕın 1/2, las operaciones
unitarias que se realizan sobre los estados de esṕın están asociadas directamente con las rotaciones
del sistema alrededor de un determinado eje n̂ ≡ (n1, n2, n3). Las rotaciones son operaciones espa-
ciales que se efectúan sobre el sistema en cuestión. Una rotación de un ángulo θ alredeor del eje n̂
tienen una representación (irreducible) en términos de las matrices de Pauli (σ1, σ2, σ3) dada por

R(n̂, θ) = 1 cos(
θ

2
) + in̂ · −→σ sin(

θ.

2
) (2.26)

Si el sistema f́ısico usado para definir el qubit no es una part́ıcula con esṕın 1/2, las transfor-
maciones unitarias que se efectúan sobre un qubit aún están relacionadas con la representación
expresada en (2.26). Una transformación unitaria general sobre qubits individuales debe ser bási-
camente una rotación por un factor de fase global [66], es decir

U = eiαR(n̂, θ) (2.27)

Debido a su uso frecuente se han dado nombres especiales a casos particulares de estas trans-
formaciones.

Hadamard, X, Y, Z: Estas compuertas pueden considerarse como una transformación unitaria
dada por la Ec. (2.27) en la cual phase global está definida mediante α = −π/2 y elecciones
particulares del eje de rotación.

La compuerta Hadamard se genera mediante la rotación alrededor del eje definido por n̂ =
1√
2
(n̂1 + n̂3), y el ángulo rotado es igual a θ = π. Esta rotación transforma el eje x en el eje z y

viceversa; entonces

H =
1√
2
(σ1 + σ3) =

1√
2

(
1 1
1 −1

)

tiene las propiedades
H2 = 1

y

Hσ1H = σ3

Hσ3H = σ1.

Si se escojen n̂ a lo largo de los ejes x, y y z, y θ = π se obtienen (las matrices de Pauli) las
compuertas X, Y, Z, dadas por

X = −iR(n̂ = ı̂, θ = π)

= σ1 =
(

0 1
1 0

)

Y = −iR(n̂ = ̂, θ = π)

= σ2 =
(

0 −i
i 0

)

Z = −iR(n̂ = k̂, θ = π)

= σz =
(

1 0
0 −1

)
.
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Adicionalmente se definen dos compuertas;
Compuerta de Fase (S), se define como[67]

S =
(

1 0
0 i

)

y una compuerta π/8 denotada T

T =
(

1 0
0 eiπ/4

)
= eiπ/8

(
e−iπ/8 0

0 eiπ/8

)

Cualquier otra compuerta se puede decomponer en la forma

U = eiαR(̂ı, β)R(̂, γ)R(k̂, δ).

Compuertas de dos qubits Las compuertas sobre dos qubits son principalmente las compuertas
condicionales, que son operaciones unitarias que se ejecutan sobre un qubit llamado blanco en
dependencia del estado de otro qubit llamado control [7]. La más conocida de todas es la C-NOT,
que es una generalización de la compuerta clásica XOR.

La XOR clásica es una compuerta que actúa sobre dos bits de entrada uno se llama control y
el otro blanco. El bit blanco cambia de 0 a 1 y viceversa cuando el bit de control está en el estado
1, mientras que lo deja inalterado si el control está en el estado 0. el efecto de la acción de la XOR
puede resumirse en lasiguiente tabla

bit a : control bit b : Blanco a⊕ b

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Fig. 2.1: Algunas compuertas lógicas cuánticas usadas frecuentemente.

Es decir realiza una suma módulo 2 (a ⊕ b). Esta compuerta evidencia la siguiente tabla de
verdad.
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Análogamente, en el caso cuántico la compuerta C-NOT se puede representar matemáticamente
por

CNOT : |a, b〉 → |a, a⊕ b〉
donde ⊕ denota también la operación aritmética de suma módulo 2. Esta compuerta cumple que

(CNOT)2 = 1

el bit a es el control (fuente) y el bit b es el blanco (target).
Una compuerta condicional general consiste en aplicar una transformación unitaria sobre

el qubit blanco cuando el qubit de control se encuentra en el estado |1〉 mientras que no se aplica
ninguna operación cuado el control está en el estado |0〉.

Circuitos Cuánticos Se ha establecido una forma gráfica de representar los procesos de Teoŕıa de
la Información Cuántica, esta se conoce como circuitos cuánticos. En un circuito cuántico (ver la
Fig. (2.1)) se representa a los qubits evolucionando en el tiempo por ĺıneas horizontales (la evolución
es hacia la derecha) y, se usan diversos śımbolos para representar las operaciones sobre un qubit o
sobre dos qubits.

Un circuito que permite cambiar de la base estándard {|00〉 , |10〉 , |11〉} a la base de estados
maximalmente entrelazados {|φ+〉, |φ−〉 , |ψ+〉 , |ψ−〉} y la aplicación de la transformción en el orden
invertido permite hacer el cambio contrario. Este circuito cuántico consiste de dos qubits una
compuerta Hadamard y una compuerta condicional CNOT, el circuito se muestra en la Fig. (2.2).El
resultado de este circuito está dado por

|00〉 → 1√
2

(|0〉+ |1〉) |0〉 → ∣∣φ+
〉

|01〉 → 1√
2

(|0〉+ |1〉) |1〉 → ∣∣ψ+
〉

|10〉 → 1√
2

(|0〉 − |1〉) |0〉 → ∣∣φ−〉

|11〉 → 1√
2

(|0〉 − |1〉) |1〉 → ∣∣ψ−〉
.

Fig. 2.2: Ciruito de generación de entrelazamiento

Si se aplica el circuito invertido a un estado entrelazado, y se hace una medición sobre ambos
qubits, pueden aprenderse los valores tanto de la fase y de la paridad.

La parte no local del circuito es la operación determinada por la compuerta C-NOT, esta
es efectivamente la compuerta que genera o quita el entrelazamiento. Si las partes que quieren
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comunicarse están muy separadas en el espacio, entonces se requeriŕıa una compuerta C-NOT
interestelar (lo cual es ciertamente utópico) para generar un estado entrelazado entre las diferentes
partes o para leer los dos bits de información que es posible codificar en él. En la práctica esta
operación global, requerida en la manipulación de estados entrelazados, se genera cuando los dos
sistemas están juntos. Una vez generado un estado entrelazado entre los dos qubits se reparten entre
dos sujetos que deseen comunicarse. Idealmente, los qubits permanecerán en un estado entrelazado,
estableciendo de esta manera un canal cuántico de comunicación entre las partes que los poseen.

Consideremos dos partes, A y B, que deben establecer comunicación, por jemplo, en un caso
de emergencia, para ello con anterioridad se genera un estado entrelazado entre dos qubits y se
reparte los sistemas entre A y B antes de que se alejaran una gran distancia. Cuando llega el
momento de la emergencia, la parte A quiere enviarle dos bits de información, pero necesita hacerlo
simultáneamente dada la premura del tiempo, entonces se da cuenta que tiene un canal cuántico
que estableció con B. Usando este canal toma el qubit que posee y lo somete a varias operaciones
locales, para codificar los dos bits y env́ıa el qubit a la parte B. B recibe el qubit y puede en
principio medir sobre los qubits conjuntamente y recuperar el mensaje que fué codificado.

Adicionalmente, si un esṕıa intercepta el qubit, no puede leer el mensaje, necesita del otro, pues
la cantidad de inforamación que posee el qubit interceptado por A es ρA = 1

21A. Por lo tanto el
canal de comunicación cuántica es seguro.

La situación presentada anteriormente muestra que es posible codificar dos bits de inforamción
en un sólo qubit, esto se conoce como codificación cuántica densa (o Quantum Dense Coding) [69].
Y es el primer ejemplo donde el entrelazamiento se usa como recurso por dos partes para establecer
un protocolo de comunicación. En este caso es además seguro.

La utilización del entrelazamiento como recurso de procesamiento de Información Cuántica,
se ha mostrado en diversos protocolos como la Distribución de Claves Cuántica, que permiten
establecer canales de comunicación seguros. Los algoritmos de búsqueda y de computación paralela,
etc.

2.1.4. Compuertas cuánticas universales.

La computación cuántica persigue la realización de tareas computacionales mediante la codifi-
cación de la información en la evolución dinámica de los sistemas cuánticos. Para ello se emplean
un número finito n de registros, los cuales están constituidos, generalmente, por muchos sistemas
cuánticos idénticos de dos niveles. Los algoritmos cuánticos pueden representarse, por lo tanto,
mediante operaciones unitarias y mediciones proyectivas (medidas en el sentido definido por Von
Neumann) que se efectúa sobre un registro representado por un vector estado de 2n dimensiones.
Estas operaciones unitarias se llaman también compuertas cuánticas. Se sabe clásicamente que al
implementar una compuerta sobre tres bits, llamada compuerta Toffoli y cualquier compuerta arbi-
traria sobre un bit, es posible simular computacionalmente el cálculo de cualquier función. Deutsch
encontró una compuerta cuántica equivalente a la compuerta de Toffoli, y dada la posibilidad de
realizar cualquier compuerta cuántica unitaria sobre un qubit individual, permitió concluir que es
posible realizar cualquier modelo de computación clásica usando qubits, y más aún permite la rea-
lización de cualquier modelo de computación cuántica. Posteriormente se llegó a la conclusión de
que son necesarias únicamente compuertas sobre qubits individuales y la posibilidad de realizar una
compuerta C-NOT, para descomponer cualquier compuerta cuántica unitaria U en un espacio de
dimensión 2n× 2n asociado a n qubits, en una secuencia de compuertas sobre qubits y C-NOT[73].

Un determinado proceso de computación cuántica requiere la realización de una operación unita-
ria U sobre los n qubits que constituyen las entradas, la complejidad de la implementación depende
del número de compuertas lógicas elementales que se requieren para implementar la compuerta U .
Una implementación óptima requiere la menor cantidad posible de compuertas lógicas elementales,
esto es importante por dos razones, los tiempos de ejecución son más cortos y alternativamente los
errores introducidos en la ejecución son menores.

En la práctica no se necesita que existan todas las descomposiciones posibles sino que la se-
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cuencia de compuertas se aproxime con arbitraria exactitud a la compuerta lógica U . Un conjunto
discreto de compuertas lógicas cuánticas elementales que permitan la descomposición, con aproxi-
mación arbitraria, de cualquier compuerta lógica U , se dice que este conjunto de compuertas son
Universales. En el caso de qubits las compuertas sobre un qubit y las compuertas C-NOT sobre
dos qubits son universales.

A continuación ilustraremos como una operación unitaria de dimensión 3×3 se puede construir
con el producto de tres matrices unitarias lo cual permitirá visualizar una extensión del método
hacia dimensiones mayores.

Consideremos la matriz

U =




a d g
b e h
c f i




que se supone que es unitaria, entonces esta matriz unitaria siempre se puede descomponer de tal
forma que U3U2U1U = 1 donde U1, U2, U3 son también unitarias pero actuando sobre un espacio
de dos dimensiones. Estas matrices son

U1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

si b = 0 y

U1 =




a∗√
|a|2+|b|2

b∗√
|a|2+|b|2

0
b√

|a|2+|b|2
a∗√

|a|2+|b|2
0

0 0 1


 ,

cuando b 6= 0. Si se encuentra el producto U1U se obtiene una matriz de la forma

U1U =




a′ d′ g′

0 e′ h′

c′ f ′ j′


 ,

donde los nuevos elementos son una consecuencia del producto pero no nos preocupamos que son
exactamente. Si ahora se elije U2 de tal forma que cuando c′ = 0

U2 =




a′∗ 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

y si c′ 6= 0 se tiene

U2 =




a′∗√
|a′|2+|c′|2 0 c′∗√

|a′|2+|c′|2
0 1 0
c′√

|a′|2+|c′|2 0 −a′√
|a′|2+|c′|2


 .

Multiplicando por U1U se tiene

U2U1U =




1 d′′ g′′

0 e′′ h′′

0 f ′′ j′′


 ,

y como U , U1, U2 son unitarias entonces también U2U1U será unitaria, en consecuencia d′′ = g′′ = 0,
con lo cual se elige la última operación unitaria U3 como

U3 =




1 0 0
0 e′′∗ h′′∗

0 f ′′∗ j′′∗


 ,
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cuando se multiplican U3U2U1U = I, con lo cual U = U †
1U †

2U †
3 . El conjunto de operaciones {Ui}

constituyen una descomposición de la matriz U . Es claro que esta descomposición actúa de forma
diferente de la trivial sólo en un espacio de dos dimensiones.

Un procedimiento similar se puede emplear para descomponer una compuerta arbitraria U de
cualquier dimensión d siempre en términos de matrices unitarias en un espacio bidimensional.

Ahora se mostrará como se puede implementar una compuerta U de dos niveles arbitraria sobre
n qubits en términos de compuertas arbitrarias sobre un qubit individual y la ayuda de una C-NOT.

Suponga una operación U de dos niveles, en un computador cuántico de n qubits. Esta operación
actúa no trivialmente en un espacio generado por los dos estados computacionales |s〉 y |t〉, donde
s = s1...sn y t = t1...tn constituyen las descomposiciones binarias de los números s y t. Veamos un
ejemplo en el cual s = 101001 y t = 110011, ahora conectemos s y t por una secuencia de arreglos
que difieren sólo en un śımbolo del anterior

101001
101011
100011
110011.

Cada secuencias gm se conoce como elemento de un código Gray y la secuencia misma es el código,
por lo tanto considerando que s y t pueden diferir en n śımbolos se tiene que habrán al menos
m ≤ n + 1 elementos. Además se tiene que g1 = s y gm = t.

La implementación entonces consiste en definir secuencias de compuertas que cambien el estado
en la forma |g2〉 ... → |gm−1〉. Entonces realizamos una operación controlada considerando como
blanco el único qubit en los que difieren |gm−1〉 y |gm〉, entonces se debe regresar al paso inicial
aplicando la secuencia de compuertas en orden invertido.

Hemos explicado como decomponer una matriz unitaria de dimensión arbitraria finita en una
secuencia de operaciones unitarias que actúan entre dos niveles. Además se ha mostrado que cada
una de estas compuertas unitarias entre dos niveles, definidas en n qubits, se puede realizar con una
secuencia de compuertas sobre qubits individuales y compuertas C-NOT. Entonces se tiene al final
que cualquier operación unitaria U sobre un conjunto de n qubits se puede ralizar con compuertas
sobre qubits individuales y compuertas C-NOT. Esto significa que las compuertas sobre qubits
individuales y la C-NOT son universales.

Para implementar una compuerta unitaria U que actúa sobre n qubits puede implementarse
usando un circuito que contiene una cantidad de compuertas sobre qubits individuales y C-NOT
de por lo menos O(n24n), lo cual es un caso no óptimo. El siguiente paso es escoger un conjunto
discreto de compuertas que permitan la realización de cualquier compuerta unitaria U y que resulte
resistente a los errores debidos al ruido. Un primer conjunto de este tipo de compuertas lo consititu-
yen la compuerta de fase, la compuerta π/8, la compuerta C-NOT y la Hadamard. El problema de
establecer circuitos cuánticos que poseean un número óptimo de compuertas está todav́ıa abierto.
Por ejemplo, en la refencia [68] se reporta un realización de computación cuántica universal que
requiere 4n compuertas individuales, y 4n − 2n+1 compuertas C-NOT.

2.1.5. El entrelazamiento como recurso del procesamiento de información cuántica

Entrelazamiento. Un estado puro bipartito se dice separable si es un producto directo de
estados puros en HA y HB,

|ψ〉AB = |ϕ〉A ⊗ |χ〉B
por lo tanto, las matrices densidad reducidas ρA = |ϕ〉AA 〈ϕ| ρB = |χ〉BB 〈χ| son puras. Cualquier
estado que no puede ser expresado de esta forma es entrelazado, en este caso ρA y ρB representan
estados mixtos.

Cabe aclarar que si un estado |ψ〉AB de un sistema conjunto A y B es separable los sistemas
componentes tienen cierto grado de correlación. En efecto, en un sistema de dos part́ıculas con



2. Fundamentos 24

esṕın 1/2, se puede preparar el estado
|↑z〉A |↑z〉B ,

entonces, a pesar de que este estado es separable, los sistemas mantienen cierta correlación, los dos
tienen un esṕın que apunta en el mismo sentido. Sin embargo la correlación entre sistemas en un
estado entrelazado tiene un carácter diferente. Como se mencionó antes la diferencia cŕıtica está en
el hecho de que las correlaciones implicadas en el entrelazamiento no pueden crearse localmente. El
estado |↑z〉A |↑z〉B puede prepararse sin la necesidad de que los dos sistemas interactúen, se requiere
solamente un mensaje (clásico) que diga que dos personas deben preparar un esṕın apuntando a lo
largo del eje z. Pero si se quiere que las part́ıculas sean preparadas en un estado de esṕın entrelazado
tal como

1√
2

(|↑〉A |↑〉B + |↓〉A |↓〉B) ,

la única forma de lograrlo es aplicando una transformación unitaria colectiva. Las transformaciones
unitarias locales de la forma UA ⊗ UB, y mediciones locales realizadas por observadores en los
sistemas A y B, no pueden generar de ninguna manera correlaciones como las implicadas por un
estado entrelazado de dos qubits.

Las propiedad peculiares que presenta la codificación de la información en sistemas cuánticos
dependen de las propiedades del entrelazamiento cuántico. Ya hemos destacado algunas propiedades
de los estados entrelazados de dos sistemas y las implicaciones de esto en las observaciones hechas
en cada sistema por separado.

Existen cuatro estados maximalmente entrelazados, llamados también estados de Bell, de dos
qubits

∣∣φ±〉
AB

=
1
2

(|00〉AB ± |11〉AB)
∣∣ψ±〉

AB
=

1
2

(|01〉AB ± |10〉AB) .

Se llaman maximalmente entrelazados porque cuando se trazan sobre las variables de uno de
los dos subsistemas conducen a un estado descrito por

ρA = Tr(
∣∣φ±〉

AB

〈
φ±

∣∣) =
1
2
1A,

(y similarmente para TrρB = 1B). Esto significa que si se mide el esṕın (por ejemplo, si es un sistema
de espines) a lo largo de cualquier eje, el resultado es completamente aleatorio. Entonces, si medimos
localmente el sistema A o el sistema B, no adquirimos información a cerca de la preparación de este
estado, (que estado lo generó) en su lugar simplemente se genera un bit (clásico) aleatorio. Esta
situación contrasta con el caso en el cual cualquiera de los subsistemas está caracterizado por un
qubit en un estado puro. En este último caso se puede preparar un bit de información preparando
o |↑n̂〉 o |↓n̂〉 y puede recobrarse el bit realizando medidas apropiadas a lo largo del eje n̂.

Preparando uno de los cuatro estados maxialmente entrelazado, puede codificarse dos bits de
información, uno es el bit de paridad (¿el sistema tiene los espines paralelos o antiparalelos, es decir
se prepara |φ±〉AB o |ψ±〉AB ?). El otro es la fase (el signo + o el −) es decir ¿cuál de las dos
superposiciones de paridad igual se prepara ( por ejemplo, |φ+〉AB o |φ−〉AB)?. Esta información
puede recobrarse desarrollando mediciones ortogonales sobre la base {|φ+〉 , |φ−〉 , |ψ+〉 , |ψ−〉} . Pero,
si los dos qubits están separados, no es posible recuperar tal información con sólo medir sobre cada
sistema separadamente.

Lo que si está permitido es manipular localmente esta información. Cada uno de las partes
pueden desarrollar transformaciones unitarias que cambian un estado maximalmente entrelazado
en otro maximalmente entrelazado. Lo que no se pueden hacer localmente es alterar ρA = ρB = 1

21.
Esto significa que la información que están manipulando no puede leerse por ninguno de los dos.

Si se añade la posibilidad de intercambiar información (clásica) de los resultados que obtie-
nen de las mediciones, pueden aprender, colaborando entre ellos, como están correlacionadas sus
mediciones.



2. Fundamentos 25

Matemáticamente, los estados entrelazados se caracterizan como autoestados simultáneos de
los operadores que conmutan

σ
(A)
1 σ

(B)
1

σ
(A)
3 σ

(B)
3 ,

el autovalor de σ
(A)
1 σ

(B)
1 es el bit de fase y el autovalor de σ

(A)
3 σ

(B)
3 es el bit de paridad. La

conmutación de éstos operadores, que puede verificarse fácilmente a partir de su representación
matricial, implica que pueden medirse (usando un aparato de medición global) simultáneamente,
en principio, las propiedades asociadas a ellos.

Por otro lado, si se desarrollan medidas locales no pueden medirse simultáneamente las dos
propiedades. Dado que σ

(A)
3 ⊗ 1B y 1⊗ σ

(B)
3 conmutan simultá nemente con σ

(A)
3 σ

(B)
3 entonces las

dos partes podŕıan ponerse de acuerdo en medir a lo largo del eje z y preparar un autoestado de
σ

(A)
3 σ

(B)
3 , sus mediciones no perturban el bit de paridad, entonces pueden combinar su información

para inferir la paridad del estado. Pero σ
(A)
3 ⊗ 1B y 1⊗ σ

(B)
3 no conmutan con el operador de fase

σ
(A)
1 ⊗σ

(B)
1 , entonces, la Mecánica Cuántica establece que el bit de fase será alterado. Si el acuerdo

es medir en la dirección x entonces obtendrán información de la fase del estado pero no podrán
distinguir la paridad.

Si las dos partes están juntas, pueden operar sobre los qubits conjuntamente. Entonces aplicando
una transformación unitaria apropiada pueden rotar la base entrelazada {|φ+〉 , |φ−〉 , |ψ+〉 , |ψ−〉}
a una base sin entrelazamiento {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉} . Entonces pueden medir sus qubits separa-
damente para saber cual es el estado entrelazado en el que estuvieron preparados sus sistemas.

2.1.6. Medidas de entrelazamiento

Se ha mostrado brevemente en la sección anterior que los estados entrelazados de dos sistemas
bipartitos pueden usarse como recurso para diferentes procesos de Computación Cuántica y Comu-
nicación Cuántica, por ejemplo, codificación densa, computación en paralelo , teleportación etc. Si
se tienen dos estados entrelazados disponibles para un proceso cualquiera de Información Cuántica
los cuales están completamente caracterizados, entonces, es conveniente saber como se compara el
entrelazamiento entre estos dos estados. De ah́ı surge la necesidad de establecer una medida de
entralazamiento. Existen por lo menos dos formas iniciales de definir la medida de entrelazamien-
to que posee un estado, y tienen directa relación con la posibilidad de hacer operaciones locales
y comunicación clásica (LOCC) sobre un conjunto muy grande de estados entrelazados dados y
obtener un conjunto diferente y conveniente de estados nuevos. Como se manifestó anterioremente
las operaciones locales y la comunicación clásica no puede modificar el grado de entrelazamiento,
estos procedimientos sólo pueden transformar un estado en otro con el mismo entrelazamiento.

La primera forma de definir el entrelazamiento contenido en un estado puro |ψ〉 es imaginar que
se proporcionan un conjunto muy grande de n estados maximalmente entrelazados de dos qubits,
por ejemplo, el estado de Bell (|00〉+ |11〉) /

√
2, y producir tantas copias como se pueda del estado

puro |ψ〉 usando LOCC. Si el número de estados |ψ〉 que se puede producir m de estos estados,
entonces, se define como entrelazamiento de formación la relación n/m cuando el número de copias
disponibles tiende al infinito. Una segunda forma alternativa de definir el grado de entrelazamiento
seŕıa usar el procedimiento contrario, es decir si se dispone de m copias del estado |ψ〉 obtener,
mediante LOCC, n copias del estado maximalmente entrelazado (|00〉+ |11〉) /

√
2, en este caso

la relación n/m se define como entrelazamiento de destilación del estado |ψ〉. Para estados puros
|ψ〉 estas dos formas de definir la medida de entrelazamiento conducen al mismo resultado, sin
embargo no es obvio que esto sea verdad para cualqueir estado. Se puede demostrar que en el caso
de estados puros el entrelazamiento de formación está directamente relacionado con la entroṕıa de
von Neumann (nuestro objetivo no es modificar la definición existente de medida de entrelazamiento
sino hacer uso de las que se han definido y llevarlo a contextos nuevos, por ello no presentamos
la demostración, pues involucra conceptos matemáticos que salen del enfoque de esta tesis). La
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entroṕıa de von Neumann, de un estado determinado por la matriz densidad ρ se define como

S(ρ) = −trρ log (ρ) . (2.28)

Si los autovalores de la matriz densidad son λa, en la base en la que ρ es diagonal la entroṕıa puede
escribirse como

S(ρ) = −
∑

a

pa log (pa) , (2.29)

log representa el logaritmo en base N y N representa la dimensión de la base en la cual se está co-
dificando la información, por ejemplo, si se trata de qubits N = 2, si son qutrits N = 3, etc.

El entrelazamiento de formación asociado a un estado de un sistema bipartito se define como

E(ρA) = S(ρA) = −trρA log (ρA) = −
∑

a

pa log (pa) ,

donde ρA =trB (ρAB) ; ρB =trA (ρAB) constituye la matriz densidad parcial del sistema A o B
respectivamente.

Cuando se considera el caso de un estado bipartito generalizado representado por la matriz
densidad representado en la base lógica {|00〉 , |10〉 , |01〉 , |11〉} puede escribirse como

ρAB =




ρ11 ρ12 ρ13 ρ14

ρ21 ρ22 ρ23 ρ24

ρ31 ρ32 ρ33 ρ34

ρ41 ρ42 ρ43 ρ44


 .

Trazando parcialmente sobre el segundo qubit se tiene que

ρA =
(

ρ11 + ρ22 ρ13 + ρ24

ρ31 + ρ42 ρ33 + ρ44

)
,

calculando los autovalores de ρA se tiene que

λ± =
1
2
tr (ρA)±

√
tr (ρA)2 − 4det (ρA),

pero, sabemos que tr(ρA) = 1, por definición de matriz densidad, por lo tanto tenemos que

λ± =
1
2

(
1±

√
1− 4det (ρA)

)
,

sustituyendo en la definición de entrelazamiento de formación se tiene

E(ρA) = −x log x− (1− x) log (1− x) , (2.30)

donde x =
(
1 +

√
1− 4det (ρA)

)
/2, no es dif́ıcil demostrar que para este caso que 4det (ρA) =

2
(
1− trρ2

A

)
. En términos de los autovalores de ρA se puede escribir como

C2(ρA) = 4det (ρA) = 2
(
1− x2 − (1− x)2

)
, (2.31)

donde se ha usado el hecho que trρA = λ+ + λ− = x + (1− x) = 1.
En la Fig. (2.3) se han graficado las dos funciones expresadas en (2.30) y (2.31), entre 0 y 1. A

partir de las gráficas se ve que las dos son funciones convexas de x y alcanzan los mismos valores
extremos para los mismos valores de x. Si x = 0 significa que el estado es puro, la desconmposición
de Schmitd de la matriz densidad tiene sólo un coeficiente diferente de cero, y por lo tanto es
separable. Se observa que tanto E(ρA) como C2(ρA) tienen el valor cero, de igual forma si x = 1.
Ahora en el caso de estados maximalmente entrelazados se sabe que x = 1/2, es decir la mariz
densidad parcial representa un estado completamente mezclado, las probabilidades de los estados
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Fig. 2.3: Entrelazamiento de formación y concurrencia de estados de sistemas bipartitos

puros en los que se puede descomponer son las mismas. En este caso, tanto E(ρA) como C2(ρA)
alcanzan el valor uno.

Es decir, en el caso de estados entrelazados puros tanto la cantidad E como C, caracterizan de
manera equivalente el entrelazamiento de sistemas bipartitos.

La cantidad C define lo que se conoce como Concurrencia y mide la cantidad de entrelazamiento
en función de la pureza del estado, ya que si el estado del sistema al que se puede acceder es puro
en la base lógica {|0〉A, |1〉A} entonces el estado del sistema compuesto será separable. Si por el
contrario, el estado del sistema accesible está maximalmente mezclado el estado del sistema global
estará maximalmente entrelazado.

Por otro lado, ¿qué pasa si el estado no está maximalmente entrelazado?. En ese caso, el
entrelazamiento de formación se define a partir de la descomposición de la matriz densidad ρA

en estados puros
ρA =

∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| (2.32)

Siempre se puede encontrar una descomposición de la matriz de densidad de esta forma, sin embargo
no es única. A partir de ella se puede definir el entanglement de formación como

E(ρA) = mı́n
{pi|ψi〉}

∑

i

piE (|ψi〉 〈ψi|) (2.33)

donde la minimización es respecto a todas las posibles descomposiciones {pi |ψi〉} de la matriz
densidad ρA. El problema es que existen muchas de estas descomposiciones, tantas que hace impo-
sible, en la práctica, establecer una medida de entrelazamiento usando esta definición. Si se lograra
encontrar una fórmula que proporciones E(ρA) o C(ρA) a partir del conocimiento de la matriz
densidad ρA, y que permita evitar la minimización anterior, entonces la medida de entrelazamiento
seŕıa práctica. Por supuesto la fórmula debe ser un resultado de esta minimización.

Esta fórmula fue deducida por Wootters y Hill [18], tanto para el caso de estados entrelazados
puros como para estados mezclados. Para explicar la motivación de la fórmula, consideremos los
estados maximalmente entrelazados de Bell para dos qubits A y B.

∣∣φ±〉
AB

=
1
2

(|00〉AB ± |11〉AB)
∣∣ψ±〉

AB
=

1
2

(|01〉AB ± |10〉AB)

y cualquier estado separable en la base {|00〉AB , |11〉AB , |01〉AB , |10〉AB}, la aplicación de la ope-
ración σy tanto al qubit A como al qubit B conduce a

σy |0〉 = i |1〉
σy |1〉 = −i |0〉
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por lo tanto los estados de Bell transforman en la forma

σyA ⊗ σyB

∣∣φ±〉
AB

= −1
2

(|11〉AB ± |00〉AB) = ∓ ∣∣φ±〉
AB

σyA ⊗ σyB

∣∣ψ±〉
AB

=
1
2

(|10〉AB ± |01〉AB) = ± ∣∣φ±〉
AB

mientras que cada estado separable en la base lógica es transformado en un estado ortogonal, es
decir

σyA ⊗ σyB |00〉AB = − |11〉AB

σyA ⊗ σyB |11〉AB = − |00〉AB

σyA ⊗ σyB |01〉AB = |10〉AB

σyA ⊗ σyB |10〉AB = |01〉AB

llamando

|φ̃±〉AB = σyA ⊗ σyB

∣∣φ±〉
AB

= −1
2

(|11〉AB ± |00〉AB) = ∓ ∣∣φ±〉
AB

|ψ̃±〉AB = σyA ⊗ σyB

∣∣ψ±〉
AB

=
1
2

(|10〉AB ± |01〉AB) = ± ∣∣φ±〉
AB

vemos que el módulo al cuadrado del producto escalar entre estos estados transformados y los
estados sin transformar da como resultado,

|AB〈φ±|φ̃±〉AB|2 = 1
|AB〈ψ±|ψ̃±〉AB|2 = 1

para los estados maximalmente entrelazados y cero para los separables. considerando el caso de un
estado entrelazado que no esté maximalmente entrelazado, pero que siga siendo puro, por ejemplo

|ψ〉 = α |00〉AB + β |11〉AB

la matriz asociada a este estado es

ρAB = |α|2|00〉AB〈00|+ |β|2|11〉AB〈11|+ α∗β|00〉AB 〈11|+ αβ∗ |11〉AB 〈00|
calculando la traza parcial respecto a B tenemos

ρA = |α|2 |0〉AA 〈0|+ |β|2 |1〉AA 〈1|
la traza de ρ2

A es
trρ2

A = |α|2|α|2 + |β|2|β|2

usando la condición de normalización tenemos

trρ2
A = |α|2 − 2 |α|2 |β|2 |β|2 = 1− 2 |α|2 |β|2

usando la definiciónde concurrencia tenenemos que

C(ρA) =
√

2
(
1− trρ2

A

)
=

√
4 |α|2 |β|2 = 2 |α| |β|

Calcularemos ahora C para el estado puro |ψ〉 = α |00〉AB +β |11〉AB, que no está maximalmente
entrelazado

|ψ̃〉 = (σyA ⊗ σyB) |ψ∗〉 = − (α∗ |11〉AB + β∗ |00〉AB)

calculando el el producto escalar de este estado transformado por |ψ〉 y luego el módulo cuadrado
tendremos que

C2(ρA) = |〈ψ|ψ̃〉|2 = |α∗β∗ + α∗β∗|2 = 4 |α|2 |β|2
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luego podemos definir la concurrencia como

C(ρA) = |〈ψ|ψ̃〉| = 2|α||β|

esto evidencia que hay una correspondencia entre la transformación, escribir el complejo conjugado
del estado y aplicar las rotaciones σyA⊗ σyB a los dos qubits, y la concurrencia de un estado puro.
Además en el caso de un estado separable |ψ̃〉 es siempre ortogonal a |ψ〉 por lo tanto el producto
será cero. El paso siguiente es usar la transformación definida para calcular la concurrencia a partir
de la matriz densidad asociada a |ψ〉. Consideremos la matriz ρ∗AB para el estado puro |ψ〉, es decir
la matriz densidad original transpuesta, y la transformación

ρ̃AB = σyA ⊗ σyBρ∗ABσyA ⊗ σyB

escrita en forma de matriz en la base {|00〉AB , |11〉AB , |01〉AB , |10〉AB} se lee lee

ρ̃AB =




|β|2 0 0 αβ∗

0 0 0 0
0 0 0 0

α∗β 0 0 |α|2


 ,

definiendo la matriz R =
√

ρAB ρ̃AB, tenemos para R2

R2 =




2 |β|2 |α|2 0 0 2αβ∗ |α|2
0 0 0 0
0 0 0 0

2α∗β |β|2 0 0 2 |β|2 |α|2




los autovalores de esta matriz son ordenados de mayor a menorλ1 = 4 (|β| |α|) 2, λ2 = 0, λ3 = 0 y
λ4 = 0, calculando las ráıces de estos tenemos λ̃1 = 2|β||α||α|, λ̃2 = 0, λ̃3 = 0 y λ̃4 = 0. Si se resta
del autovalor más grande los otros autovalores de R se obtiene en este caso simple

C(ρA) = λ̃1 − λ̃2 − λ̃3 − λ̃4 = 2 |β| |α| . (2.34)

Si la anterior relación da como resultado un valor negativo entonces la concurrencia se define como
0, es decir

C(ρA) = máx
{

0, λ̃1 − λ̃2 − λ̃3 − λ̃4

}
(2.35)

Esta es la fórmula muy difundida para la concurrencia, y Wootters[18] la demostró formalmente
para estados puros de sistemas bipartitos de qubits. Wootters y Hill[18] generalizaron esta fórmula
para el caso de estados mezclados. Por lo tanto, tenemos la relación definida por la Ec. (2.34),
permite calcular la concurrencia, usando la transformación aplicada sobre la matriz densidad, para
cualquier estado bipartito.

Rungta et al.[19] generalizaron la definición introducida en la Ec (2.31),para estados puros de
sistemas bipartitos de dimensión d. Esta fórmula se conoce como I-Concurrencia para lo cual se
define un superoperador llamado inversor universal que reemplaza al la operación de intercambio
(flipping) de spines, representada por la operación σyA ⊗ σyB. La fórmula a que llegaron es,

C(ρA) =
√

2νD1νD2

(
1− tr(ρ2

A)
)
, (2.36)

con νDi , constantes positivas a ser determinadas. En el caso de qubits se tine νDi = 1.
Rungta y Caves[19], propusieron también una extensión del término Tangle para el cuadrado

de la I-concurrencia, es decir

τ(ρA) = C2(ρA)
= 2νD1νD2

(
1− tr(ρ2

A)
)

(2.37)
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En principio se puede usar esta definición para cualquier tipo de estado bipartito, es decir se
puede medir el entrelazaminto a partir de la pureza del estado. Tanto el tangle como la I-concurrecia,
coinciden con las versiones de cocurrencia dados para el caso de dos qubits, sin embargo, hasta donde
se conoce, no existe una fórmula de Tangle o I-concurrencia similar a la encontrada en la Ec. (2.35).

Criterios de separabilidad de estados Si no fuera posible obtener una medida expĺıcita de
entrelazamiento, seŕıa útil conocer cuales son los bordes de separabilidad del espacio de estados
del sistema. Dado el estado en términos de algunos parámetros, establecer el borde separabilidad
significaŕıa establecer claramente una hipersuperficie en el espacio de parámetros que diferencie
claramente cuales valores de estos parámetros definen un estado separable y cuales definen un
estado entrelazado.

Peres[21], conjeturó un criterio de este tipo, llamado criterio de la transpuesta parcial positiva.
En el caso de dos qubits, por ejemplo, si la matriz densidad de dos qubits es de la forma

ρAB = ρA ⊗ ρB,

consiste en calcular la matriz transpuesta parcial, por ejemplo, respecto al segundo qubit,

ρ̃AB = ρA ⊗ ρT
B,

si el estado representado por ρAB es separable entonces ρ̃AB siempre tiene todos los autovalores no
negativos. Si la matriz ρ̃AB no es positiva entonces el estado representado por ρAB no es separable
o, lo que es lo mismo, está entrelazado. La familia Horodecki[22], domostró el siguiente teorema

Un estado ρ que actúa sobre el espacio H(2)
A ⊗H(2)

A o en el H(2)
A ⊗H(3)

B es separable si y sólo
si su transposición parcial ρT es un operador positivo.

Este teorema formaliza el criterio de la transpuesta parcial de Peres[21] como una condición
necesaria y suficiente para el caso de sistemas (2× 2) y (3× 3). Este es un criterio de separabilidad
porque para establecer el borde basta establecer donde falla la positividad de ρ̃AB. Simultáneamente
demostraron un lema que establece

Para cualquier estado no-separable ρ ∈ HA ⊗HB existe un operador hermı́tico H = H† tal
que

tr(Hρ) < 0, (2.38)

y para todo estado separable ρsep se tiene que

tr(Hρ) ≥ 0. (2.39)

El contenido del anterior lema implica que si se logra encontrar un operador hermı́tico que
satisface la condición tr(Hρ) < 0 entonces el estado representado por ρ será un estado no separable
y por lo tanto entrelazado, sin embargo no hay una forma sitemática de encontrarlo. El operador
testigo de entrelazamiento está relacionado directamente con la teoŕıa de los mapeos positivos
que no son completamente positivos. Un mapeo lineal L : B(Hn) → B(Hm) es positivo cuando
mapea X ≥ 0 en L(H) ≥ 0 y es completamente positivo si y sólo si 1n ⊗ L es un mapa positivo.
Precisamente la trasposición es un mapeo positivo que no es completamente positivo, por ejemplo,
el estado maximalmente entrelazado (|00〉AB + |11〉AB)/

√
2 que

(1n ⊗ T ) [(|00〉AB + |11〉AB) (AB 〈00|+AB 〈11|)] /2
= (1n ⊗ T )

[(|00〉AB 〈00|+ |AB 〈11|+ |11〉AB 〈00|+ |11〉 11〉AB 〈11|)] /2 (2.40)
= [(|00〉AB 〈00|+ |01〉AB 〈10|+ |10〉AB 〈01|+ |11〉AB 〈11|)] /2,

tiene el autovector (|01〉+ |10〉AB)/
√

2 asociado al autovalor −1.
Lo que Peres notó fue que si se aplica (1n ⊗ T ) sobre el operador densidad de un estado entrela-

zado lo transforma en un operador positivo. La manera más general de definir una matrix densidad
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de un estado separable es como una suma convexa de productos tensoriales de estados puros en
cada sistema que forman un sistema bipartito. Es decir,

ρsep =
∑

i

pi

∣∣ψA
i

〉 〈
ψA

i

∣∣⊗ ∣∣ψB
i

〉 〈
ψB

i

∣∣ ,

si se aplica la transposición parcial a este estado

(1n ⊗ T ) ρsep = (1n ⊗ T )
∑

i

pi

∣∣ψA
i

〉 〈
ψA

i

∣∣⊗ ∣∣ψB
i

〉 〈
ψB

i

∣∣

=
∑

i

pi (1n ⊗ T )
(∣∣ψA

i

〉 〈
ψA

i

∣∣⊗ ∣∣ψB
i

〉 〈
ψB

i

∣∣) (2.41)

=
∑

i

pi

(∣∣ψA
i

〉 〈
ψA

i

∣∣⊗ ∣∣ψ∗Bi

〉 〈
ψ∗Bi

∣∣) ≥ 0

vemos que aún representa una operador positivo. Entonces la condición de Peres−Horodecki, es
decir la condición de separabilidad se transforma en (1⊗ T ) (ρ) ≥ 0. Lo que se sabe hasta ahora
es que en espacios H(2)

A ⊗H(2)
B y H(2)

A ⊗H(3)
B todos los mapeos positivos están realacionados con la

el mapeo de la transposición parcial, mediante la descomposición de la forma

L = S1 + S2 ◦ T , (2.42)

donde S1 y S2 son mapeos completamente positivos, y T es el mapeo de transposición parcial. Esto
implica que el testigo de entrelazamiento estará dado por

H = P + (1⊗ T ) (Q), (2.43)

con P ≥ 0 y Q ≥ 0 y T es el operador de transposición parcial. En dimensiones más altas la situa-
ción es un poco más complicada. Esto se debe a que en general los mapeos positivos no se pueden
descomponer en la forma dada en la Ec. (2.42) y como consecuencia, en dimensiones más altas,
existen estados entrelazados para los cuales (1⊗ T )(ρ) ≥ 0, es decir a pesar de estar entrelazados
satisfacen la condición de separabilidad de Peres-Horodecki. Hay matrices densidad con entrelaza-
miento ĺımite que tienen una PPT (transpuesta parcial potiva). El primer ejemplo de un mapeo
que no se puede descomponer en el sentido de la Ec. (2.42) se encontró en H(3)

A ⊗H(3)
B . Sin embargo

se puede construir un operador testigo de entrelazamiento que no se pude descomponer en la forma
(2.43) en dimensiones arbitrarias. Se demostró que cada operador testigo de entrelazamiento es de
la forma

H = P + (1⊗ T ) (Q)− ε1, (2.44)

para asegurar que este operador tenga la propiedad dada en la Ec. (2.39) se impone la condición

0 ≤ ε ≤ ı́nf
ψA,ψB

〈ψA, ψB|P + (1⊗ T ) (Q) |ψA, ψB〉 , (2.45)

tal que P ≥ 0 y Q ≥ 0 y que se construyen de tal forma que tr(Pδ) y tr(Q (1⊗ T ) δ) = 0 para todo
estado δ, donde los estados δ llamados estados ‘edge’, estos estados son estados con entralazamiento
ĺımite que tiene una transpuesta parcial positiva, y cumplen la propiedad de que para todo ε > 0 y
todos los productos de estados |ψA, ψB〉, δ − ε |ψA, ψB〉 〈ψA, ψB| no son positivos o no tienen una
transpuesta parcial positiva.

En la Ec. (2.45) ı́nfψA,ψB
representa el ı́nfimo cuando se vaŕıan los estados ψA, ψB .

Si se considera el conjunto cerrado de todos los estados con transpuesta parcial positiva entonces
los estados δ están en el borde de este conjunto, y el entrelazamiento de todos estos estados se
detecta mediante el operador testigo de entrelazamiento dado en la Ec. (2.44). Si se escojen P y Q
de tal forma que tr(P + (1⊗ T ) (Q)) = 0, este testigo detecta también estados con entralazamiento
ĺımite al interior del conjunto de estados con transpuesta parcial positiva. De esta forma dado
cualquier estado ‘edge’δ se puede siempre construir un testigo de entrelazamiento. El problema
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radica ahora en escoger apropiadamente los operadores P y Q. Ejemplos de como hacer esto se
encuentran discutidos en trabajos como [70, 71, 72]

Un problema adicional resulta cuando se trata de medir el operador testigo de entrelazamiento.
Una forma de hacer esto es descomponer el operador testigo de entrelazamiento en una suma de
términos que pueden medirse localmente, este es el enfoque que se presenta en la sección (3.4). La
idea básica es usar esta descomposición del operador testigo de entrelazamiento, detectar el entre-
lazamiento sin realizar una cantidad grande de mediciones sobre el sistema. Si se usa el la fórmula
de Wootters o equivalentemente su generalización, se requiere el conocimiento del estado completo.
Mientras que si se construye un operador testigo de entrelazamiento y se usa una descomposición
adecuada es posible medir directamente la presencia de entrelazamiento en un sistema en general
multipartito. En el caṕıtulo 3 se muestra que es posible decomponer el operador testigo de entre-
lazamiento en téminos de mediciones locales[99], aún en el caso en que el sistema evoluciona en
presencia de diferentes canales de disipación.

2.2. Sistemas f́ısicos y la implementación de procesos de Información Cuántica

En esta sección se introducen brevemente las caracteŕısticas teóricas y experimentales de los
sistemas f́ısicos que se usarán para la realización de los procesos de computación cuántica e infor-
mación cuántica descritos en la parte teórica. El escenario de fenómenos f́ısicos que nos interesa
explorar están directamente relacionados con el área de la Óptica Cuántica. Más espećıficamente,
buscaremos realizaciones en el contexto de los iones atrapados y las cavidades ópticas. Desde esta
perspectiva, es necesario conocer que tipo de procesos se pueden realizar en este tipo de sistemas,
cuáles son los reǵımenes de enerǵıa que pueden distinguirse, etc.

Estos sistemas han sido ampliamente utilizados en estudios fundamentales y de aplicación, de
tal forma que se conocen con gran detalle tanto experimental como teórico.

2.2.1. Interacción Radiación−Atomo.

Antes de estudiar directamente los sistemas que se usan en la implementación de los procesos
de información cuántica, se presentan algunas propiedades importantes de la interacción radiación-
materia, propiedades que son los fundamentos de el desarrillo de sistemas como iones atrapados y
átomos en cavidades de electrodinámica cuántica.

Los sistemas interactuantes. Se considera la interacción de la radiación de un láser con
un medio atómico que se supone que está muy diluido, de modo que pueden despreciarse las
interacciones átomo-átomo. Adicionalmente, se considera un átomo A, con un estado exitado e y
un estado base g separados por una enerǵıa

Ee −Eg = ~ωA (2.46)

ωA se llamará la frecuencia atómica. Los observables atómicos relevantes serán el momento dipolar
eléctrico ~d, la posición ~R y el momento ~P del centro de masa. Este átomo A interactúa, por un
lado, con un campo láser L, y por otro con todos los otros modos del campo de radiación los cuales
inicialmente no contienen ningún fotón y forman el vaćıo V cuántico del campo. El campo láser L

Fig. 2.4: Acoplamientos de un átomo con un campo láser y el vaćıo

se asume que es monocromático, con una frecuencia ωL. Si el estado original del campo láser es un
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estado coherente, puede demostrarse que es leǵıtimo considerarlo como campo externo complejo

EL(~r, t) = ~ε(~r)ε(~r) cos[ωLt + Φ(~r)], (2.47)

donde ~ε(~r), ε(~r) y Φ(~r) son, respectivamente, la polarización, la amplitud, y la fase del campo láser
en ~r. El acoplamiento átomo-láser VAL está caracterizado por la frecuencia de Rabi Ω1, misma que
resulta ser proporcional al producto escalar del elemento de la matriz momento dipolar 〈e|~d|g〉 y
el campo láser ~E(~r, t). La evolución Hamiltioniana debido a VAL puede analizarse en términos de
procesos elementales de absorción y emisión estimulada de fotones a la frecuencia del láser, por el
átomo.

El acoplamiento átom−vaćıo VAV es el que genera emisión expontánea de fotones en los átomos
exitados. Se lo caracteriza por el ancho natural Γ del estado exitado |e〉, el cual es también igual a
la tasa de emisión espontánea de fotones desde |e〉. Debido a que V es un sistema con un número
infinito de grados de libertad, el acoplamiento VAV introduce amortiguamiento y fluctuaciones en
la evolución de A.

La evolución de A puede considerarse en dos régimenes extremos tomados respecto al tiempo
caracteŕıstico asociado a Γ. El primero en el cual los tiempos de interacción son muy cortos, i.e.,
para t ¿ Γ−1, en este caso puede despreciarse la emisión expontánea, y la evolución de A + L se
describe por la ecuación de Schrödinger. Por otro lado si los tiempos de interacción son muy largos,
i.e., para t À Γ−1, ocurren varios procesos de emisión expontánea durante el tiempo de interacción,
entonces la evolución “reducida”de A (trazando los grados de libertad del campo) está descrito por
una ecuación maestra o por una ecuación de Langevin.

Tiempos Caracteŕısticos. El rol de las escalas de tiempo en las cuales suceden los procesos
es de vital importancia a fin optar por una u otra simplificación en el tratamiento que permite
a su vez explicar las caracteŕısticas de ciertos procesos. Por ello aqúı se exponen las propiedades
de algunos tiempos caracteŕısticos en la interacción radiación−átomo y además se comparan sus
órdenes de magnitud.

El tiempo más corto involucrado en este tipo de problema es el tiempo de correlación τc del
campo vaćıo. Las fluctuaciones del vaćıo tiene un espectro de frecuencias muy ancho J(ω), el cual
vaŕıa lentamente con ω alrededor de la frecuencia atómica ωA: la escala de frecuencia t́ıpica para
las variaciones de J(ω) es ωA mismo. Luego:

τc ' 1/ωA. (2.48)

El hecho que τc sea mucho más corto que todos los otros tiempos caracteŕısticos nos permi-
tirá considerar al campo de vaćıo V como un “reservorio” y describir sus efectos sobre la evolución
de A como un proceso de relajación.

Para los grados de libertad internos, el tiempo caracteŕıstico más obvio es el tiempo de vida
radiativo τR del estado exitado |e〉,

τR = 1/Γ, (2.49)

se define como el inverso del ancho natural de frecuencia del estado exitado |e〉 y puede considerarse
como el tiempo de relajación asociado con la emisión expontánea. La relación Γ ¿ ωA implica
τR À τc.

La existencia de varios subniveles Zeeman en el estado fundamental da lugar a otros tiempos
de relajación internos los cuales son asociados a un bombeo óptico. Los ciclos absorción espontánea
y emisión, que se llaman también ciclos de fluoresencia, transfieren al átomo desde un subnivel
Zeeman gm a otro gm′ . Si la intensidad IL del láser es baja, se define una tasa Γ′ de ocurrencia de
tales ciclos de bombeos ópticos, proporcional a IL. El inverso de esta tasa

τP = 1/Γ′, (2.50)

es el tiempo de bombeo óptico τP y representa el tiempo medio que el átomo tiene que esperar
antes de sufrir un ciclo de bombeo óptico . A intensidades bajas del láser,

τP À τR. (2.51)
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La existencia de tales tiempos largos de relajación internos para átomos multinivel permiten obtener
mecanismos muy eficientes de enfriamiento.

Nótese que, para átomos de dos niveles, se puede definir además a baja intensidad una tasa de
fuoresencia Γ′ y un tiempo medio 1/Γ′ entre dos ciclos de flourescencia experimentada por el mismo
átomo, un tiempo medio el cual es mucho más grande que τR. Pero tales ciclos de flouresencia llevan
nuevamente al átomo al mismo estado base y por tanto no dan lugar a tiempos de relajación interna
adicionales. En la práctica, para un átomo de dos niveles, los únicos tiempos de amortiguamiento
que aparecen en las ecuaciones ópticas de Bloch, que describen la evolución de los grados internos
de libertad son todos del orden de τR.

Para los grados de libertad externos (i.e. traslacionales), un tiempo caracteŕıstico muy impor-
tante es el tiempo de amortiguamiento de la velocidad atómica. Es del orden

Text = ~/ER, (2.52)

donde
ER = ~2k2

L/2M (2.53)

es la enerǵıa de retroceso del átomo cuando él absorbe o emite un fotón láser único. En la ecuación
(2.53), M es la masa total del átomo y kL = ωL/c.

Para la mayoŕıa de transiciones atómicas permitidas,

~Γ À ER, (2.54)

por ejemplo, la ĺınea de resonancia del sodio, ~Γ = 400ER. Cuando hay un tiempo interno Tint = TR

único, se sigue de las ecuaciones (2.49), (2.52) y (2.54) que

Text À Tint. (2.55)

Esta separación de escalas de tiempo introduce grandes simplificaciones en el análisis del movimiento
atómico. Por ejemplo, se pueden eliminar adiabáticamente las variables internas más rápidas y
deducir ecuaciones demovimiento reducidas para las variables externas.

Sin embargo, debe mantenerse en mente que la condición (2.55) no se satisface siempre. Para
átomos con estado base degenerado, el tiempo interno τR puede tornarse, a baja intensidad, com-
parable al tiempo externo (2.52), y puede ser aún mucho más grande. Pueden aparacer también
tiempos externos mucho más cortos que Text, tales como el peŕıodo de oscilacioón Tosc del átomo en
el fondo de un pozo de potencial óptico. En tales casos, no es posible eliminar las variables internas,
y el análisis teórico es más complicado. Estas situaciones son interesantes, ya que conducen, por
ejemplo, a ĺımites más bajos para la temperatura que los alcanzados por enfriamiento láser.

Atomo de dos niveles en un campo láser.
En esta sección se considera la interacción de un campo eléctrico ~E con un átomo de un sólo

electrón, en el cual tanto la dinámica del campo como la del átomo están descritas cuánticamente.
De lo dicho anteriormente, el hamiltoniano de interacción se puede describir como

H = Ha + Hf − e~r · ~E, (2.56)

donde Ha y Hf son los Hamiltonianos asociados a las enerǵıas correspondientes al átomo y al campo
libres, ~r es la posición del electrón y se asume la validez de la aproximación de dipolo, en la cual
el campo es uniforme en una región del espacio del orden del radio atómico, es decir, la longitud
de onda del campo es mucho mayor que el radio atómico. Usando los operadores σij = |i〉〈j| (i el
ı́ndice que denota el nivel atómico) los observables quedan

Ha =
∑

i

Eiσii, (2.57)

e~r = e
∑

ij

|i〉〈i|~r|j〉〈j| =
∑

ij

%ijσij , (2.58)
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donde Ei son los valores propios de la enerǵıa dados por Ha|i〉 = Ei|i〉 y % los elementos de matriz
〈i|~r|j〉. En la aproximación de dipolo el campo se evalua en la posición del centro de masa del
átomo, si colocamos el átomo en el origen del sistema de coordenadas, el campo eléctrico se puede
escribir como

~E =
∑

~k

ε~k
ε̂~k(a

†
~k

+ a~k
), (2.59)

con ε~k
= (~ωk/2ε0V )1/2 V el volumen de cuantización de los modos del campo electromagnético.

Por lo tanto el Hamiltoniano es ahora

H =
∑

~k

ωka
†
~k
a~k

+
∑

i

Eiσii + ~
∑

i,j

∑

~k

gij
~k

σij(a
†
~k

+ a~k
), (2.60)

con

gij
~k

= −%ij · ε̂~kε~k

~
, (2.61)

en el caso de un átomo de dos niveles a y b y con los elementos de matriz dipolar reales, el
Hamiltoniano se reduce a

H =
∑

~k

ωka
†
~k
a~k

+ (Eaσaa + Ebσbb) + ~
∑

~k

g~k
(σab + σba)(a

†
~k

+ a~k
), (2.62)

el segundo término en (2.62)se puede reescribir como

Eaσaa + Ebσbb =
1
2
~ω(σaa − σbb) +

1
2
~(Ea + Eb), (2.63)

donde se ha usado (Ea − Eb) = ~ω y σaa + σbb = 1. La enerǵıa constante se puede ignorar
(renormalizando la enerǵıa) y definiendo los nuevos operadores atómicos

σz = σaa − σbb (2.64)
σ+ = |a〉〈b| (2.65)
σ− = |b〉〈a|, (2.66)

el Hamiltoniano adopta la forma

H =
∑

~k

ωka
†
~k
a~k

+ ~ωσz + ~
∑

~k

g~k
(σ+ + σ−)(a†~k + a~k

), (2.67)

el operador σ+ describe la transición del átomo desde el nivel inferior b al nivel superior a, osea
describe una exitación del electrón, mientras que σ− describe el proceso contrario.

La parte de interacción del Hamiltoniano (2.67) está formada de cuatro términos. El término
a†~kσ

− describe un proceso en el cual el átomo transita de un nivel excitado al fundamental y se crea

un fotón en el modo ~k. mientras que a~k
σ+ describe el proceso contrario. Estos procesos conservan

la enerǵıa y por su importancia son los que se mantienen cuando se hace la aproximación de onda
rotante.

Los otros dos procesos a†~kσ
+ y a~k

σ− claramente violan el principio de conservación de la enerǵıa,
pues, cuando el átomo se excita y crea un fotón el sistema gana una enerǵıa igual a ~ω+~ω~k

, proceso
que no puede ocurrir si el sistema átomo−campo es cerrado.

En este régimen el Hamiltoniano describe una dinámica, llamada de Jaynes y Cummings[74],
determinada por

H =
∑

~k

ωka
†
~k
a~k

+ ~ωσz + ~
∑

~k

g~k
(σ+a~k

+ σ−a†~k). (2.68)

Este hamiltoniano ha resultado útil en la explicación de los fenómenos de Optica cuántica y cons-
tituye el punto de partida para construciones teóricas que explican, con éxito el comportamiento
de sistemas como el láser y átomos en cavidades en general [75, 76, 77, 63].
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2.2.2. Iones Atrapados.

En esta sección describiremos uno de los sistemas que se han usado para diferentes imple-
mentaciones de Computación e Información Cuántica, los iones atrapados. La codificación de la
información se realiza mediante la manipulación de los grados de libertad atómicos (externos e
internos) de los iones. Esta manipulación puede lograrse gracias a la interacción ión−campo, inter-
acción que adquiere propiedades especialmente útiles gracias al atrapamiento y enfriamiento de los
iones. Los procedimientos utilizados para el enfriamiento de los iones hasta niveles muy bajos de
temperatura tienen su fundamento en la interacción radiación−átomo, discutida en la sección pre-
via. El objetivo de esta sección es estudiar los principios en los que se fundamenta el atrapamiento
y enfriamiento. Esto permitirá entender mejor los procesos implicados en la implimentación tanto
de de los qutrits generados en iones atrapados como de las compuertas cuánticas que operan entre
éstos. Este será el tópico abordado en el caṕıtulo 4

La trampa de Paul [79] es uno de los dispositivos que permiten atrapar iones. La motivación
para su desarrollo fue, entre otras, estudiar sistemas fundamentales (la posibilidad de obtener
experimentalmente un oscilador cuántico resultaba muy atractiva), que permitan explorar otros
régimines de la Naturaleza.

La trampa de Paul utiliza, para el atrapamiento, únicamente campos eléctricos. Está constituida
por dos electrodos de perfil de forma hiperboloide, separados por distancias 2z0, y conectados a un
anillo metálico central de radio r0 mediante un voltaje alterno U(t) = U0 cos(νt), como se muestra
en la Fig. (2.5). En esta configuración el potencial eléctrico está dado por

Φ(x, y, z) = A(x2 + y2 + z2)U(t), (2.69)

y A = U0/(r2
0 + 2z2

0). Para atrapar una carga en el espacio vaćıo las ĺıneas de campo eléctrico
deben converger en algún punto desde todas las direcciones posibles. Debido a que la divergencia
de un campo electrostático es nula, éste por si sólo no puede producir atrapamiento. Una modula-
ción temporal de este potencial permite corregir este problema. Si se considera un tiempo fijo, la
part́ıcula está atrapada en sólo una dirección. Sin embargo, para tiempos de observación grandes el
atrapamiento es tridimensional debido a que esta dirección cambia periódicamente en el tiempo.

Fig. 2.5: Esquema de una trampa de Paul

La dinámica de la part́ıcula consiste de un movimiento oscilatorio, de pequeña amplitud y
frecuencia ν muy alta, que está superpuesto a otro movimiento de mayor amplitud y frecuencia
ω pequeña (Fig. (2.6)). Si se elige el movimiento en la dirección z y no se toma en cuenta la
dependencia espacial del campo eléctrico Ez, la ecuación del movimiento de la part́ıcula es

mz̈ = eEz cos(νt), (2.70)

la misma que tiene una solución dada por z(t) = z̄ − eE
mν2 cos(νt), y representa un movimiento

armónico alrededor de z = z̄. La fuerza está siempre en contra fase con el movimiento z(t) indepen-
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dientemente del signo de la carga e. La ausencia de variación espacial en el campo implica que el
valor promedio temporal es nulo y por tanto no hay posibilidad de confinamiento. Permitiendo una
variación espacial del campo Ez(z), por ejemplo, si su amplitud crece con |z|, la fuerza instantánea
sobre la part́ıcula será mayor por arriba de z = z̄ y la fuerza promedio estará dirigida hacia el
origen de coordenadas como se muestra en la Fig. (2.6) Partiendo de los potenciales eléctricos
aplicados a la trampa, puede deducirse un potencial efectivo Vef asociado a La fuerza promedio de
confinamiento.

Fig. 2.6: Comportamiento de la part́ıcula en la trampa de Paul

~E = −4(φ) = A cos(νt)(−2x,−2y, 4z), (2.71)

y las ecuaciones de movimiento clásicas serán para las tres coordenadadas tienen la forma general
como

mẍi = Cixi cos(νt) (2.72)

donde m es la masa de la part́ıcula con x1 = x,x2 = y, x3 = z, C1 = C2 = −2Ae
m , y C3 = 4Ae

m .
En promedio la part́ıcula se comporta como un oscilador armónico tridimensional a la frecuencia

ωi = Ci/
√

2ν, que puede considerarse sujeto al potencial efectivo

Vef =
1
2

∑

i

ω2
i x̄

2
i . (2.73)

Este resultado proporciona la base teórica para trabajar con iones atrapados, permitiendo el des-
arrollo de experimentos en óptica cuántica y f́ısica atómica, en rangos de enerǵıa que hace veinte
años eran conjeturas teóricas.

Por otro lado, pone al alcance del experimento sistemas cuánticos elementales, como un ión
o un electrón, que se comportan como un oscilador armónico cuántico, y que tienen tiempos de
decoherencia del orden del segundo. Los iones atrapados se han estudiado en Generación de Es-
tados Entangled[15], Computación Cuántica[80], generación de Gatos de Schrödinger[81], Cripto-
graf́ıa[82], Estad́ıstica de iones Ultra-Fŕıos[83] y aquellos que pretenden validar o refutar las diversas
interpretaciones de los fundamentos de la mecánica cuántica.

Estos experimentos requieren una forma de preparar el estado cuántico inicial del ión. El proceso
de preparación del ión se conoce como enfriamiento. Un método usado es el enfriamiento de iones
v́ıa un láser resonante a la frecuencia de transición atómica, propuesto por Wineland y Dehmelt en
1975[84] y realizado experimentalmente Neuhauser, Hohemstatt, Toscheck y Delmelt en 1978[85].
El retroceso producido por la emisión y absorsión de fotones es una de las limitaciones de este
procedimiento. El método conocido como “Atrapamiento de población coherente mediante selección
de velocidades” (VSCPT)[86] y el enfriamiento Raman[12] son métodos alternativos que permiten
salvar estas limitaciones. El esquema Raman permite además llevar al ión a un estado de Fock
vibracional.
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Para enfriar iones atrapados, se debe considerar su frecuencia de oscilación en el pozo de poten-
cial y compararla con la dinámica de los grados internos de libertad. Si la frecuencia de oscilación
del ión es muy pequeña en comparación con la tasa de decaimiento-absorción, es decir ωv ¿ Γ,
entonces puede considerarse que los procesos de absorción-emisión ocurren, aproximadamente en
un punto del espacio de las fases de la part́ıcula fijo, es decir a cierta velocidad y posición del ión en
la trampa. Para ωv ¿ Γ el ión orbita en una órbita bien definida y se comporta como una part́ıcula
libre entre dos emisiones expontámneas consecutivas. Este caso se conoce como “enfriamiento Dop-
pler” o de “ligadura débil”. Si además la tasa de decaimiento de la enerǵıa cinética ε cumple con
ε ¿ Γ entonces el sistema alcanza un ĺımite adiabático y la part́ıcula se comporta como si estuviera
libre y su enerǵıa cinética decae como

Ecin(t) = Ek0e
−2εt. (2.74)

Al igual que en el enfriamiento de part́ıculas libres, la emisión exponténea conduce a un ensancha-
miento difusivo de la distribución de velocidades enfriada y la enerǵıa final está dada por

Efinal =
~Γ
2

. (2.75)

El tiempo de oscilación Tosc, definido como el tiempo que toma disminuir la enerǵıa cinética del
ión atrapado en un cuanto vibracional ~ωv. Asumiendo que la enerǵıa cinética es ya del orden de
E = ~Γ/2 se encuentra

−4E

4t
=
~ωv

Tosc
= 2εE = ε~Γ,

entonces
Tosc =

~ωv

ε~Γ
=

ωv

ε
Tat, (2.76)

donde Tat representa el tiempo de decaimiento de los niveles internos del átomo.
Debido a que ε ∼ kHz y ωv ∼ MHz, la tasa de enfriamiento en términos de cuantos de

oscilación es baja comparada con el decaimiento atómico. De esta forma, en las trampas hay un
parámetro pequeño que sirve como parámetro de expansión

η2 =
ε

ωv
¿ 1, (2.77)

η se conoce como el Parámetro de Lamb-Dicke y su pequeñez indica que el ión atrapado siente la
estructura cuantizada de los niveles mas bajos del potencial de atrapamiento si η < 1.

Ahora en el caso de ligadura fuerte, ωv À Γ los eventos de absorsión/emisión no pueden
localizarse más en el espacio de las fases a cierta velocidad y posición. En este ĺımite, los sideband
están bien separados y el enfriamiento se obtiene sintonizando el láser por abajo de la resonancia
portadora (carrier) a uno de los sidebands. La emisión expontánea, ocurre preferiblemente a la
frecuencia del átomo ω lo cual conduce a una transferencia neta de enerǵıa. Mientras el enfriamiento
láser en átomos libres se efectúa por transferencia repetida de momentum determinada por el
retroceso, el enfriamiento de átomos ligados se realiza por transferencia directa de enerǵıa, la
enerǵıa extrada por transiciones Raman.

Esquema Raman. El esquema Raman[12] (que se muestra en la Fig. (2.7)), es un procedimien-
to por el cual, los niveles internos del ión |a〉 y |b〉 se acoplan mediante campos láser que interactúan
con un tercer nivel, ya que la transición directa está prohibida por las reglas de selección. Los dos
niveles principales tienen que ser metaestables, y tener una separación energética igual a ~ω0. Los
campos láser están definidos por

~Ej = ~E0j [exp{i(~kj · ~x− ωjt + φj)}+ cc] (2.78)

donde ~kj , ωj y φj son el vector de onda, la frecuencia y fase del campo láser respectivamente, y ~x
representa la posición del centro de masa del ión. Ambos lásers tienen una desintońıa igual a una
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frecuencia ∆ con respecto a las transiciones entre los niveles c ↔ a y b ↔ c. Además ω1−ω2 = ω0+δ,
siendo, δ del orden de la frecuencia de oscilación del ión. El Hamiltoniano que describe el sistema
es

H = H0 + HR, (2.79)

con
H0 = ~ωa|a〉〈a|+ ~ωb|b〉〈b|+ ~ωc|c〉〈c| (2.80)

Fig. 2.7: Esquema Raman

y

HR = ~ exp[−i(~k1 · ~x− ω1t + φ1)]|b〉〈c| (2.81)
+~d2 exp[−i(~k2 · ~x− ω2t + φ2)]|a〉〈c|+ hc,

donde d1 y d2 son los acoplamientos dipolares. Las frecuencias se escogen de tal forma que

ωc − ωb − ω1 = ωcb − ω1 = ∆ (2.82)
ωc − ωa − ω2 = ωca − ω2 = ∆− δ.

Si ∆ À δ es posible eliminar adiabáticamente el nivel |c〉 lo cual permite expresar la interacción
original como una interacción efectiva entre los niveles |a〉 y |b〉. Considerando que δ′ = δ + G∗1G1

∆ −
G∗2G2

∆ el Hamiltoniano efectivo es

Hef = ~δ′σ3 − ~Ω
{
|a〉〈b| exp[i(~k1 − ~k2) · ~x + iφ] + hc

}
(2.83)

con Ω0 = 2 |d1d2|
∆ y σ3 = |a〉〈a|−|b〉〈b|

2 . El siguiente paso en el proceso de enfriamiento de un ión
usando el esquema Raman consiste en cuantizar los grados de libertad externos, los cuales están
asociados al movimiento del centro de masa del ión en el potencial armónico efectivo de la trampa.
Clásicamente la coordenada del ión obedece la ecuación de un oscilador armónico simple, por tanto
su cuantización es directa, para ello, se asocia a esta coordenada el operador

x̂i =
√

~
2mωi

(bi + b†i ) (2.84)

donde i = x, y, z y bi y b†i son operadores bosónicos de creación y aniquilación, su interpretación
es también directa, desde la teoŕıa del oscilador armónico cuántico, estos crean y aniquilan, res-
pectivamente, un estado vibracional del centro de masa del ión que llamaremos ”fonón”, 1 con

1 Estŕıctamente hablando fonones son los estados de vibración de la red de un cristal, formada por arreglos pe-
riódicos de iones, sin embargo nada impide incluir dentro de ese concepto el caso de un único ión
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enerǵıa ~ωi, ωi es la frecuancia natural de oscilación en la dirección i. La inclusión de los estados
vibracionales cuánticos del ión, modifican la estructura del Hamiltoniano efectivo del sistema. Si
se considera una trampa lineal [87], entonces los vectores de onda ~k1 y ~k2 de los campos pueden
orientarse de tal forma que ~k1 − ~k2 sea en la dirección de oscilación (que puede escogerse como x).
Bajo estas condiciones, y elevando a operador la coordenada x del ión cuya frecuencia de oscilación
es ω se tiene (usando (2.84)) que

Htotal = ~ωb†ibi + ~δ′σ3

−~Ω0

2

{
|a〉〈b| exp[iη(b + b†) + iφ] + hc

}
, (2.85)

en donde se ha introducido el parámetro de Lamb-Dicke (LD) η ≡ δk
√
~/2mω con δk = |~k1 −~k2|.

Por razones de simplicidad, es conveniente hacer una expansión formal, en serie de potencias, de la
exponencial que aparece en el Hamiltoniano, la convergencia de la serie quedará garantizada si se
escoge el parámetro de LD suficientemente pequeño, de tal forma que η

√
n ¿ 1, si el ión tiene n

fonones en su estado de vibración. Usando la identidad BCH2 y luego usando la expansión de Taylor
de la exponencial y sustituyendo esta expansión en la ecuación (2.85) se obtiene el correspondiente
Hamiltoniano en el cuadro de interacción en la forma

Htotal = −~Ω0

2
[|a〉〈b| exp(−η2

2
+ iφ)

∑

l,l′

(iη)l+l′

l!l′!
b†lbl′ exp(it{(l − l′)ω + δ′}) + hc] (2.86)

donde se ha llevado a un cuadro de interacción utilizando como Hamiltoniano libre Hlibre =
~ωb†ibi + ~δ′σ3. Los parámetros de este sistema se pueden ajustar de tal forma que se satisfaga
la condición (l − l′)ω + δ′ = 0, y asumiendo la aproximación de onda rotante se pueden conservar
solamente términos que satisfagan esa condición. A continuación describimos brevemente algunas
de las dinámicas particulares que se pueden generar de esta forma

Transición Portadora (Carrier). Si se ajustan los parámetros del sistema de tal forma que
(l − l′)ω = 0, δ′ = 0 y conservando términos de orden cero en η en la expansión del hamiltoniano
se tiene

HI = −~Ω0

2
(eiφσ+ + e−iφσ−) (2.87)

en donde σ+ = |a〉〈b|. Puesto que no aparecen los operadores fonónicos, la evolución del sistema se
produce sin alterar la enerǵıa vibracional del ión, sin embargo, habrán oscilaciones tipo Rabi entre
los niveles internos |a〉 y |b〉.

Primer corrimiento al Rojo(red side Band). Si por otro lado se satisface la condición
(l − l′)ω = ω, δ′ = −ω, y además conservando términos de orden η en la expansión

HI = −−iη~Ω0

2
(eiφσ−b† + e−iφσ+b) (2.88)

y la evolución del sistema se produce siguiendo una dinámica tipo Jaynes−Cummings, es decir, el
decaimiento de un ión desde el nivel |a〉 hasta el |b〉 y un aumento en la enerǵıa vibracional. Es
posible también generar otras dinámicas, como por ejemplo, si se cumple que (l − l′)ω = −ω y
δ′ = ω, se produce lo que se llama Primer Corrimiento al Azúl, cuya dinámica es tipo Anti Jaynes-
Cummings, en ésta, el ión decae del nivel |a〉 al nivel |b〉 y a la vez baja su enerǵıa vibracional en
un cuanto.

Esquemas de Enfriamiento Raman. Manipulando apropiadamente las frecuencias de los
láseres [12, 88], se puede lograr enfriamiento del ión. El ĺımite de Lamb−Dicke, tiene la ventaja
que, durante el experimento, permite elegir tanto δ′, aśı como también el tiempo de interacción.

2 La identidad de Bake-Campbell-Hausdorff establece que e−αABeαB = B − α[A, B] + α2

2!
[A, [A, B]] + ...
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Si se considera que inicialmente el sistema está en el estado |b, n〉 (n un entero que representa el
estado vibracional del ión), entonces se ajustan los láseres de tal forma que el Hamiltoniano sea
el correspondiente al primer corrimiento al rojo, luego de un cierto tiempo de interacción el ión
estará en el estado |a, n− 1〉 con probabilidad 1, este procedimiento se conoce como aplicación de
un pulso π de corrimiento al rojo.

El siguiente paso es aplicar otro pulso laser π cuyo efecto es una transición al estado |c〉 sin un
cambio en el estado vibracional. Si la tasa de decaimiento del nivel |c〉 es alta el ión terminará en
el estado |b, n − 1〉, y por tanto ha desaparecido un cuanto de enerǵıa vibracional. Si se repite
esta secuencia, se podrá llegar al estado fundamental de vibración. En la literatura existen otros
esquemas de enfriamiento, por ejemplo, si se elige δ′ de tal forma que se aniquilen dos fonones en
lugar de uno, sin embargo estos procesos implican que el orden de expansión al que hay que tomar
el Hamiltoniano en el parámetro η es más alto que el permitido por el ĺımite de L.D.

Fig. 2.8: Esquema de Enfriamiento Raman.

2.2.3. Electrodinánica Cuántica de Cavidades.

En la Electrodinámica Cuántica de Cavidades (Cavity Quantum Electrodynamics [CQED]), lo
que se busca es el control de la interacción de un objeto (por ejemplo, un átomo) con el campo
electromagnético modificando la estructura de modos del campo. Se puede colocar un átomo en
una cavidad óptica de alta fineza, esta cavidad contiene un conjunto discreto de modos del campo
electromagnético que resultan resonantes con la cavidad mientras suprime los otros modos. Del
modelo de campo electromagnético explicado en la sección anterior, se ve que la amplitud del
campo electromagnético

E0 ∼ (~ωk/2ε0V )1/2 (2.89)

es inversamente proporcional al volumen de la cavidad. Si la cavidad tiene un campo muy débil
de tal forma que se pueda considerar que sólo un fotón está presente, entonces la posibilidad de
acoplarse al átomo crece conforme se disminuyen las dimensiones de la cavidad. Se han hecho muchos
avances tecnológicos, tanto en el régimen de microondas como en el óptico, lo cual ha permitido
que el sistema acoplado átomo−campo evolucione en el régimen de acoplamiento fuerte. En este
régimen se alcanza una sensibilidad de un cuanto individual para fotones y átomos, por ejemplo,
por otro lado, un sólo fotón es suficiente para inducir un comportamiento coherente en el átomo,
por otro, la presencia de un sólo átomo es suficiente para alterar grandemente las propiedades f́ısicas
del espectro resonante de la cavidad.

Cualquier dispositivo de CQED se caracteriza por tres parámetros f́ısicos: la constante de aco-
plamiento g; κ, la tasa de decaimiento de la cavidad y la tasa de decaimiento expontáneo del
átomo γ, este decaimiento se produce en modos no deseados del campo electromagnético. Con es-
tos parámetros se han definido dos cantidades para caracterizar un sistema de CQED más acorde
a la realidad experimental: el numero cŕıtico de átomos N0 ∼ g2/2κγ , y el número cŕıtico de
fotones m0 ∼ g2/γ2. La importancia de estos parámetros radica en que permiten establecer si un
sistema de CQED determinado está en capacidad de operar en el régimen de acoplamiento fuerte,
en el cual, por ejemplo, se pueden realizar operaciones cuánticas con una fidelidad alta. Alternati-
vamente, puede estar en el régimen de acoplamiento débil, en el cual la decoherencia y la pérdida



2. Fundamentos 42

de información cuántica es alta. El régimen de acoplamiento fuerte se establece cuando

N0 ¿ 2κγ

g2

m0 ¿ γ2

2g2
. (2.90)

El número cŕıtico de átomos establece el número de átomos que deben colocarse en la
cavidad de tal forma que el acoplamiento con el campo permita que toda la luz absorvida produzca
transiciones atómicas con alta probabilidad. Este número depende de las caracteŕısticas geométricas
y materiales del sistema, por ejemplo, de la comparación del tamaño del foco del modo de la cavidad
óptica y la sección eficaz de absorción del átomo, y el número de vueltas que da el fotón en la cavidad
antes de dejarla.

El número cŕıtico de fotones representa el número mı́nimo de fotones requerido para esta-
blecer una oscilación coherente entre los niveles atómicos antes de que el átomo decaiga espontáne-
mente. Este número depende de las transiciones espećıficas involucradas en el acoplamiento átomo
campo

La Electrodinámica Cuántica de Cavidades representa una de las más prominentes áreas de la
Óptica Cuántica. En lo que tiene que ver con las realizaciones experimentales se deben distinguir
entre las cavidades de microondas y las cavidades ópticas. Lo que las diferencia es el régimen de
frecuencias en la que trabaja una u otra. Por supuesto, cada una presenta ventajas y limitaciones.
Tecnológicamente, es más simple trabajar con microondas dado que el tiempo que demora un
fotón en escapar de la cavidad es muy grande (del orde de 30 ms en el Grupo de Paŕıs y 50
ms el grupo de Garching) y los momentos dipolares, en este régimen, de los átomos inyectados
en la cavidad tienen momentos dipolares muy grandes, pues se preparan en estados excitados
de Ridberg. Muchos de los experimentos que permiten testear los fundamentos de la interacción
radiación−materia han sido realizados en este tipo de sistemas, (por ejemplo: generación de gatos
de Schrödinger[89], investigación de decoherencia[90], aplicaciones en la realización de compuertas
cuánticas[91]) trabajando en este régimen.

En comparación con las de microondas las cavidades ópticas presentan la ventaja de que es
posible monitorear el campo que deja la cavidad o extraer luz de ésta. La desventaja radica en
que es mucho más dif́ıcil alcanzar el régimen de acoplamiento fuerte. Sin embargo, los progresos
recientes en la fabricación de espejos aśı como la propuesta de nuevas geometŕıas han permitido
que las cavidades ópticas participen nuevamente de la carrera en la implementación de procesos
de, por ejemplo, computación cuántica[92].

El uso de esquemas Raman (explicado en la sección anterior) en las cavidades permite dos
avances importantes en la investigación en CQED[93]. La intensidad de las transiciones de dos fo-
tones Raman está determinada por la intensidad de ambos campos electromagnéticos. En sistemas
Raman en CQED el un campo es el de la cavidad, generalmente de un sólo fotón, acoplado a la
transición atómica; el otro resulta ser un campo láser clásico externamente controlado. El control de
la intensidad del láser externo permite controlar la intensidad del acoplamiento efectivo geff entre
la cavidad y el átomo. Este control se realiza en tiempo real. Similarmente, variando la frecuencia
del campo láser clásico se puede controlar, en tiempo real, la desintońıa entre las transiciones y
el campo de la cavidad. Estas ventajas permiten, por ejemplo, encender o apagar rápidamente las
resonancias lo que permite una transferencia adiabática de enerǵıa entre la cavidad y el átomo.
Puede concebirse por lo tanto una red de dispositivos de CQED cada uno de los cuales se activa
externamente mediante un campo láser clásico, y que pueden conectarse mediante componentes
ópticos como lentes, espejos, fibras, etc.

Por otro lado el uso de esquemas Raman en CQED permite que el número cŕıtico de fotones m0

puede incrementarse arbitrariamente. Si se fija la geometŕıa de la cavidad el acoplamiento efectivo
geff entre el átomo y la cavidad es proporcional a la matriz de momento dipolar d, mientras la
tasa de decaimiento atómico γeff es proporcional a d2. En una transición Raman en una cavidad el
elemento de matriz relevante es controlado por la intensidad Ω del campo clásico del láser externo.
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De esta forma m0 ∼ g2
eff/γ2

eff ∼ 1/d2 , el número cŕıtico de fotones desaparece en el ĺımite
intensidades de transiciones Raman débiles es decir la tasa de decaimiento espontáneo del átomo
en campos ópticos no deseados puede suprimirse arbitrariamente.

Todas estas propiedades de la tecnoloǵıa de Electrodinámica Cuántica de Cavidades, permiten
considerarla como uno de los dispositivos con mayores perspectivas en la realización de componen-
tes para procesamiento de Información Cuántica. Los estados atómicos internos, como los niveles
hiperfinos del estado fundamental, permiten almacenar información de forma coherente y por tiem-
pos muy largos y con alta fidelidad. Esto lo demuestran los experimentos en iones atrapados. Si se
usan átomos neutros para codificar información, tienen el problema de que es dif́ıcil transportarlos.
Por el contrario los fotones ofrecen facilidades para el transporte de información, sin embargo, es
muy dif́ıcil almacenarlos por tiempos largos. Precisamente es donde entran los sistema de CQED,
pues como se ha discutido, proporcionan un contacto controlable entre estos dos sistemas permi-
tiendo conectar el concepto de memorias cuánticas (átomos), al de alambres cuánticos (fotones).



3. CARACTERIZACIÓN DE ESTADOS ENTRELAZADOS

3.1. Introducción

El entrelazamiento cuántico se ha trasnformado en un concepto importante tanto en los albores
de Teoŕıa Cuántica, como también en nuestros d́ıas. Las implicaciones del entrelazamiento han sido
discutidas anteriormente en trabajos pioneros de Einstein, Podolsky and Rosen [15]. la paradoja
descrita en este trabajo fue retomada por D. Bohm [94] a inicio de los sesenta. Un enfoque diferente
seguido por J. S Bell [16], permitió introducir un conjunto de desigualdades que deben ser satis-
fechas por cualquier teoŕıa basada en propiedades puramente locales. Diferentes experimentos han
confirmado que a nivel microscópico los sistemas f́ısicos violan estas desigualdades [95]. La Teoŕıa
Cuántica predice una violación de las desigualdades de Bell para sistemas preparados en estados
entrelazados.

Durante los últimos diez años se han presentado propuestas de aplicar el entrelazamiento cuánti-
co a la Teoŕıa de la Computación e Información. Estas propuestas han resultado en modelos nuevos
teóricos para la computación y la información conocidos como Teoŕıas de la Información y Com-
putación Cuánticas [7]. Estos modelos están basados en la consideración del entrelazamiento como
un recurso para el procesamiento de información. Por lo tanto la generación de entrelazamiento
entre sistemas cuánticos es fundamental para la existencia y posterior desarrollo de estas nuevas
disciplinas. Teóricamente, la posibilidad de generar entrelazamiento ha sido mostrada en varios tra-
bajos que consideran diferentes sistemas f́ısicos para la generación experiental, por ejemplo, usando
fotones [96], iones atrapados [78, 10, 30], resonancia magnética nuclear o NMR (nuclear magnetic
resonance)[31, 32], átomos en cavidades [97], y puntos cuánticos [34, 35, 36].

Una vez establecida la posibilidad cierta de generar entrelazamiento se presenta la necesidad
de cuantificarlo, a fin de caracterizarlo. Los trabajos teóricos pioneros de Bennett et. al. [9] pro-
ponen una forma de caracterizar los recursos necesarios y suficientes de un canal que transmite
estados cuánticos. Esto condujo a una medida de entrelazamiento denominada entrelazamiento de
formación. Esta medida se define como la razón entre el número m de estados maximalmente entre-
lazados que se distribuyen por un canal con ruido y el número n de copias de un determinado estado
mezcla que puede obtenerse de los primeros, usando operaciones locales (operaciones unitarias loca-
les y mediciones) y comunicación clásica (Local Operations and Classical Cumunication [LOCC]).
El entrelazamiento de formación de dos qubits está relacionado a la entroṕıa de von Neumann,
S = −trρ ln ρ, a través de la expresión Ef (ρ) = mı́n{piψi}

∑
i piS(trA(|ψi〉〈ψi|)). La minimización

se toma sobre todos los ensembles {pi, ψi} tales que ρ =
∑

i pi|ψi〉〈ψi|. Como se ha discutido en
el Caṕıtulo 2 este resultado nos proporciona un método para determinar el grado de entrelaza-
miento en un determinado canal de comunicación cuántica. En el caṕıtulo anterior se mostró como
Wootters y sus colaboradores [18] encontraron una conexión entre Ef (ρ), para un estado arbitrario
de dos qubits, con una cantidad que se puede calcular exactamente, llamada Concurrencia C. En
términos de este cantidad el entrelazamiento de formación está definido como (ver Ec. (2.30))

Ef (ρ) = h

(
1
2

+
1
2

√
1− C2

)
(3.1)

donde h(x) = −xlog2(x)− (1− x)log2(1− x), y la concurrencia C(ρ) está dada por la Ec. (2.35)

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} (3.2)

donde, como se explicó en el caṕıtulo 2 los λi son los autovalores de la matriz R =
√√

ρρ̃
√

ρ
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hermı́tica donde ρ̃ = σy ⊗ σyρ
∗σy ⊗ σy, en la práctica se usa la matriz no hermı́tica R =

√
ρ̃ρ que

tienen los mismos autovalores.
La expresión anterior proporciona una forma operacional para cuantificar el grado de entrela-

zamiento para una familia de estados de sistemas compuestos. Sin embargo, si estamos interesados
en obtener información cualitativa a cerca de la separabilidad de sistemas compuestos, existen
otros criterios, búsqueda de violación de las desigualdades de Bell [51]. Sin embargo, existen los
estados llamados bound entangled states los cuales tienen la caracteŕıstica de estar entrelazados
pero no violan ninguna desigualdad de Bell conocida [98]. En el caṕıtulo 2 se presentó el criterio
de Horodecki-Peres [20] de la transpuesta parcial positiva, que permite establecer un ĺımite entre
estados entrelazados y separables para sistemas bipartitos de dimensión d ≤ 6 [22]. Siguiendo este
concepto básico es posible introducir otro criterio para decidir si un estado dado está entrelazado
o no, por ejemplo, el operador testigo de entrelazamiento (Witness operator) [99], y la negatividad
[17]. Recientemente, se han hecho algunos esfuerzos para generalizar la fórmula de la concurrencia
a sistemas bipartitos d-dimensionales. Esta generalización ha conducido a la definición de tangle
[19].

La mayoŕıa de los protocolos de comunicación cuántica están basados en la existencia de en-
trelazamiento cuántico entre nodos de una red de comunicación cuántica, que se encuentran muy
separados. Sin embargo, aún en el caso de que se establezcan estados maximalmente entrelazados,
el sistema evolucionará en presencia de los efectos, no deseados, del medio ambiente. En este sentido
es importante saber como evoluciona el grado de entrelazamiento. Este es un problema muy dif́ıcil
en general; sin embargo, una observación la evolución del entrelazamiento a tiempos cortos podŕıa
proporcionar información a cerca de como se pierde el entrelazamiento. Esta información podŕıa, en
particular, ser útil para implementar los procesos f́ısicos que preservan el grado de entrelazamiento,
por lo menos durante un tiempo en el cual se lleve a cabo un proceso de comunicación cuántica
con una fidelidad alta. La evolución de tiempo corto, en la que estamos interesados, puede estar
caracterizada por la llamada tasa de entrelazamiento (o entanglement rate). En un trabajo debido
a W. Dür et. al. [23] se destaca la importancia de la tasa de entrelazamiento en la caracterización
de la capacidad de generación de entrelazamiento de cualquier interacción entre dos qubits. La tasa
de entrelazamiento se define como Γ(E) = dE/dt. El conocimiento de esta cantidad puede ayudar
a comprender le competencia entre una interacción Hamiltoniana y los efectos de decoherencia,
debidos al ruido, en la generación de estados entrelazados particulares [100].

En este caṕıtulo estudiamos un procedimiento para caracterizar la tasa de entrelazamiento de
sistemas bipartitos, considerando un comportamiento de tiempo corto de la concurrencia definida
por Wootters. Esto puede lograrse siguiendo la definición formal de la concurrencia en términos
de la matriz R =

√
ρρ̃. En un primer acercamiento presentaremos una expresión general para la

concurrencia en términos de los invariantes de esta matriz. La dependencia de C(ρ) se introdu-
ce a través de la evolución de la matriz densidad global bajo la acción del medio ambiente. El
comportamiento de tiempo corto de C(ρ) nos permite definir una tasa de concurrencia como la
derivada de C(t) evaluada en t = 0. En un segundo enfoque calcularemos la tasa de entrelazamiento
desarrollando una teoŕıa perturbativa para calcular los autovalores de la matriz R. Como veremos
también, la conveniencia de escoger un enfoque u otro depende del rango de la matriz R. Este nuevo
enfoque proporciona información a cerca del entrelazamiento inclusive en esos casos en los que es
dif́ıcil obtener una solución exacta.

3.2. La concurrencia en términos de los invariantes de R

En lo que sigue expresaremos la concurrencia en términos de invariantes de la matriz R =
√

ρρ̃.
Siguiendo la fórmula de Wootters para la concurrencia de un estado general de dos qubits dada a
través de los autovalores de R. En primer lugar consideramos el caso general de la matriz R que
tiene rank(R) ≤ 4, de tal forma que la concurrencia puede escribirse como:

C (ρ) = λ1 − λ2 − λ3 − λ4 (3.3)
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donde asumiremos que esta combinación de autovalores es positiva. Por otro lado, podemos escribir

tr(R) = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 (3.4)

a partir de estas ecuaciones y, notando que λ1 = (C (ρ) + tr(R))/2, podemos derivar una fórmula
general para la concurrencia en términos de los invariantes de R:

C2 (ρ) + tr(R)2 = 2tr(R2) + 8
detR

(C(ρ) + tr(R))

×
(

tr[R−1]− 2
(C(ρ) + tr(R))

)
. (3.5)

Esta es una ecuación muy compacta de la concurrencia relacionada a los invariantes de la matriz
R. El conocimiento de estos invariantes nos permitiŕıa calcular la concurrencia resolviendo esta
ecuación no lineal.

Para un sistema que evoluciona bajo una dinámica dada, C(ρ) puede considerarse una función
expĺıcita del tiempo de tal forma que para tiempos cortos comparados con las escalas de tiempo
dinámicas, puede escribirse un desarrollo en serie para C(t) como

C(t) =
∞∑

n=0

1
n!

[
dnC(t)

dtn

]

t=0

tn. (3.6)

Esto significa que debemos ser capaces de calcular las derivadas temporales de C(t). A partir de
la ecuación para C(t) dada antes podemos calcular una jerarqúıa de ecuaciones para todas las
derivadas de C(t) alrededor de t = 0. Para hacer esto debemos calcular las derivadas de tr[R],
tr[R2], tr[R−1] y det[R] alrededor de t = 0. Por ejemplo, consideremos tr[R2] = trρρ̃,

d

dt
tr[R2] = tr[

dρ

dt
ρ̃] + tr[ρ

dρ̃

dt
], (3.7)

y la segunda derivada de trR2

d2

dt2
tr[R2] = tr[

d2ρ

dt2
ρ̃] + 2tr[

dρ

dt

dρ̃

dt
] + tr[ρ

d2ρ̃

dt2
]. (3.8)

Como podemos ver a partir de estas expresiones, el comportamiento temporal se introduce a través
de la evolución de la matriz densidad global ρ y la transformada ρ̃. En principio puede calcularse
fácilmente la evolución de tiempos cortos de algunos términos que aparecen en la expresión para
C(ρ). La situación se torna más complicada cuando evaluamos la evolución de tr[R−1] y det[R]. Si
observamos estas ecuaciones, encontramos que, dependiendo del rango rank(R), algunos términos
no contribuyen. Por ejemplo, para rank(R) ≤ 2 sólo tr(R) y tr(R2) contribuyen. Como veremos
más tarde, el rank(R) vaŕıa durante la evolución. Los cambios en el rango rank(R) dependen de los
estados iniciales como también de la evolución f́ısica que el sistema experimenta. Un caso interesante
donde la ecuación (3) puede aplicarse es, donde se parte de un estado con rango rank(R) = 1, el
rango de la matriz cambia sólo a rank(R) ≤ 2. En esta situación tenemos

C2 (ρ) = 2tr(R2)− tr(R)2. (3.9)

Para calcular con esta expresión, tenemos que introducir la expansión formal para la matriz R y
relacionarla con las variaciones de ρ y las de ρ̃. En este esṕıritu consideramos una serie formal.

R =
√

ρρ̃ = [1 + (ρρ̃− 1)]1/2 =
∞∑

n=0

An(ρρ̃− 1)n (3.10)

con An siendo los coeficientes de la expansión binomial general. A partir de esta relación derivamos
relaciones para la primera y la segunda derivada de Tr[R]. Como una ilustración tomemos el caso



3. Caracterización de estados entrelazados 47

particular de un estado maximalmente entrelazado de dos fotones generado entre dos cavidades
separadas que evolucionan bajo pérdidas de cavidad independientes. La evolución de la matriz
densidad para estos sistemas está dada por:

ρ̇t = L(ρt) =
γ1

2
(2aρta

† − a†aρt − ρta
†a)

+
γ2

2
(2bρtb

† − b†bρt − ρtb
†b). (3.11)

Asumiremos que inicialmente preparamos las cavidades en un estado puro maximalmente entrela-
zado dado por |ψ〉 = (|10〉+ |01〉)/√2. En este caso R inicialmente es una matriz de rank(R) = 1,
y las pérdidas de la cavidad no cambian el rango de R. Este hecho reduce las expresiones para las
derivadas de la concurrencia a

C(t)Ċ(t) = tr(
dR2

t

dt
)− tr(Rt)tr(Ṙt) (3.12)

y
C(t)C̈(t) = tr(R̈2

t )− tr(Rt)tr(R̈t)− tr(Ṙt)2 − Ċ(t)2. (3.13)

Notando que (σy⊗σy)† = (σy⊗σy) , y usando las propiedades ćıclicas de la traza, puede mostrarse
que

tr[
dR2

t

dt
] = 2tr[

dρt

dt
ρ̃t] = 2tr[ρt

dρ̃t

dt
]. (3.14)

La expresión para tr(Ṙt) puede calcularse a partir de (3.10). Después de alguna álgebra y tomando
en cuenta que alrededor de t = 0 tenemos (ρρ̃)n = ρρ̃, pueden mostrarse los siguientes resultados:

tr

[
(ρρ̃− 1)n−1 d(ρρ̃)

dt

]

t=0

= 0,

(3.15)

el cual es válido para n = 2, 3, 4 . . . . De esta forma la primera derivada de R puede escribirse como

tr[Ṙ] = tr[ρ̃
d(ρ)
dt

]. (3.16)

Considerando ahora que tr[R]t=0 = 1, y remplazando los resultados de (3.14), y (3.16) en la ecuación
(3.12) obtenemos

Ċ(0) = −1
2
(γ1 + γ2), (3.17)

donde γ1 γ2 son las tasas de pérdida de las dos cavidades.
Adicionalmente, en el caso especial de este ejemplo, calcularemos la derivada de segundo orden

de R (también los términos de más alto orden en la serie son todos idénticamente cero). A partir de
estas observaciones es fácil mostrar que la segunda derivada de la concurrencia se puede escribirse
en la forma

C̈(0) =
1
4
(γ1 + γ2)2. (3.18)

Entonces, al segundo orden en el tiempo t, podemos escribir:

C(t) ≈ 1− 1
2
(γ1 + γ2)t +

1
8
(γ1 + γ2)2t2. (3.19)

Este resultado está en perfecto acuerdo con las soluciones anaĺıticas exactas para la concurrencia
C(t) = exp (−(γ1 + γ2)t/2), la cual se obtiene resolviendo la Ec. (3.11).

El cálculo de la concurrencia para matrices que tienen rank(R) ≥ 2 es mucho más complicado
debido a los términos adicionales en la Ec. (3.5). Por ejemplo, bajo la dinámica dada en la Ec. (3.11)
un estado inicial maximalmente entrelazado de la forma (|00〉+|11〉)/√2 cambia a rank(R) = 4. Para
estudiar situaciones más complicadas como esta, encontramos interesante buscar otros métodos de
encontrar información a cerca de las medida de entrelazamiento de tiempo corto. Esto es la que
discutiremos en la siguiente sección.
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3.3. En enfoque perturbativo para la tasa de Concurrencia

En esta sección presentamos un método para calcular la tasa de concurrencia para los esta-
dos entrelazados de dos qubits. Como hemos mencionado previamente, la concurrencia se define
en términos de los autovalores de la matriz R. El problema que nos interesa resolver se escribe
formalmente como

M |ψ〉 = λ|ψ〉,
donde M(t) = R2 = ρρ̃. Una posibilidad es calcular los autovalores de R en una expansión pertur-
bativa en el tiempo. De esta forma, la matriz M puede expresarse como una serie en la siguiente
forma:

M = M (0) + M (1)t + M (2)t2 + . . . . (3.20)

Aqúı, la matriz M (0) = M(0) se asume que es hermı́tica, la cual corresponde a una matriz den-
sidad de un estado de Werner ,es decir, una superposición incoherente de estados maximalmente
entrelazados. Adicionalmente, asumiremos que los autovalores de M están dados por

λ = λ(0) + λ(1)t + λ(2)t2 + . . . (3.21)

y sus autovectores se escriben como

|ψ〉 = |ψ(0)〉+ |ψ(1)〉t + |ψ(2)〉t2 + . . . . (3.22)

A partir de la ecuaciones (3.22), (3.21) y (3.20) obtenemos la siguiente jerarqúıa de ecuaciones:

M (0)|ψ(0)
i 〉 = λ

(0)
i |ψ(0)

i 〉
M (0)|ψ(1)

i 〉+ M (1)|ψ(0)
i 〉 = λ

(0)
i |ψ(1)

i 〉+ λ
(1)
i |ψ(0)

i 〉 (3.23)

M (0)|ψ(2)
i 〉+ M (1)|ψ(1)

i 〉+ M (2)|ψ(0)
i 〉 = λ

(0)
i |ψ(2)

i 〉+ λ
(1)
i |ψ(1)〉+ λ

(2)
i |ψ(0)

i .

Dada la Hermiticidad de M(0), la corrección a los autovectores y autovalores se obtienen usando
el procedimiento usual en la teoŕıa perturbativa. Después de algunos cálculos obtenemos

λ
(1)
i = 〈ψ(0)

i |M (1)|ψ(0)
i 〉 (3.24)

λ
(2)
i =

∑

j′

|〈ψ(0)
j |M (1)|ψ(0)

i 〉|2

λ
(0)
i − λ

(0)
j

+ 〈ψ(0)
i |M (2)|ψ(0)

i 〉. (3.25)

A partir de estas ecuaciones podemos calcular la tasa de concurrencia para los diferentes estados
que son inicialmente estados de Werner.

Estamos interesados en sistemas que evolucionan bajo una ecuación maestra general:

ρ̇ = − i

}
[H, ρ] + L(ρ), (3.26)

donde H es el operador Hamiltoniano y L el superoperador de Lindblad el cual puede escribirse en
forma general como

L(ρ) =
∑

j=1,2

γj

2
(n̄j + 1)

[
2FjρF †

j − F †
j Fjρ− ρF †

j Fj

]

+
∑

j=1,2

γj

2
n̄j

[
2F †

j ρFj − FjF
†
j ρ− ρFjF

†
j

]
(3.27)

donde n̄j es el número promedio de excitaciones y γj es la tasa de decaimiento para cada sistema.
Si, tanto el Hamiltoniano H y el super operador L son independientes del tiempo, una solución

formal de la ecuación (3.26) está dada por

ρ(t) = eLtρ(0), (3.28)
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donde L(ρ) = − i
} [H, ρ]+L(ρ) es un superoperador general, y tiene sentido sólo cuando actúa sobre

una matriz densidad. Entonces podemos expandir (3.28) en forma de una serie de Taylor como

ρ(t) =

(∑

n=0

Ln

n!
tn

)
ρ(0). (3.29)

Ln, significa n aplicaciones sucesivas del superoperador L a la matriz densidad para la condición
inicial.

Del resultado anterior, podemos construir la matriz M = ρρ̃ a cualquier orden en t, pero
para los fines que perseguimos aqúı basta con calcularlo al segundo orden, entonces tenemos las
siguientes relaciones

M (0) = ρ(0)ρ̃(0), (3.30)
M (1) = ρ̇(0)ρ̃(0) + ρ(0) ˙̃ρ(0), (3.31)
M (2) = ρ̈(0)ρ̃(0) + ρ(0)¨̃ρ(0) + ρ̇(0) ˙̃ρ(0). (3.32)

Este método es simple y es válido para un rango amplio de problemas en información y com-
putación cuántica. Aplicaremos el procedimiento descrito arriba a un estado inicial maximalmente
entrelazado de dos cavidades acopladas

|φ+〉 = (|00〉+ |11〉)/
√

2 (3.33)

que evolucionan bajo (3.27) para F1 = a y F2 = b y a T = 0. En este caso la tasa de concurrencia es
dif́ıcil de calcular usando el método presentado en la sección previa. El mecanismo de decoherencia
dado por (3.11) (con H = 0) cambia el rango de rank(R) = 1 a rank(R) > 2. Después de algunos
cálculos al segundo orden en teoŕıa perturbativa, puede mostrarse que la concurrencia al primer
orden está dado por

C(|φ+〉〈φ+|) = 1− [(
γ1 + γ2

2
) +

√
γ1γ2]t + . . . . (3.34)

En este caso es necesario calcular hasta el segundo orden debido a que el rank(R) cambia introdu-
ciendo una contribución adicional

√
γ1γ2. La disipación acopla el sector del espacio de Hilbert que

involucra a los estados |01〉 y |10〉 que aparecen en las correcciones a los autovalores de R2 son de
segundo orden en el tiempo. Este resultado está de acuerdo con el que se puede obtener resolviendo
la dinámica exacta del sistema. En una forma similar se pueden obtener directamente los resultados
obtenidos en la sección anterior para el caso |ψ〉 = (|01〉+ |10〉)/√2.

Usando este resultado podemos abordar el problema estudiado en [100] para un sistema de
qubits formado por átomos en presencia de un Hamiltoniano de interacción y un único canal
de decaimiento. En este caso la ecuación maestra considerada por los autores se obtiene de las
ecuaciones (3.26), (3.27) con Fj = σj

−, F †
j = σj

+; y el Hamiltoniano H en este caso está dado por

H =
~ωσ1

z

2
+
~ωσ2

z

2
+ ~g(σ1

+σ2
− + σ1

−σ2
+).

Asumiendo que tenemos un estado inicial no maximalmente entrelazado dado por;

ρ(0) =




c+d
2 0 0 c−d

2

0 a+b
2

a−b
2 0

0 a−c
2

a+b
2 0

c−d
2 0 0 c+d

2


 , (3.35)

la concurrencia puede escribirse como

C(t) = (a− b− c− d)− γ(2n̄ + 1)(c + d− 2a)t + . . . (3.36)

donde se ha asumido que la concurrencia inicial es a− b− c− d ≥ 0. Este resultado está conectado
al resultado encontrado en [100] cuando ponemos la temperatura T = 0.
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Este ejemplo nos muestra que, cuando M (0) es una matriz Hermı́tica, este enfoque perturbativo
nos permite encontrar las correcciones de primero y segundo orden de los autovalores de ρρ̃.

Existen ciertos casos en los cuales no se tiene necesariamente una matriz M (0) hermı́tica. Esto
ocurre cuando partimos de un estado no maximalmente entrelazado. En estos casos, proponemos
modificaciones a los métodos usados para calcular las correcciones a los autovalores. El problema
perturbativo en la Ec (3.23) seguirá siendo válido cuando los autovalores de M (0) (no necesariamente
hermı́tica) sean reales. Esta condición es satisfecha siempre por M = ρρ̃ , debido a que tiene
los mismos autovalores que la matriz hermı́tica

√
ρρ̃
√

ρ [101]. Por ejemplo consideremos el caso
presentado en la referencia [100] donde el estado inicial está dado por

ρ(0) =




0 0 0 0
0 p q 0
0 q∗ 1− p 0
0 0 0 0


 . (3.37)

Esto conduce a una matriz no hermı́tica M(0) con autovalores reales. En general tenemos que
resolver el siguiente problema de autovalores

M |ψr〉 = λ|ψr〉 (3.38)

donde |ψr〉 son los autovectores a la derecha. Calcularemos los autovectores a la izquierda usando
la ecuación siguiente:

M †|ψ`〉 = λ̃|ψ`〉. (3.39)

Tomando el conjugado hermı́tico de (3.38) y (3.39) tenemos

〈ψr|M † = λ∗〈ψr|
〈ψ`|M = λ̃∗〈ψ`|. (3.40)

Ya que M tiene autovalores positivos entonces, dados dos autovalores diferentes de M (0), la siguiente
afirmación es verdadera:

〈ψ`2|M |ψr1〉 = λ1〈ψ`2|ψr1〉
〈ψ`2|M |ψr1〉 = λ2〈ψ`2|ψr1〉 (3.41)

y a partir de esta
(λ1 − λ2)〈ψ`2|ψr1〉 = 0. (3.42)

Los autovectores que corresponden a un autovalor λ1 son ortogonales a los autovectores derechos
que corresponden a un autovalor diferente λ2. Adicionalmente, usaremos la constante de norma-
lización en una forma tal que 〈ψ`|ψr〉 = 1. Podemos ahora calcular las correcciones de primero y
segundo orden a los autovalores de M (0):

λ
(1)
i = 〈ψ`

(0)
i |M (1)|ψ(0)

ri 〉 (3.43)

λ
(2)
i =

∑

j

〈ψ`
(0)
j |M (1)|ψ(0)

ri 〉〈ψ`
(0)
i |M (1)|ψ(0)

rj 〉
λ

(0)
i − λ

(0)
j

+〈ψ`
(0)
i |M (2)|ψ(0)

ri 〉. (3.44)

A partir de estas fórmulas podemos calcular la tasa de concurrencia la cual despúes de algunos
calculos, da como resultado:

C(t) = 2|q|+ 2
[
gqI(2p− 1)− γ|q|2(2n̄ + 1)

|q|
− γ

√
n̄(n̄ + 1)

]
t + . . . (3.45)
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donde qI = Im(q). Este resultado concuerda con el que se encuentra en [100] para la tasa de
entrelazamiento para t = 0 y n̄ = 0 (debido a que, independientemente de los términos de las
derivadas de orden mas alto de C(t) evaluadas en t = 0 es la misma que en [100] a este tiempo).
Se obtiene información adicional a partir de la (3.45) si hacemos válido este resultado a tiempos
cortos. Esta relación revela la dependencia con la temperatura, por ejemplo, este problema es muy
duro de resolver en el caso exacto, pero usando este método podemos tener información de la
influencia de la temperatura. La concurrencia a tiempos cortos está dada para cualquier estado
entrelazado de un sistema bipartito bidimensional, variando desde un estado separable hasta un
estado maximalmente entrelazado.

La última afirmación se verifica trivialmente a partir de los casos presentados en los ejemplos
precedentes, debido a que sólo un parámetro, la escala de tiempo asociado con γ, es el relevante,
entonces si la condición γt ¿ 1 es suficiente para asegurar que la serie tenga convergencia y por
lo tanto truncarla al orden t. En el último ejemplo estudiado el problema es algo diferente debido
a que hay dos escalas de tiempo asociadas a los parámetros g y γ, que están en competición en
los procesos de entrelazamiento y decorencia. Para clarificar este punto tomemos, sin pérdida de
generalidad, un parámetro real q y T = 0, el término de segundo orden de la concurrencia está dado
por

C(t) = 2q − 2qγt +

((
g

γ

)2
√

(p− p2) (1− 2p)2

q
+ q

)
γ2t2 + O

(
t3

)
(3.46)

En este caso podemos tomar como parámetros de la expansión γt ¿ 1. Entonces, el régimen g ¿ γ
es trivial debido a que el sistema es amortiguado rápidamente al estado fundamental (es un sistema
atómico). El régimen γ ¿ g se obtiene cuando el término de amortiguamiento de la ecuación
maestra es despreciable con respecto a la evolución unitaria.

A partir del resultado en (3.46) puede verse que los coeficientes de segundo orden dependen
del estado inicial, como se esperaba. El rol de la condición inicial juega en la convergencia de la
serie está restringido por |q|2 ≤ p− p2, lo cual garantiza la validés de la matriz densidad. Los dos
casos extremos son p = 0 o p = 1, pero la condición impuesta en la matriz densidad implica que
|q| = 0, la concurrencia del estado inicial es cero, lo cual es correcto, debido a que en este caso
no está entrelazado. El coeficiente de segundo orden es finito en este caso debido a que |q| → 0
y p − p2 → 0, simultánemaente, entonces para g ≈ γ y γt ¿ 1 la concurrencia de tiempo corto
es válida. En el caso de estados maximalmente entrelazados |q| = 1/2, p = 1/2, el coeficiente de
segundo orden es independiente de g, y de nuevo la concurrencia de tiempo corto es válida. En los
casos intermedios 0 < |q| < 1/2 el coeficiente del término de segundo orden es más pequeño que el
coeficiente del término de primer orden cuando γt ¿ 1 y g comparable a γ o g ¿ γ.

Otras situaciones, como el caso estudiado en la referencia [102] para el cálculo exacto de la
concurrencia para estados entrelazados del campo de dos modos en presencia de amortigüamiento
de fase, pueden también abordarse siguiendo el esquema descrito en esta sección, estudiando la
evolución de tiempo corto de la concurrencia.

En resumen, hemos estudiado el comportamiento de tiempo corto del entrelazamiento para un
sistema inicialmente preparado en un estado ya sea maximalmente o no maximalmente entrelazado,
y evolucionando bajo dinámicas disipativas. Un enfoque perturbativo nos permite calcular las deri-
vadas de la concurrencia de Wootters alrededor de t = 0. Defininimos la tasa de entrelazamiento en
términos de la primera derivada de la concurrencia. Una teoŕıa perturbativa similar a los métodos
estándar usados en mecánica cuántica nos permite encontrar los autovalores de la matriz inicial
R2 = ρ(0)ρ̃(0), y entonces calcular la concurrencia definida por Wootters.

3.4. El testigo de entrelazamiento.

En esta sección presentamos la forma de calcular el “operador testigo de entrelazamiento” cuan-
do un estado inicialmente entrelazado evoluciona bajo diferentes mecanismos de disipación. Estos
mecanismos de disipación constituyen básicamente disipación de fase y disipación de amplitud de
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estados fotónicos. Adicionalmente se estudia el comportamiento del operador testigo de entrelaza-
miento para el estado entrelazado de dos estados coherentes (dos gatos de Schödinger entrelazados)
que se encuentra conectado a un baño térmico a temperatura T = 0.

El testigo de entrelazamiento es un operador W definido en el espacioHA⊗HB que es hermı́tico,
por lo tanto un observable en este espacio. La definición de este operador tiene una conexión directa
con el criterio de Peres−Horodecki para separabilidad de estados bipartitos y multipartitos llamado
criterio de la Transpuesta Parcial Positiva (del inglés Positive Partial Tranpose). Peres introdujo este
criterio de separabilidad de estados bipartitos (para qubits) , mostrando que la transpuesta parcial
(transposición respecto al sistema B, por ejemplo) de la matriz densidad de un estado separable debe
también ser una matriz densidad. Como hemos explicado en el caṕıtulo de introducción teórica la
positividad de la matriz densidad es una propiedad crucial, si se quiere que ésta represente un estado
f́ısico de un sistema. Sin embargo no siempre es verdad que la transposición parcial de la matriz
densidad conduzca también a un operador densidad. Lo relevante en el criterio de Peres−Horodecki
es que se viola la positividad si y sólo si el estado es no separable.

Dado que el operador testigo de entrelazamiento es un observable, para que sea un buen de-
tector de separabilidad de estados debe ser sensible al conjunto de autovalores negativos de la
matriz transpuesta parcial. La familia Horodecki demostró que una matriz densidad ρ en HA⊗HB

representa un estado entrelazado si y sólo si existe una matriz hermı́tica W = W †, un testigo de
entrelazamiento, tal que

Tr(Wρent) < 0 (3.47)

y para todo estado separable ρsep

Tr(Wρsep) ≥ 0 (3.48)

Este criterio establece que si el valor esperado del observable testigo de entrelazamiento W es
positivo, entonces el estado es separable, mientras que si este valor esperado es negativo el estado
está entrelazado.

Investigaciones posteriores proponen una descomposición del operador testigo de entrelazamien-
to en términos de un conjunto de mediciones locales, lo cual permitiŕıa en principio establecer si
un estado es o no separable simplemente realizando estas mediciones locales. En otras palabras, si
se encuentra una forma de caracterizar una familia de estados mediante una descomposición del
operador testigo en términos de mediciones locales podremos decidir respecto a la separabilidad o
no de un estado sin tener que caracterizar el estado en su totalidad.

En esta sección se muestra que efectivamente se puede establecer esta decomposición del testigo
de entrelazamiento en términos de los operadores de Pauli asociados a cada sistema individual, aún
cuando el estado evoluciona en presencia de diferentes mecanismos de disipación. Este resultado
muestra que basta con medir estos operadores de Pauli en cualquier tiempo para determinar si el
estado es separable o no.

3.4.1. Estados de Fock entrelazados.

Considere un sistema en el estado inicial |ψ〉 . El sistema se supone que está en contacto con
un baño térmico a T = 0, la evolución de este sistema está descrita por

dρ

dt
=

γ1

2
(2aρa† − a†aρ− ρa†a) +

γ2

2
(2bρb† − b†bρ− ρb†b) (3.49)

donde a, a†, b, b† son los operadores de creación y destrucción de los dos modos del campo elec-
tromagnético cuyo estado es un estado entrelazado (por ejemplo puede representar los estados de
polarización o el campo de una cavidad bimodal), γi corresponde a las tasas de decaimiento debido
al efecto del baño. En la base de estados de Fock {|nm〉} la última ecuación se escribe ahora
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ρ̇ijkl =
γ1

2
[2

√
(i + 1)(j + 1)ρi+1j+1kl

−(i + j)ρijkl]

+
γ2

2
[2

√
(k + 1)(l + 1)ρij,k+1l+1

−(k + l)ρijkl] (3.50)

los sub́ındices i, j y k, l corresponden al primer y segundo qubit respectivamente. Los procesos de
decaimiento se consideran debidos a baños acoplados de forma independiente a los modos. Si la
enerǵıa disponible en el sistema no es suficiente para generar estados con un número de fotones
igual o superior a 2 en las cavidades se obtiene un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales.
Las soluciones para este sistema de ecuaciones se obtienen de manera muy simple por integración
directa. Si los ı́ndices j, k, l, m no son todos simultáneamente cero podemos escribir una expresión
abreviada de las soluciones:

ρijkl(t) = ρ̄ijkle
−γijklt + εijklRijkle

−γijklt(1− e−γklijt) (3.51)

donde hemos definido εijkl ≡ |(i + j − δij) − (k + l − δkl|/2; γijkl ≡ (i + j)γ1/2 + (k + l)γ2/2 y
Rijkl ≡ δij ρ̄ijkl+δklρ̄ijkl (la barra indica la condición inicial de los elementos de matriz). El elemento
de matriz ρ0000 es ligeramente diferente y puede escribirse como

ρ0000 = (ρ̄0011 + ρ̄1111)(1− e−γ1t)
+(ρ̄1100 + ρ̄1111)(1− e−γ2t)
−ρ̄1111(1− e−(γ1+γ2)t) + ρ̄0000 (3.52)

Una vez obtenida la solución para todos los elementos de la matriz densidad, partiendo de un
estado inicial arbitrario podemos considerar los casos particulares de un estado no maximalmente
entrelazado |φ〉 = a′|01〉+ b′|10〉. La matriz densidad inicial es entonces

ρ0 = |φ〉〈φ| =




0 0 0 0
0 |a′|2 a′b′∗ 0
0 a′∗b′ |b′|2 0
0 0 0 0


 (3.53)

Los únicos elementos que son diferentes de cero en la solución de la ecuación maestra son los
siguientes

ρ0011 = p1ρ̄0011

ρ1100 = p2ρ̄1100

ρ1001 =
√

p1p2ρ̄1001

ρ0110 =
√

p1p2ρ̄0110

ρ0000 = (1− p1)ρ̄0011 + (1− p2)ρ̄1100, (3.54)

donde pi = e−γit. La transpuesta parcial (en el segundo qubit) de la matriz densidad al tiempo t es

ρTB =




A 0 0 qρ̄1001

0 p1ρ̄0011 0 0
0 0 p2ρ̄1100 0

qρ̄0110 0 0 0


 (3.55)

donde hemos definido q =
√

p1p2 y A = (1− p1)ρ̄0011 + (1− p2)ρ̄1100. El próximo paso es calcular
los autovalores negativos y el correspondiente autovector. Si el estado inicial está maximalmente
entrelazado tenemos.
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λ− =
(1− p1)ρ̄0011 + (1− p2)ρ̄1100

2

×
(

1−
√

1 +
4q2|ρ̄1001|2

|(1− p1)ρ̄0011 + (1− p2)ρ̄1100|2
)

(3.56)

el cual es siempre negativo. Por lo tanto, este etado está siempre entrelazado, el autoestado corres-
pondiente es

|e〉 = N

(
|00〉+

qρ̄0110

λ−
|11〉

)

N es el factor de normalización. El operador testigo de entrelazamiento W = |e〉〈e|TB está dado
por

W = |N |2




1 0 0 0
0 0 qρ̄0110

λ− 0
0 qρ̄0110

λ− 0 0

0 0 0 q2|ρ̄0110|2
|λ−|2


 (3.57)

Consideremos ahora un estado inicial de la forma |ψ〉 = a′|00〉 + b′|11〉, que posee una matriz
densidad correspondiente dada por

ρ = |ψ〉〈ψ| =




|a′|2 0 0 a′b′∗

0 0 0 0
0 0 0 0

a′∗b′ 0 0 |b′|2


 (3.58)

la matriz densidad al tiempo t tendrá los siguientes elementos diferentes de cero

ρ1111 = p1p2ρ̄1111

ρ1010 = qρ̄1010

ρ0101 = qρ̄0101

ρ1100 = p1(1− p2)ρ̄1111

ρ0011 = p2(1− p1)ρ̄1111

ρ0000 = [(1− p1)(1− p2)]ρ̄1111 + ρ̄0000 (3.59)

la transpuesta parcial será

ρTB =




A′ 0 0 0
0 p2d1ρ̄1111 qρ̄0101 0
0 qρ̄1010 p1d2ρ̄1111 0
0 0 0 q2ρ̄1111


 (3.60)

donde di = 1− pi, A′ = d1d2ρ̄1111 + ρ̄0000

El autovalor negativo de esta transpuesta parcial que puede resultar negativo es

λ− =
cρ̄1111

2
×

[
1−

√
1 + f [|ρ̄1010|2 − d1d2|ρ1111|2]

]
(3.61)

con f = 4q2/[cρ̄1111]2 y c = p2(1− p1) + p1(1− p2). El autovalor es negativo si y sólo si se cumple
la condición

(1− p1)(1− p2)|ρ1111|2 < |ρ̄1010|2 (3.62)
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Esta relación establece una condición de separabilidad. Por lo tanto, este caso es diferente del
primero en cuanto a comportamiento del entrelazamiento en función del tiempo. El autovector
correspondiente al autovalor en consideración (el que puede ser negativo) está dado por

|e〉 = N

[
|01〉+

q2ρ̄1010

p1(1− p2)ρ̄1111 − λ′−
|10〉

]

Por lo tanto, el testigo de entrelazamiento W ′ = |e′〉〈e′|TB en este caso está dado como

W ′ = |N |2




0 0 0 Cρ̄1010

0 1 0 0
0 0 |Cρ̄1010|2 0

Cρ̄1010 0 0 0


 (3.63)

donde C = (q2ρ̄1010)/(p1(1− p2)ρ̄1111 − λ−)

3.4.2. Disipación de Fase

Cuando se considera disipación de fase la ecuación de Limbland tiene la forma

dρ

dt
=

γ1

2
[2n̂1ρn̂1 − n̂1ρ− ρn̂1] +

γ2

2
[2n̂2ρn̂2 − n̂2ρ− ρn̂2] (3.64)

si escogemos de nuevo la base Fock {|nm〉}, la ecuación toma la forma

ρ̇ijkl = {γ1

2
[2ij − (i + j)] +

γ2

2
[2kl − (k + l)]}ρijkl (3.65)

donde (como antes) las primas se refieren a los estados finales de Fock. La solución se obtiene
inmediatamente

ρijkl = ρ̄ijkle
γijklt

γijkl =
γ1

2
[2ij − (i + j)]

+
γ2

2
[2kl − (k + l)] (3.66)

La caractaŕıstica de la disipación de fase es que únicamente los elementos fuera de la diagonal
decaen en el tiempo, la diagonal de la matriz densidad permanecen en el tiempo. Si el sistema
está inicialmente en el estado |φ〉, el estado final viene dado en este caso por

ρ =




0 0 0 0
0 ρ̄0011 qρ̄0110 0
0 qρ̄1001 ρ̄1100 0
0 0 0 0


 (3.67)

el autovalor negativo es λ− = −q|ρ̄1001|2 y el autovector es |e〉 = 1√
2
(|00〉−eiϕ|11〉), tenemos ϕ = 0.

Por lo tanto el testigo de entrelazamiento es

W =
1
2




0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0


 (3.68)

Si el estado inicial es |ψ〉, entonces la matriz densidad en el tiempo t está dada por

ρ =




ρ̄000 0 0 qρ̄0101

0 0 0 0
0 0 0 0

qρ̄1010 0 0 ρ̄1111


 (3.69)
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el autovalor negativo y su autovector son λ− = −q|ρ̄1010|2, |e〉 = 1√
2
(|01〉− eiϕ|10〉), tenemos ϕ = 0.

El testigo de entrelazamiento, en este caso es, por lo tanto

W ′ =
1
2




1 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 1


 (3.70)

3.4.3. Estados coherentes entrelazados

Consideremos dos estados coherentes entrelazados y un proceso de disipación. Seguimos el
enfoque presentado en la referencia [64]. En esta referencia se presenta la evolución de un gato de
Schrödinger en presencia de un reservorio a T = 0 en el estado de vaćıo. Entonces el estado final,
que se obtiene trazando sobre las variables de reservorio (en el ĺımite N →∞), es

ρ(t) = N2
+[|αt〉〈αt|+ | − αt〉〈−αt|

+κ(| − αt〉〈αt|+ |αt〉〈−αt|)] (3.71)

donde N+ = 1/
√

2(1 + e−2|α|2), κ = e−2F (t)|α|2 ; F (t) = 1 − ξ(t) = 1 − e−γt. Estamos interesados
en la evolución de un sistema en este reservorio con un estado inicial entangled del tipo |Ψ〉 =
C0(|α〉|η〉+ | − α〉| − η〉). La matriz densidad final, siguiendo (3.71) está dado por

ρ(t) = |C0|2[|α〉〈α| ⊗ |η〉〈η|
+| − α〉〈−α| ⊗ | − η〉〈−η|
+κακη(|α〉〈−α| ⊗ |η〉〈−η|
+| − α〉〈α| ⊗ | − η〉〈η|)] (3.72)

Necesitamos escoger una base ortonormal apropiada. Esta base está formada por la base |±〉 la
cual se define como

|±〉 = N±(|α〉 ± | − α〉) (3.73)

donde N± = 1/
√

2(1± e−2|α|2). A partir de la Ec. (3.73) tenemos

| ± α〉 =
1

N+
|+〉 ± 1

N−
|−〉

Entonces el estado final puede está descrito por

ρ(t) = 2|C0|2
[ak|+ +〉〈+ + |+ āk| − −〉〈− − |
+bk̄|+−〉〈−+ |+ b̄k| −+〉〈+− |
+qk(|+ +〉〈− − |+ | − −〉〈+ + |)
+qk̄(|+−〉〈+− |+ | −+〉〈−+ |)] (3.74)

En la base {|+ +〉, |+−〉, | −+〉, | − −〉}, la transpuesta parcial de la matriz densidad es

ρTB = 2|C0|2




ak 0 0 qk̄
0 bk̄ qk 0
0 qk b̄k̄ 0
qk̄ 0 0 āk


 (3.75)
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donde a = (N2
+M2

+)−1,ā = (N2−M2−)−1,b = (N2
+M2−)−1, b̄ = (N2−M2

+)−1 q = (N+N−M+M−)−1 y
k = 1 + κακη,k̄ = 1− κακη. Los autovalores son

λ1,2 =
(a + ā)k

2

(
1±

√
1−Q

)

λ3,4 =
(b + b̄)k̄

2

(
1±

√
1 + Q

)
(3.76)

donde Q =
(
16q2κακη

)
/[(a+ ā)k]2. Hay sólo un autovalor que es siempre negativo, espećıficamente

λ− =
(b + b̄)k̄

2

(
1−

√
1 + Q

)

Esto significa que el estado está siempre entrelazado. El autovector puede escribirse como

|e〉 = N(|+−〉+ P | −+〉)
con P =

(
bk̄ − λ−

)
/qk, N un factor de normalización conveniente. Por lo tanto, el operador testigo

de entrelazamiento correspondiente es

W = |N |2




0 0 0 P
0 1 0 0
0 0 P 2 0
P 0 0 0


 (3.77)

3.4.4. Medida del operador testigo de entrelazamiento

En la sección previa hemos calculado el testigo de entrelazamiento a partir de los autovectores
que corresponden al autovalor negativo de la matriz densidad en la que se ha efectuado la operación
de transposición parcial.

Se distinguen dos casos. Si la forma general de un autovector negativo es |e〉 = α|00〉 + β|11〉,
el testigo de entrelazamiento puede decomponerse en términos de las matrices sigma siguiendo la
forma

W = 1⊗ 1 + σz ⊗ σz + (|α|2 − |β|2)(σz ⊗ 1 + 1⊗ σz)
+αβ(σx ⊗ σx + σy ⊗ σy) (3.78)

donde α = N y β = N
√

p1p2ρ̄0110

λ− .
Por otro lado, si el autovector asociado al autovalor negativo tiene la forma |e〉 = α|01〉+β|10〉

el operador testigo de entrelazamiento puede decomponerse en una manera similar

W = 1⊗ 1− σz ⊗ σz + (|α|2 − |β|2)(1⊗ σz − σz ⊗ 1)
+αβ(σx ⊗ σx − σy ⊗ σy) (3.79)

Esto muestra que para determinar la separabilidad de los estados a cualquier tiempo basta
con que cada parte realice las mediciones de σx, σy, σz y mediante comunicación clásica puede
reconstruir el operador testigo de entrelazamiento en la forma indicada para cada caso.

En este caṕıtulo se ha presentado tanto un mt́odo para estudiar el comportamiento del entre-
lazamiento en sistemas sujetos a disipación, el cual resulta válido a tiempos cortos. Este método
permite establecer una escala caracteŕıstica de tiempo, en la cual se genera o se pierde el en-
trelazamiento de estados bipartitos. Por otro lado, se muestra también que el operador testigo
de entrelazamiento puede descomponerse en términos de cantidades observables locales, una vez
medidos estos operadores se pueden en principio recosntruir el operador de entrelazamiento. Este
procedimiento requiere de una cantidad de mediciones menor a la que se requiere para determinar el
estado. Este mecanismo resulta útil cuando se está interesado en saber si el estado está entrelazado
con la mayor eficiencia posible.



4. COMPUTACIÓN CUÁNTICA CON QUTRITS EN IONES ATRAPADOS

4.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 se dijo que bloques fundamentales sobre los que se construye la Computación
Cuántica y la Teoŕıa de la Información Cuántica constituyen los qubits [7], los cuales son sistemas
cuánticos de dos niveles, los mismos que para que sean útiles, deben ser distinguibles y susceptibles
de manipulación tanto colectiva como individual. Las operaciones que se realizan sobre los qubits
constituye lo que se denomina compuertas cuánticas (quantum gates) que constituyen una analoǵıa
de las compuertas lógicas usadas para el procesamiento de la información clásica. El caso más simple
de manipulación colectiva se reduce a una compuerta cuántica bipartita, es decir una compuerta que
actúa sobre dos qubit, por ejemplo la compuerta NOT controlada (controlled-NOT ó C-NOT) [12],
también llamada compuerta XOR. El funcionamiento de la XOR consiste en realizar una operación
de intercambio de estados (flipping) en los que se encuentra un qubit, llamado blanco en dependencia
del estado del otro qubit llamado control. Si el estado del control es |1〉, el estado del qubit blanco
es intercambiado, en otros casos el blanco permanece en su estado. La realización experimental de
una compuerta XOR de dos qubits se ha estudiado en diversos sistemas f́ısicos, por ejemplo: Iones
Atrapados [30, 10], resonancia magnética nuclear NMR (Nuclear Magnetic Resonance) [31, 32, 33],
sistemas de electrodinámica cuántica de cavidad CQED (cavity QED) y Heterostructuras cuánticas
[34, 35, 36].

En estudios recientes, se plantea el uso de sistemas cuánticos de dimensiones más altas procesa-
miento de información cuántica. A pesar de que estos sistemas están disponibles en la naturaleza,
no se sabe con certeza que ventajas comparativas deben tener respecto a los qubits. Con la inten-
ción de responder esta interrogante, se han hecho varios planteamientos respecto de las ventajas
en algunos procesos. Dado que el recurso fundamental para la computación e información cuánti-
cas es el entrelazamiento, los autores en [103] plantean la posibilidad de generarlo entre sistemas
cuánticos de tres niveles. El uso de los qutrits ha probado, por ejemplo, ser más seguro en contra
de un ataque simétrico en un protocolo de distribución de claves [104]. Estos estudios requieren
una generalización de la compuerta XOR, en la referencia [48], se propone una generalización a
sistemas de d-niveles o qudits la cual se ha llamado compuerta GXOR. Esta compuerta opera so-
bre el producto tensorial de dos qudits, es decir, estados que pertenecen a un espacio de Hilbert
d− dimensional . Se han estudiado adicionalmente, borde de entanglement, [105], discriminación
entre estados de Bell de qudits [106], entanglement entre qudits [107], paradoja GHZ para qudits
[108], computación cuántica con qudits [109], tomograf́ıa de estados de qudits [110], entanglement
swapping entre sistemas de multiqudits [111]. Recientemente se ha propuesto un protocolo de com-
plejidad de conmunicación cuántica con dos qutrits entrelazados [113]. Experimentalmente se ha
dado un gran paso hacia el uso de sistemas cuánticos de dimensiones grandes, debido al trabajo
experimental de generación de entanglement de qutrits usando estados de dos fotones de un proceso
de PDC (parametric down conversion) [114].

La idea de esta sección es abordar la implementación de compuertas cuánticas para computa-
ción basada en qudits, explotando la posibilidad de manipulación coherente de iones en una trampa
lineal [30]. El interés primario en estudiar computación cuántica con qutrits en lugar de qubits es
la, exponencialmente creciente, disponibilidad de un espacio de Hilbert con la misma cantidad de
recursos f́ısicos. En particular, enfocamos nuestra atención en la implementación de la compuerta
condicional entre dos qutrits, XOR(3). Adicionalmente, se propone un protocolo para la transfor-
mada de Fourier cuántica entre qutrits. La extensión de la implementación f́ısica desde qubits a los
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qutrits no es trivial debido a las operaciones coherentes requeridas en un espacio de Hilbert tridi-
mensional. De lo que se conoce hasta ahora, hay una propuesta de una implementación para una
compuerta condicional para qudits llamada GXOR basada en la interacción de modos de campo
[48], la cual asume la existencia de una transformada de Fourier discreta para un estado del campo
arbitrario que está en un espacio d−dimensional de uno de los modos del campo.

Aqúı la compuerta condicional entre dos qutrits está convenientemente expresada como:

XOR
(3)
12 | i〉1 | j〉2 =| i〉1 | j ± i〉2 (4.1)

donde j ± i denota la adición (diferencia ) i± j, módulo (3). Como se mostrará esta compuerta se
descompone como XOR

(3)
mn = F−1

n PmnFn, donde Fn es la transformada de Fourier cuántica para
un qutrit, y Pmn es una compuerta de fase condicional para qutrits, donde m y n son los qutrits
de control y blanco, respectivamente. Lo anterior significa que la compuerta XOR(3) se genera en
dos pasos. El primero es la generación de una transformada de Fourier discreta, la cual requiere
la manipulación coherente de las poblaciones en un espacio tridimensional de Hilbert. La segunda
es la compuerta de corrimiento de fase condicional, la cual requiere la intervención de un canal
cuántico auxiliar de los qutrits.

4.2. Compuerta arbitraria sobre qutrits

Consideraremos la realización de una compuerta general para un qutrit individual. Matemática-
mente, una operación unitaria arbitraria sobre qutrits, una operación U(3) , se puede descomponer
en una secuencia de operaciones SU(2). Un arreglo f́ısico para este se obtiene en un arreglo lineal de
iones atrapados, donde los qutrits se definen usando la estructura de niveles Zeeman, en un ión de
138Ba+ , colocado en una trampa de Paul. Una representación de esta estructura de niveles se pre-
senta en la figura (4.2). En esta figura se puede ver que es posible implementar independientemente
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Fig. 4.1: Configuración Raman para definir los estados lógicos de un qutrit en iones atrapados.

dos configuraciones Raman entre los niveles 6S1/2(m = −1/2), 6P1/2(m = 1/2), 5D3/2(m = −1/2)
y los niveles 6S1/2(m = −1/2), 6P3/2(m = −3/2), 5D3/2(m = −1/2). Las configuraciones Raman
requieren luz polarizada σ+ y σ−. La naturaleza de los niveles energéticos del electrón en el ión,
requiere que se use diodos láser [115] de 760 nm para establecer las interacciones. En este caso, los
valores t́ıpicos de los campos magnéticos para el desdoblamiento Zeeman son del orden de los 10
Gauss, y la diferencia de enerǵıa entre dos subniveles Zeeman es: u = 0,14| ~B|[MHz/G] para el nivel
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Fig. 4.2: Estructura de niveles electrónicos de un ión atrapado. La información cuántica de los qutrits está al-
macenada en los niveles |0〉, |1〉, and |2〉. Las transiciones que involucran interacciones efectivas entre
los niveles | |0〉〉 → |1〉 y |0〉 → |2〉 están conducidas por campos cásicos con diferentes polarizaciones.

S1/2, u = 2
30,14| ~B|[MHz/G] para el nivel P1/2 y u = 4

50,14| ~B|[MHz/G] para D3/2. A partir de
estos valores la diferencia de enerǵıa t́ıpica es de unos pocos MHz. La frecuencia de transición entre
los niveles S ⇔ P y D ⇔ P son t́ıpicamente de los cientos de MHz, y la frecuencia de oscilación
del ión en la trampa reportada es del orden de los diez MHz [7, 116].

Una operación extra sobre un solo ión es necesaria para implementar la operación de la com-
puerta cuántica controlada, debido a la presencia de una fase residual que aparece cuando se usan
solamente las dos transiciones Raman. Esta fase se remueve con una configuración Raman adicional
que en este caso involucra las transiciones 6S1/2(m = −1/2),6P1/2(m = −1/2),5D3/2(m = 1/2).
La transición S ⇔ P se realiza usando un láser con polarización π, y la transición S ⇔ D, usando
una polarización σ− para el campo electromagnético. Si en lugar de usar iones de Berilio se usan
iones Ca+ la implementación se realiza siguiendo un esquema similar. Sin embargo, el uso de iones
de Ca+ implica que la operación extra se hace mediante un campo muy intenso que se acopla
cuadrupolarmente al ión y provoca una transición directa entre los niveles 6S1/2 y 5D5/2, la cual
está prohibida en los acoplamientos dipolares. Toda esta discusión de los parámetros que describen
las caracteŕısticas dinámicas del sistema, hacen que sea factible la implementación de computación
cuántica con qutrit, para lo cual se usa los niveles finos de iones de Bario atrapados [117].

Aqúı consideraremos una estructura simplificada de los niveles de los iones, en la cual se pre-
sentan únicamente las transiciones electrónicas relevantes, como se muestra en la Fig. (4.2). Los
niveles {|0〉 , |1〉 , |2〉 } constituyen los estados lógicos de un qutrit individual. El nivel |0′〉, es un nivel
auxiliar necesario cuando se definen las compuertas condicionales entre dos qutrits. Un ingrediente
clave es la existencia de dipolos eléctricos que prohiben las transiciones |0〉 → |1〉 and |0〉 → |2〉.
Todas estas transiciones se alcanzan con transiciones Raman a través de canales independientes
asociados con las polarizaciones ortogonales, conducidas por campos clásicos Ω03, Ω13, Ω04 y Ω24.

En este sistema las poblaciones de los niveles del ión se manipulan seleccionando la operación
coherente deseada. Por ejemplo, podemos operar independientemente con las transiciones |0〉 → |1〉,
|0〉 → |2〉, |1〉 → |2〉 ajustando los parámetros. El Hamiltoniano que describe este sistema efectivo,
bajo las aproximaciones estándar dipolar y de onda rotante (rotating wave aproximation o más
corto RWA), está dado por

H =
∑

j

~ωj |j〉〈j|+ ~{e−iν2t (Ω04 |4〉 〈0|+ Ω03 |3〉 〈0|)

+e−iν1t (Ω13 |3〉 〈1|+ Ω24 |4〉 〈2|) + h.c.} (4.2)

donde j = 0, 1, 2, 3, 4. Los perfiles espaciales de los campos Raman se han considerado impĺıcitamen-
te como factores de fase. En un primer paso, sólo la transición portadora de los iones se considera, de
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tal forma que no se incluyen efectos expĺıcitos en en el movimiento del centro de masa del ión. Asu-
miendo las siguientes condiciones: ∆ = (ω4−ω0)−ν2 = (ω3−ω0)−ν2 = (ω4−ω2)−ν1 = (ω3−ω1)−ν1

y ∆ À Ω04, Ω03, Ω31, Ω42; los niveles superiores | 3〉 y | 4〉 decaen rápidamente y pueden ser elimi-
nados adiabáticamente, conduciendo a un Hamiltoniano efectivo:

H

~
= −|Ω31|2

∆
|1〉〈1| − |Ω42|2

∆
|2〉〈2| − |Ω30|2 + |Ω40|2

∆
|0〉〈0|

−{Ω31Ω∗30

∆
|0〉〈1|+ Ω42Ω∗40

∆
|0〉〈2|+ h.c.} (4.3)

Suponiendo las condiciones adicionales,

|Ω31|2
∆

=
|Ω42|2

∆
=
|Ω30|2 + |Ω40|2

∆
(4.4)

podemos encontrar la evolución para el sistema. Después de algunos cálculos el operador de evolu-
ción en el espacio restringido tridimensional generado por {|2〉, |1〉, |0〉} está dado por:

U (ϕ) =




1 + |g|2 C(ϕ) gg′∗C(ϕ) −ig sinϕ

g′g∗C(ϕ) 1 + |g′|2 C(ϕ) −ig′ sinϕ
−ig∗ sinϕ −ig′∗ sinϕ cosϕ


 (4.5)

donde ϕ = Ωt es un tiempo de interacción adimensional, C(ϕ) = (cosϕ − 1), y Ω2 = |κ′|2 + |κ|2.
Hemos introducido la notación g = κ/Ω, y g′ = κ′/Ω, donde κ = Ω04Ω∗24/∆ y κ′ = Ω03Ω∗13/∆.
Este operador de evolución permite implementar todas las operaciones coherentes requeridas entre
cualquier par de estados lógicos. Por ejemplo, para activar las transiciones |1〉 → |2〉, asumimos
ϕ = π en la Eq. (4.5), tal que

U1 =




cosα −eiβ1 sinα 0
− e−iβ1 sinα − cosα 0

0 0 −1


 , (4.6)

donde hemos definido
cosα = |κ′|2−|κ|2

|κ′|2+|κ|2 and eiβ1 = κκ′∗/
∣∣κκ′∗

∣∣ . (4.7)

Otras transiciones se alcanzan manipulando los acoplamientos κ en la transición |0〉 → |2〉, or κ′ en
la transición |0〉 → |1〉. Por ejemplo, la transición |0〉 → |2〉 se accede asumiendo que κ′ = 0 de tal
forma que:

U2 =




cosϕ2 0 −ie−iβ2 sinϕ2

0 1 0
−ieiβ2 sinϕ2 0 cosϕ2


 , (4.8)

donde κ = eiβ2 |κ| y ϕ3 = |κ| t. Finalmente para la transición | 0〉 →| 1〉 asumimos κ = 0:

U3 =




1 0 0
0 cosϕ3 −ieiβ3 sinϕ3

0 −ie−iβ3 sinϕ3 cosϕ3


 , (4.9)

donde κ′ = eiβ3 |κ′| y ϕ3 = |κ′| t. Para generar cualquier operador SU(3) [126] necesitamos tener
una descomposición de ocho parámetros independientes. En las operaciones anteriores tenemos seis
parámetros involucrados. La combinación de dos procesos dispersivos en los canales |0〉 → |1〉 y
|0〉 → |2〉 conducen a las evoluciones dispersivas

UD =




ei% 0 0
0 eiε 0
0 0 e−i(%+ε)


 . (4.10)
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lo cual proporciona dos parámetros adicionales.
En particular podemos enfocarnos ahora en el cálculo de la transformada de Fourier cuántica

para un qutrit, la cual es una operación unitaria (ver 4.4)definida por

F |j〉 =
1√
3

2∑

l=0

e2iπlj/3 |l〉 . (4.11)

Expĺıcitamente, los estados transformados |j̄〉 = F |j〉 pueden escribirse como

|0̄〉 =
1√
3

(|0〉+ |1〉+ |2〉) (4.12)

|1̄〉 =
1√
3

(
|0〉+ e2iπ/3 |1〉+ e−2iπ/3 |2〉

)

|2̄〉 =
1√
3

(
|0〉+ e−2iπ/3 |1〉+ e2iπ/3 |2〉

)

Esta transformación se obtiene usando el operador general que hemos calculado antes, para la tran-
sición portadora, y combinando con las transiciones adiabáticas en ambos canales de polarización.
A partir de los resultados expuestos en el apéndice B se encuentra que la transformada de Fourier
se descompone en la forma

F = iUDU2U3U1 (4.13)

donde cada uno de estas operaciones se obtiene a partir de los procesos anteriores: En UD, si se
pone % = π/3, ε = π/6, obtenemos

UD =




eiπ/3 0 0
0 eiπ/6 0
0 0 e−iπ/2


 . (4.14)

En U1 con α = π/4, β1 = −2π/3:

U1 =
1√
2




1 −e−2iπ/3 0
− e2iπ/3 −1 0

0 0 −√2


 . (4.15)

Ahora, cuando ponemos ϕ2 = π/4, β2 = −π/3 en U2:

U2 =
1√
2




1 0 ie2iπ/3

0
√

2 0
ie−2iπ/3 0 1


 . (4.16)

Finalmente, asumiendo que ϕ3 = −π/3, β3 = 7π/6 en U3:

U3 =
1√
3



√

3 0 0
0 −√2 ie−iπ/6

0 ieiπ/6 −√2


 . (4.17)

En la misma forma, cualquier compuerta arbitraria de un qutrit se descompone como en el caso de
la Transformada de Fourier usando la Ec. ( 4.5).

4.3. Compuerta condicional entre dos qutrit.

La transformada de Fourier que hemos encontrado juega el mismo rol que la compuerta Hada-
mard para qubits. Por ejemplo, los estados entrelazados de dos qubits se generan por la aplicación
de una compuerta Hadamard seguida por una compuerta de fase condicional. En lo que sigue descri-
biremos la implementación de una compuerta de fase condicional entre dos qutrits, la cual permite
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la realización de la compuerta XOR(3) que se ha introducido en el caṕıtulo 2. Un requerimiento pa-
ra desarrollar una compuerta condicional entre dos qutrits es proporcionar un mecanismo caminos
cuánticos independientes, para satisfacer en el cambio condicional en el qutrit blanco dependiendo
del estado en el que se encuentre el de control. En nuestro caso, hemos definido la XOR(3) en una
forma tal que el blanco cambia solamente cuando el control está en los estados |1〉 or |2〉, con la
condición de que el estado del blanco será, luego de la transformación, |j⊕0〉 = |j〉 cuando el control
está en el estado |0〉. Aśı, necesitamos implementar un protocolo que considere canales cuánticos
independientes a través de los canales cúanticos de los estados |1〉 y |2〉 del qutrit de control. En un
conjunto de iones en una trampa lineal, en la configuración electrónica dada en la Fig. 4.2, tales
canales cuánticos se establecen con la intervención del movimiento del centro de masa colectivo de
los iones dentro de la trampa.

En la computación cuántica lineal de iones [30] el canal cuántico entre los iones se establece a
través del movimiento del centro de masa, al cual se accede ajustando una transición Raman a una
frecuencia red sideband determinada. Como se verá en lo que sigue, procederemos a lo largo de las
mismas ĺıneas de razonamiento, considerando el modelo de ión descrito en la Fig. 4.2. Asumimos
que se ajustan las amplitudes del campo de tal forma que Ω04 = Ω24 = 0, y Ω31, Ω03 6= 0; o
Ω04 = Ω24 6= 0, y Ω31, Ω03 = 0 . En ambos casos, después de eliminar los niveles excitados
superiores y de ajustar la frecuencia a la transición red sideband, se obtiene el Hamiltoniano que
describe el movimiento del centro de masa acoplado a la transición electrónica |0〉 → |q〉:

Hn,q =
Ωqη

2

[
|q〉n〈0|ae−iδt−iφ + a†|0〉n〈q|eiδt+iφ

]
(4.18)

Aqúı a y a† son los operadores de creación y de aniquilación de los fonones del CM, respectivamente;
Ωq es la frecuencia de Rabi efectiva después de la eliminación adiabática de los niveles superiores

exitados; φ es la fase del laser, δ = ω2−ω0−ν2+ν1+νx = ω1−ω0−ν2+ν1+νx, y η =
√
~k2

θ/(2Mνx)

es el parámetro de Lamb Dicke (kθ = l cos θ, con ~k el vector de onda del láser y θ el ángulo
entre el eje X y la dirección de la propagación del laser). El sub́ındice q = 1, 2 se refiere a las
trancisiones excitadas por el láser en el ión n-ésimo. El movimiento del centro de masa acoplado a las
transiciones electrónicas se manipulan coherentemente seleccionando el tiempo interacción efectiva
y las polarizaciones de los láseres. Este Hamiltoniano permite implementar la interacción coherente
entre los qutrits y el movimiento del centro de masa colectivo. En particular, para implementar un
corrimiento de fase condicional las operaciones necesarias son:

U l,q
m (φ)|0〉m|0〉 = |0〉m|0〉

U l,q
m (φ)|0〉m|1〉 = cos(

lπ

2
)|0〉m|1〉 − ie−iφ sin(

lπ

2
)|q〉m|0〉

U l,q
m (φ)|q〉m|0〉 = cos(

lπ

2
)|q〉m|0〉 − ieiφ sin(

lπ

2
)|0〉m|1〉

donde hemos definido Ωqηt/2 = lπ/2. Como veremos estas operaciones coherentes nos permiten
seleccionar el canal cuántico para la transferencia de información al centro de masa. Después de
esto es necesario introducir un cambio de fase en el estado del qutrit, el cual depende de la enerǵıa
del centro de masa. Este cambio de fase se realiza mediante el régimen dispersivo del primer red
side band en (4.18) esto es,

Dq
m(ϕ) = eiϕaa† |q〉m〈q|+ eiϕa†a|0〉m〈0|, (4.19)

donde ϕ = (Ωqη)2/4δ, lo cual permite corrimiento de fase dependientes de la intensidad de los
niveles electrónicos.

A partir de la ecuación 4.12 no es dif́ıcil establecer que el corrimiento de fase condicional
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necesario para implementar la XOR(3)|i〉m|j〉n = |i〉m|j ª i〉n estará dada por:

|0〉m |0〉n
|0〉m |1〉n
|0〉m |2〉n
|1〉m |0〉n
|1〉m |1〉n
|1〉m |2〉n
|2〉m |0〉n
|2〉m |1〉n
|2〉m |2〉n

P (2)
mnP (1)

mn−−−−−→

|0〉m |0〉n
|0〉m |1〉n
|0〉m |2〉n
|1〉m |0〉n

e4iπ/3 |1〉m |1〉n
e2iπ/3 |1〉m |2〉n

|2〉m |0〉n
e2iπ/3 |2〉m |1〉n
e4iπ/3 |2〉m |2〉n

, (4.20)

donde P
(1)
mn y P

(2)
mn se definen como sigue:

P
(1)
mn(φ1, φ2) = R00′(π)U1,1

m (3π/2)D2
n(ξ2)D2

n(φ2)D1
n(ξ1)D1

n(φ1)U
1,1
m (π/2)R00′(π),

P
(2)
mn(φ2, φ1) = R00′(π)U1,2

m (3π/2)D2
n(ξ1)D2

n(φ1)D1
n(ξ2)D1

n(φ2)U
1,2
m (π/2)R00′(π),

(4.21)

con ξi = 2π−φi. La operación R00′(π) es una rotación la cual actúa sobre el ión sólo cuando está en
nivel |0〉, enviándolo al nivel |0′〉, evitando que se produzca cualquier corrimiento de fase en este
estado. La operación dispersiva que afecta las transiciones |0〉 → |1〉 y |0〉 → |2〉 están dadas por:

D1
n(φ1) =




1 0 0
0 eiφ1aa† 0
0 0 e−iφ1a†a


 ,

D1
n(ϕ1) =




1 0 0
0 eiϕ1 0
0 0 e−iϕ1


 ,

D2
n(φ2) =




eiφ2aa† 0 0
0 1 0
0 0 e−iφ2a†a


 ,

D2
n(ϕ2) =




eiϕ2 0 0
0 1 0
0 0 e−iϕ2

.




De esta forma el corrimiento de fase particular en la Ec. 4.20 se alcanza mediante P
(1)
mn(4π/3, 2π/3)

y P
(2)
mn(2π/3, 4π/3). Finalmente, el cambio efectivo condicional de los estados del qutrit blanco dan

lugar a la compuerta XOR(3). Brevemente,

XOR(3)
mn = F−1

n P (2)
mnP (1)

mnFn. (4.22)

En esta forma la XOR
(3)
mn produce la siguiente evolución de los estados de dos qutrits.

|0〉 |0〉
|0〉 |1〉
|0〉 |2〉
|1〉 |0〉
|1〉 |1〉
|1〉 |2〉
|2〉 |0〉
|2〉 |1〉
|2〉 |2〉

Fn−→

|0〉 |0̄〉
|0〉 |1̄〉
|0〉 |2̄〉
|1〉 |0̄〉
|1〉 |1̄〉
|1〉 |2̄〉
|2〉 |0̄〉
|2〉 |1̄〉
|2〉 |2̄〉

P (2)
mnP (1)

mn−−−−−→

|0〉 |0̄〉
|0〉 |1̄〉
|0〉 |2̄〉
|1〉 |2̄〉
|1〉 |0̄〉
|1〉 |1̄〉
|2〉 |1̄〉
|2〉 |2̄〉
|2〉 |0̄〉

F−1
n−−→

|0〉 |0〉
|0〉 |1〉
|0〉 |2〉
|1〉 |2〉
|1〉 |0〉
|1〉 |1〉
|2〉 |1〉
|2〉 |2〉
|2〉 |0〉

(4.23)

La computación cuántica universal requiere, adicionalmente, un esquema de medición en la
base computacional. En nuestro caso, las mediciones de von Neumann que distinguen entre las tres
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direcciones |0〉, |1〉, |2〉 se efectúan acoplando interacciones resonantes desde |1〉, |2〉 a los estados
|3〉, |4〉 respectivamente. Un decaimiento rápido de los niveles ópticos exitados a través de canales
separados en polarización nos permiten discriminar entre los niveles de ocupación |1〉, |2〉, cuando
se observa fluorescencia; o el nivel |0〉 cuando no se observa nada..

Una puntualización final, debe establecerse que una condición de adición modular | j⊕ i〉, como
una operación condicional entre qutrits, está definida en su lugar por una operación de diferencia
modular, sólo ajustando el corrimiento de fase condicional en la Ec. (4.20) a:

| 1〉m | 1〉n −→ e2iπ/3 | 1〉m | 1〉n,

| 1〉m | 2〉n −→ e4iπ/3 | 1〉m | 2〉n,

| 2〉m | 1〉n −→ e4iπ/3 | 2〉m | 1〉n,

| 2〉m | 2〉n −→ e2iπ/3 | 2〉m | 2〉n.

4.4. Transformada de Fourier Cuántica

En esta sección se presenta una discusión general de la formulación de la Transformada de
Fourier para qudits, cuya realización f́ısica se presenta en el caṕıtulo en la sección siguiente

4.4.1. TFC para qudits

La Transformada de Fourier Cuántica es una transformación unitaria sobre un vector estado,
definida por:

|j〉 =
1√
N

N−1∑

k=0

e2πi jk
n |k〉 (4.24)

Recordando que la decomposición de un número entero en una base numérica d, la cual se escribe
como:

j = j1d
n−1 + j2d

n−2 + · · ·+ jnd0 (4.25)

donde n es el número de d́ıgitos usados para representar el entero j, y además ji = 1, 2, 3, · · · , d.
En mecánica cuántica un estado |j〉, etiquetado con el entero j, se representa como el producto

tensorial de n qudits, cada uno de ellos están en un estado caracterizado por ji. Esto es:

|j〉 = |j1〉 ⊗ |j2〉 ⊗ · · · ⊗ |j2〉 = |j1j2j3 · jn〉 (4.26)

Poniendo N = dn, tenemos una expresión para la Transformada de Fourier Cuántica usando n
qudits:

|j〉 =
1

dn/2

dn−1∑

k=0

e2πij k
dn |k〉 (4.27)

La fracción k/dn, puede reescribirse como:

k

dn
=

k1d
n−1

dn
+

k2d
n−2

dn
+ · · ·+ knd0

dn

=
k1

d
+

k2

d2
+ · · ·+ kn

dn

=
n∑

l=1

kld
−l (4.28)

|j〉 =
1

dn/2

dn−1∑

k=0

e2πij[
∑n

l=1 kld
−l]|k〉 (4.29)
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Reemplazando el resultado obtenido en la ecuación (4.43) para |k〉 tenemos

|j〉 =
1

dn/2

dn−1∑

k=0

[
n⊗

l=1

e2πijkld
−l |kl〉

]
(4.30)

Expresión que puede escribirse en la forma

|j〉 =
1

dn/2

d−1∑

k1=0

· · ·
d−1∑

kn=0

[
n⊗

l=1

e2πijkld
−l |kl〉

]
(4.31)

Debido a que se pueden intercambiar la suma por el producto tenemos:

|j〉 =
1

dn/2

n⊗

l=1




d−1∑

kl=0

e2πijkld
−l |kl〉


 (4.32)

Notemos que la expresión j/dl se puede escribir como:

j

dl
=

j1d
n−1

dl
+

j2d
n−2

dl
+ · · ·+ jnd0

dl

= int. +
jn+1−l

d
+

jn+2−l

d2
· · · jn

dl

= 0.jn+1−ljn+2−l · · · jn (4.33)

Entonces

|j〉 =
1

dn/2

n⊗

l=1




d∑

kl=0

e2πikl[0.jn+1−ljn+2−l···jn]|kl〉

 (4.34)

Este producto puede escribirse en la forma equivalente

|j〉 =
1

dn/2




d−1∑

k1=0

e2πik1jn |k1〉






d−1∑

k2=0

e2πik20.jn−l.jn |k2〉

 · · ·




d−1∑

kn=0

e2πikn0.j1j2···jn |kn〉

 (4.35)

Si expandemos la suma en cada fctor, por jemplo, en el último término tenemos:

d−1∑

kn=0

e2πikn(0.j1j2···jn)|kn〉 = e2πi[0](0.j1j2···jn)|0〉+ e2πi[1](0.j1j2···jn)|1〉 (4.36)

+e2πi[2](0.j1j2···jn)|2〉+ · · ·+ e2πi[d−1](0.j1j2···jn)|d− 1〉
La compuerta de Hadamard es una Transformada de Fourier Cuántica para qubits, la generali-

zación a d dimensiones de esta compuerta se obtiene se obtiene si n = 1 en la ecuación [4.24], esto
es, la Hadamard para un qudit H(d) es una operción unitaria que transforama la base computaional
{|0〉, |1〉, · · · , |d〉} en la siguiente forma:

H(d)|0〉 =
1√
d
(|0〉+ |1〉+ |2〉+ · · ·+ |d〉)

H(d)|1〉 =
1√
d
(|0〉+ e2πi 1

d |1〉+ e2πi 2
d |2〉+ · · ·+ e2πi

[d−1
d |d− 1〉)

H(d)|2〉 =
1√
d
(|0〉+ e2πi 2

d |1〉+ e2πi 4
d |2〉+ · · ·+ e2πi

2(d−1)
d |d− 1〉)

...

H(d)|d− 1〉 =
1√
d
(|0〉+ e2πi d−1

d |1〉+ e2πi
2(d−1)

d |2〉+ · · ·+ e2πi
(d−1)2

d |d− 1〉) (4.37)
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Esto significa que, H(d) se ve como

H(d) =
1√
d




1 1 1 · · · 1

1 e2πi 1
d e2πi 2

d · · · e2πi
(d−1)

d

1 e2πi 2
d e2πi 4

d · · · e2πi
2(d−1)

d

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 e2πi d−1

d e2πi
2(d−1)

d · · · e2πi
(d−1)2

d




Por otro lado, la compuerta de fase condicional es necesaria para poder diseñar un circuito
lógico par la Q.F.T, esta compuerta debe transforamr los qudits en la forma

|cont〉|targ〉 →
|n〉|m〉 → einφm |n〉|m〉 (4.38)

Esrto significa que, si tenemos una transformación unitaria R, que en la base computacional
{|0〉, |1〉, · · · , |d〉} está dada por

R =




1 0 0 · · · 0
0 eiφ1 0 · · · 0
0 0 eiφ2 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · eiφd−1




Entonces la compuerta de fase condicional, que necesitamos, se obtiene cuando aplicamos la
transformación R sobre el blanco un número de veces indicada por el control. Esto se puede escribir
formalmente como:

|cont〉|targ〉 →
|n〉|m〉 → |n〉Rn|m〉 (4.39)

Ahora la transformación Rk se define en la forama

R(d)
k =




1 0 0 · · · 0

0 e
2πi 1

dk 0 · · · 0

0 0 e
2πi 2

dk · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · e

2πi d−1

dk




donde ponemos φm = 2π m
dk

A partir de estas consideraciones podemos usar el circuito cuántico,presentado en la Fig. (4.4.1)
para representar la Transformada de Fourier Cuántica de un qudit

En esta figura (· · · )kl
representa el factor l-ésimo en la ecuación (4.48).

4.4.2. Transformada de Fourier para qubits y qutrits.

La discusión previa, es muy general, pero si ponemos d = 3 y d = 2, el problema se reduce a
una representación para la Transformada de Fourier Cuántica en qutrits and qudits. Qubits Para
d = 2

|j〉 =
1

2n/2

(|0〉+ e2πi0.jn |1〉) (|0〉+ e2πi0.jn−1.jn |1〉)

· · · (|0〉+ e2πi0.j1···jn |1〉) (4.40)
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Fig. 4.3: Transformada de Fourier cuántica usando n qudits.

En este caso H(2) está dado por

H(2)|0〉 =
1√
2
(|0〉+ |1〉)

H(2)|1〉 =
1√
2
(|0〉+ eπi|1〉) (4.41)

o

H(2) = H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

La transformación unitaria R
(2)
k para la compuerta condicional [en la figura (4.4.1), ] está dada

en este caso

R(2)
k =

(
1 0

0 e
2πi 1

2k

)

La fase condicional será, la transformación se aplica al blanco: La identidad I si el control está en
|0〉 y R

(2)
k si el control está en |1〉

Siguiendo el circuito esquematizado en la Fig. (4.4.1), y haciendo uso de las operaciones corres-
pondientes definidas antes puede obtenerse la TFC fácilmente.

La Transformada de Fourier para n−qutrits
Una extensión natural es considerar el análisis de un protocolo para la transformada de Fourier

Cuántica para un sistema de n-qutrits codificados en iones atrapados. Podemos ayudarnos de la
gúıa matemática desarrrolladas para definir la transformada de Fourier para un sistema de n-qubits
[7]. En la base 3 la expresión general para la transformada de Fouriere está dada por

|j̄〉 =
1

3n/2

dn−1∑

k=0

e2πij k
3n |k〉 (4.42)

En este contexto un elemento importante es la descomposición de un número entero 0 ≤ j ≤ 3n−1
en la base 3, la cual está dada convenientemente como

j = j13n−1 + j23n−2 + · · ·+ jn30 (4.43)

La fracción k/3n, puede escribirse en la base 3como:

k

3n
=

k13n−1

3n
+

k23n−2

3n
+ · · ·+ kn30

3n

=
n∑

l=1

kl3−l (4.44)
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Siguiendo un análisis similar al realizado para un sistema de n-qubit, de tal forma que la transfor-
mada de Fourier se puede escribir ahora en la forma

|j̄〉 =
1

3n/2

n⊗

l=1




3−1∑

kl=0

e2πijkl3
−l |kl〉


 (4.45)

Usando el siguiente resultado

j

3l
= int. +

jn+1−l

3
+

jn+2−l

32
· · · jn

3l

= int. + 0.jn+1−ljn+2−l · · · jn (4.46)

Entonces

|j̄〉 =
1

3n/2

n⊗

l=1




3∑

kl=0

e2πikl[0.jn+1−ljn+2−l···jn]|kl〉

 (4.47)

Este producto se escribe en la forma equivalente:

|j̄〉 =
1

3n/2




3−1∑

k1=0

e2πik10.jn |k1〉






3−1∑

k2=0

e2πik20.jn−l.jn |k2〉

 · · ·




3−1∑

kn=0

e2πikn0.j1j2···jn |kn〉

 (4.48)

Si se expande la suma para cada factor, por ejemplo, en el último término tenemos:

3−1∑

kn=0

e2πikn(0.j1j2···jn)|kn〉 =
1√
3

(
|0〉+ e2πi(0.j1j2···jn)|1〉+ e4πi(0.j1j2···jn)|2〉

)

=
1√
3
(|0〉+ e2πi(

j1
3

+
j2
32
··· jn

3n )|1〉+ e4πi((
j1
3

+
j2
32
··· jn

3n ))|2〉) (4.49)

Este estado se genera partiendo con la aplicación de una transformada de Fourier sobre el primer
qutrit:

F1
(3)|j1〉|j2〉, |j3〉..., |jn〉 =

1√
3
(|0〉+ e2πi

j1
3 |1〉+ e4πi

j1
3 |2〉)|j2〉, |j3〉..., |jn〉

y después aplicando la transformación de fase condicional sobre este estado qutrit, condicionada a
el estado inicial de los estados qutrits |j2〉, |j3〉..., |jn〉 que quedan

Rn1..R31R21F1
(3)|j1〉|j2〉, |j3〉..., |jn〉

=
1√
3
(|0〉+ e2πi(

j1
3

+
j2
32
··· jn

3n )|1〉+ e4πi(
j1
3

+
j2
32
··· jn

3n )|2〉)|j2〉, |j3〉..., |jn〉

La fase condicional está dada por

R21 = P
(2)
21 (

4π

32
,
8π

32
)P (1)

21 (
2π

32
,
4π

32
) (4.50)

R31 = P
(2)
31 (

4π

33
,
8π

33
)P (1)

31 (
2π

33
,
4π

33
)

....

Rk1 = P
(2)
k1 P

(1)
k1

P
(jk)
k1 = (

2jkπ

3k
,
4jkπ

3k
) (4.51)
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En la misma forma el estado

3−1∑

kn=0

e2πikn(0.j2j3···jn)|kn〉 =
1√
3

(
|0〉+ e2πi(0.j2j3···jn)|1〉+ e4πi(0.j2j3···jn)|2〉

)

=
1√
3
(|0〉+ e2πi(

j2
3

+
j3
32
··· jn

3n−1 )|1〉+ e4πi((
j2
3

+
j3
32
··· jn

3n−1 ))|2〉) (4.52)

está generado aplicando una transformada de Fourier sobre el qutrit |j2〉 y después aplicando
operaciones de fase condicional en estos estados de qutrits, condicionado a los estados de qutrits
|j3〉..., |jn〉, que restan.

En conclusión este caṕıtulo se ha estudiado un procedimiento para implementar cualquier proce-
so de Computación Cuántica que utiliza qutrits como portadores de la información. En particular
se ha mostrado como, usando los grados de libertad internos y externos de iones atrapados, se
puede generar experimentalmente tanto compuertas arbitrarias sobre qutris como compuertas con-
dicionales entre dos qutrits. Como se mostró en el caṕıtulo 2, con éste conjunto de compuertas se
puede aproximar eficientemente cualquier compuerta unitaria que actúa sobre un conjunto finito
de qutrits.

Se presenta también una forma de generalizar la compuerta asociada a la Transformada de
Fourier de qutrits, de la cual se presenta su realización f́ısica en iones atrapados. Se discute también
la versión matemática de la transformada de Fourier que actúa sobre un qudit.



5. GENERACIÓN DE ESTADOS CORRELACIONADOS CUÁNTICAMENTE

El estudio de estados del campo electromagnético con propiedades cuánticas, ha sido de gran
interés desde los inicios del desarrollo de la Electrodinámica Cuántica. Sin embargo, dos tipos
de estados han sido los más estudiados. Los estados coherentes, que permiten una descripción
apropiada de la luz láser. Una de sus propiedades es que resultan ser estados MUS, estados de
mı́mina incerteza, en los que el producto de las fluctuaciones en las cuadraturas (que pueden
medirse experimentalmente) adquiere su mı́nimo valor compatible con el principio de incertidumbre
de Heisenberg.

Losestados comprimidos, que describen diversas propiedades no clásicas del campo electro-
magnético, como por ejemplo el antibunching, que puede medirse mediante detección homodina o
heterodina. El interés en los estados comprimidos se debe a que su nivel de ruido cuántico está por
debajo del ĺımite stándard, en una cuadratura a expensas del aumento en la fluctuación de la am-
plitud de la cuadratura conjugada. La manipulación de las fluctuaciones de las cuadraturas abre
la posibilidad de transmitir o detectar señales mucho más débiles que el ruido cuántico. Caves
et. al. propusieron el uso de estados comprimidos para realizar detección de ondas gravitaciona-
les. Desde entonces han sido publicadas numerosas propuestas tanto teóricas como experimentales,
de generación, detección y aplicación de estados comprimidos. Dentro del contexto de la Teoŕıa
de la Información Cuántica, se han propuesto el uso de estados comprimidos para realización de
teleportación con variables cont́ınuas. Por otro lado se espera también que la implementación de
parámetros de compresión bajos permitan una distribución eficiente de entrelazamiento cuántico
y por lo tanto la generación de canales cuánticos. La generación de estados comprimidos de dos
modos (de polarización ortogonal) se ha efectuado experimentalmente, usando para ello medios no
lineales de Kerr en fibras ópticas, también usando nubes atómicas fŕıas en cavidades ópticas.

El aporte esencial en este caṕıtulo es la generación de un operador de compresión unitario
sintonizable de uno o dos modos, desacoplado del medio atómico, que actúa sobre los modos de
la cavidad. El parámetro de compresión escala con el tiempo de interacción y con el número de
átomos presentes en la cavidad. En la propuesta se usan niveles atómicos metaestables, lo que hace
que la generación sea robusta respecto a la emisión espontánea. Adiconalmente no se requiere un
régimen de acoplamieto fuerte ni localización atómica.

Por otro lado, se usa la Teoŕıa Input-Output para mostrar que es posible generar estados
coherentes de dos fotones, estados comprimidos ideales y estado comprimidos perfectos en la salida
de la cavidad, permitiendo de esta manera el estudio de sus propiedades en un amplio rango de
parámetros.

5.1. Estados Coherentes

Históricamente los estados coherentes fueron propuestos inicialmente por Schrödinger en 1926
[118], como una novedad interesante que resulta del estudio del oscilador armónico cuántico. Sin
embargo, la popularidad de su uso en óptica cuántica se debe a Glauber, quién los introdujo en su
tratamiento de la coherencia óptica [53]. La representación en estados coherentes permite estable-
cer una correspondencia cercana entre las funciones de correlación clásica y cuántica. Los estados
coherentes describen el equivalente cuántico más cercano de una onda monocromática clásica en
la medida que lo permite el principio de incertidumbre de Heisenberg. El campo electromagnético
Clásico tiene una amplitud y una fase perfectamente definidas. Cuánticamente tanto la fase co-
mo la amplitud presentan fluctuaciones intŕınsecas. Estas fluctuaciones se minimizan en el estado
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coherente, y por tanto son los estados cuánticos del campo que más se parece al clásico [119].
Equivalentemente, el campo electromagnético puede describirse en términos de dos cuadraturas
conjugadas, las fluctuaciones de las cuadraturas satisfacen también el principio de Heisenberg, y en
el estado coherente esta incertidumbre es mı́nima. Un estado coherente (para un solo modo) |α〉 se
define como autoestado del operador de aniquilación el cual tiene asociado un autovalor α, es decir

a|α〉 = α|α〉 (5.1)

en la base de Fock se tiene

|α〉 = exp(−|α|2/2)
∞∑

n=0

αn

√
n!
|n〉 (5.2)

mediante la relación (a†)n|0〉 =
√

n!|n〉 se puede escribir como

|α〉 = exp (−|α|2/2) exp (αa†)|0〉 (5.3)

Si tomamos el valor medio del operador de campo eléctrico ~E

~E = i

√
~ωk

2ε0V
ε̂[〈α|a|α〉 exp(i~k · ~r)− 〈α|a†|α〉 exp(−i~k · ~r)]

= i

√
~ωk

2ε0V
ε̂[α exp(i~k · ~r)− α∗ exp(−i~k · ~r)],

se aprecia que la fase y la amplitud de la onda están dados por el número complejo α.
Definimos al operador desplazamiento D(α) como

|α〉 = D(α)|0〉 = exp(αa† − α∗a)|0〉 (5.4)

operador que es unitario y que cumple

D(α) = D(−α) = [D(α)]−1. (5.5)

La transformación de los operadores unitarios a y a† es muy frecuente en este tratamiento, y
está dada por

D−1(−α)aD(−α) = a + α

D−1(−α)a†D(−α) = a† + α∗, (5.6)

cuyo efecto es desplazar en un valor constante α la acción del operador de aniquilación. Por lo
tanto, puede considerarse al estado coherente como un desplazamiento del estado fundamental del
oscilador armónico.

Las cuadraturas del campo se definen por

X1 =
1
2
(a + a†)

X2 =
1
2i

(a− a†) (5.7)

y están asociadas a los operadores de posición Q y momentum P . Las cuadraturas obedecen la
regla de conmutación [X1, X2] = i

2 y una relación de incertidumbre dada por

(4X1)2(4X2)2 ≥ 1
16

. (5.8)

Cuando el estado es un estado coherente se cumple la igualdad en la Ec. (5.8), entonces se dice
que el estado coherente es un estado MUS, esto es, un estado de mı́nima incertidumbre (Minimun
Uuncertainty State[MUS]).
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Fig. 5.1: Representación de los valores medios e incertidumbres de las cuadraturas, para un estado coherente,
en el espacio de las fases

Si se cumple la condición |α| À 1, entonces la incertidumbre en el número de fotones y la fase
puede deducirse de la representación pictórica del estado coherente en el estado de las fases, Fig.
(5.1).

La intensidad del campo es incierta por una cantidad dada por por el radio del ćırculo de
incertidumbre; es decir, 1/4, aśı que la incertidumbre en el número de fotones está dada por

(|α| ± 1
4
)2 ≈ |α| ± 1

2
|α| = 〈n̂〉 ± 1

2
〈(4n)2〉1/2, (5.9)

entonces,
〈(4n)2〉1/2 = |α|. (5.10)

La incertidumbre en la fase está dada por el ángulo subtendido en el oŕıgen por el ćırculo de
incertidumbre, por lo tanto

4φ =
1

2|α| (5.11)

de tal forma que la el estado coherente satisface la igualdad semiclásica número-fase

〈(4n)2〉1/24φ =
1
2

(5.12)

5.2. Estados Comprimidos

Este tipo de estados comprimidos o squeezed [120, 121, 122] se definen como autoestados de un
operador construido a partir de una transforamación del operador de aniquilación a medidante el
operador exp(1

2ξ∗a2 − 1
2ξa†2), llamado operador de compresión S(ξ), de tal forma que el el estado

comprimido |ξ, α〉 queda definido por

|ξ, α〉 = S(ξ)|α〉 = exp(
1
2
ξ∗a2 − 1

2
ξa†2)D(α)|0〉, (5.13)

con ξ = r exp (iθ) un número complejo. A este estado se le llama estado coherente comprimido, se
diferencia del estado obtenido aplicando los operadores de compresión y desplazamiento en forma
inversa.

El operador de compresión es unitario, como puede verificarse, es decir:

S†(ξ) = S−1(ξ) = S(−ξ). (5.14)

El operador de compresión genera una rotación 1 de los operadores de creación y aniquilación
del tipo

S†(ξ)aS(ξ) = a cosh(r)− a†eiθ sinh(r) (5.15)
1 Con ligeras modificaciones ésta se conoce, en otras áreas de la f́ısica, como rotación de Bogoliubov [123]
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S†(ξ)a†S(ξ) = a† cosh(r)− ae−iθ sinh(r) (5.16)

estos resultados permiten calcular el número promedio de fotones a†a y el valor medio de a2 en un
estado comprimido

〈a†a〉 = 〈α|S†(ξ)a†aS(ξ)|α〉
= 〈α|S†(ξ)a†S(ξ)S†(ξ)aS(ξ)|α〉
= |α|2(cosh2(r) + sinh2(r)− (α∗)2eiθ sinh(r) cosh(r)

−(α)2e−iθ sinh(r) cosh(r) + sinh2(r)
〈a2〉 = 〈α|S†(ξ)a2S(ξ)|α〉

= 〈α|S†(ξ)aS(ξ)S†(ξ)aS(ξ)|α〉
= (α)2 cosh2(r) + (α)∗2e2iθ sinh2(r)− |α|2eiθ sinh(r) cosh(r)

−e−iθ sinh(r) cosh(r). (5.17)

Redefiniendo las cuadraturas (5.7), para simplificar el tratamiento, en la forma

Y1 =
1
2
(aeiθ/2 + a†e−iθ/2) (5.18)

Y2 =
1
2
(ae−iθ/2 − a†eiθ/2), (5.19)

donde se ha agregado una fase iθ/2 a las cuadraturas iniciales.
Una vez hecho el cálculo de 〈a†a〉 y 〈a2〉 en la forma (5.17), es fácil obtener las cuadraturas, en

términos del parámetro r, en la forma

(4Y1)2 = 〈Y 2
1 〉 − 〈Y1)〉2 =

1
4
e−2r (5.20)

(4Y2)2 = 〈Y 2
2 〉 − 〈Y2)〉2 =

1
4
e2r (5.21)

4Y14Y2 =
1
4

(5.22)

r, determina el grado de compresión de las cuadraturas, por ello se llama parámetro de conpresión.
El estado coherente comprimido sigue siendo un estado MUS. Lo que diferencia a los estados
comprimidos de los estados coherentes es que, en los primeros, la incertidumbre de una de las
cuadraturas crece, a expensas de la otra, manteniendo constante su producto e igual al mı́nimo valor
permitido por el principio de Heisenberg; mientras que los estados coherentes las dos cuadraturas
tienen la misma incertidumbre.

Puede construirse una representación pictórica de ambos tipos de estados como la que se muestra
en la Fig. (5.2)

El efecto del operador de compresión S(ξ) se representa como una rotación de los ejes coor-
denados de las cuadraturas, y una deformación de la incertidumbre desde un ćırculo, en estado
coherente, a una elipse en el estado comprimido. Esta rotación está definida por el ángulo θ/2.

El campo eléctrico se puede escribir en función de las cuadraturas X1 y X2 como

~E(t) = 2εε̂A~k,λ
[X1 cos(ωt) + X2 sin(ωt)] (5.23)

La compresión en las cuadraturas puede detectarse mediante los esquemas de detección Homo-
dina o Heterodina [55].
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Fig. 5.2: Efecto del operador de compresión sobre las cuadraturases del campo
.

5.2.1. Incertidumbres de fase y de número

A partir de las ecuaciones (5.17) se puede obtener el número medio de fotones en el estado
comprimido, que será:

〈n̂〉 = 〈a†a〉2 + sinh2 r (5.24)

de igual forma, la varianza en el número de fotones estará dada por:

〈(4n)2〉 = |α|2[exp(−2r) cos2(φ− 1
2
θ)− exp(2r) sin2(φ− 1

2
θ)] + 2 sin2 r, (5.25)

con α = |α| exp(iφ).
Las fuentes que generan luz comprimida, en la práctica, generan un estado de vaćıo comprimido,

donde α = 0, por lo tanto (5.24) y (5.25) dan

〈(4n)2〉 = 2〈n̂〉(〈n̂〉+ 1) (5.26)

El cálculo de la incereza ángulo-fase cuando la contribución coherente al número medio de
fotones es mucho más grande que la contribución del estado comprimido, se obtiene a partir del
ángulo subtendido por por la elipse de incertidumbre, en el origen , con una longitud de arco dada
por la proyección de la elipse sobre la dirección perpendicular al vector coherente, aśı

Fig. 5.3: Representación del estado comprimido en el espacio de las fases
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(4φ)2 = [exp(−2s) sin2(φ− 1
2
θ) + exp(2s) cos2(φ− 1

2
θ)] (5.27)

con lo cual
〈(4n)2〉(4φ) =

1
2

φ =
1
2
θ φ =

1
2
θ +

1
2
π (5.28)

lo que está de acuerdo con las relación de mı́nima incertidumbre. Sin embargo, el producto de las
incertidumbres es más grande para otros ángulos. El ángulo para el cual la incertidumbre en las
cuadraturas es mı́nima difiere del ángulo para el cual las inceteza de número-fase es mı́nima.

5.2.2. Estado Comprimido Multimodo

Algunos de los procedimientos de generación y detección de estados squeezed, producen salidas
de luz a dos frecuencias distintas, denotadas por ω+ y ω−. La exitación resultante puede escribirse
como un estado comprimido de dos modos definidos por [58, 59]

|α+, α−, ψ〉 = D̂+(α+)D̂−(α−)Ŝ+−(ψ)|0〉. (5.29)

D̂±(α±) = exp(α±â†± − α∗±â±) (5.30)

es el operador de desplazamiento coherente para dos modos, descritos por los operadores â+ y â−.

Ŝ+−(ψ) = exp(ψ∗â+â− − ψâ†+â†−) (5.31)

es el operador unitario de squeezed de dos modos, |0〉 es el estado de vaćıo de dos modos.
Este operador cumple la propiedad

Ŝ−1
+−(ψ)â±Ŝ+−(ψ) = â†pm cosh r − â†∓ exp iθ sinh r (5.32)

con lo cual los valores de expectación, al orden más bajo, son:

〈â+〉 = α+ 〈â−〉 = α− (5.33)

〈â†+â+〉 = |α+|2 + sinh2 r y 〈â†−â−〉 = |α−|2 + sinh2 r (5.34)

〈â†+â−〉 = α∗+α− y 〈â†−â+〉 = α∗−α− (5.35)
〈â+â+〉 = α2

+ y 〈â−â−〉 = α2
− (5.36)

〈â+â−〉 = 〈â+â−〉 = α+α− − exp(iθ) sinh r cosh r. (5.37)

Se ve que la compresión afecta exclusivamente a los valores de expectación diagonales, para cada
modo individual y los valores de espectación intermodo fuera de la diagonal.

El operador de cuadratura X̂ se generaliza al caso de dos modos en la forma

X̂ = (â+ + a†+ + â− + a†−)/21/2 (5.38)

A partir del conjunto de ecuaciones 5.33, se puede demostrar que el valor medio y la varianza de
X̂ son

〈X〉 = (Reα+ + Reα−)/21/2 (5.39)

y

〈(4X)2〉 =
1
4
[exp(−2r) cos2

1
2
θ + exp(2r) sin2 1

2
θ] (5.40)

Debido a que en el estado comprimido es posible reducir la incertidumbre de una de las cuadraturas,
este tipo de estado se puede utilizar para enviar información con bajo ruido, teóricamente se podŕıa
tener un ruido nulo cuando r →∞.

Los estados coherentes y comprimidos han sido ampliamente usados en estudios de detección
de ondas gravitacionales [124], con la finalidad de de mejorar la sensibilidad de los interferómetros
utilizados para medir vibraciones con amplitudes mucho más pequeñas que el radio de un núcleo
atómico.
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5.3. Operador de compresión en cavidades ópticas

Las propiedades de las cavidades ópticas y sus ventajas para el procesamiento de información
cuántica se discutieron en el caṕıtulo 2. En una publicación reciente [125], se plantea la posibilidad
de generar entrelazamiento en estados atómicos en cavidades para las cuales es dif́ıcil alcanzar,
experimentalmente, el ĺımite g2/κγ À 1. La generación de estos estados depende del parámetro
Ng2/κγ, con N el número de átomos presentes en la cavidad. El entrelazamiento se puede medir
siempre y cuando Ng2/κγ & 1.

Motivados por este resultado, presentamos a continuación un esquema de generación de estados
comprimidos en cavidades ópticas que pueden o no trabajar en el régimen de acoplamiento fuerte.
Se verá que el parámetro de compresión escala con el número de átomos presentes en la cavidad.

Fig. 5.4: Cada átomo de tres niveles se conduce con campos clásicos, de frecuencias ν1 y ν2, estableciendo
una acoplamiento Raman de un sistema de tres láseres mediante los modos de la cavidad.

Consideremos un ensemble de un número grande de N átomos de tres niveles dentro de una
cavidad óptica. En general los átomos están en posiciones aleatorias dentro de la cavidad, estas
posiciones están determinadas por las coordenadas zk (k = 1, ..., N) que están distribuidas a lo largo
de una la distribución espacial de dos modos de la cavidad, ua(z) y ub(z). Cada átomo interactúa
con estos dos modos cuantizados y dos láseres apropiadamente sintonizados, como se esquematiza
en la Fig. (5.3), lo cual establece un acoplamiento Raman doble de los niveles mediante los láseres.
El Hamiltoniano asociado al sistema (haciendo uso de la RWA) se puede escribir como.

H = H0 + Hint,

con

H0 = ωaa
†a + ωbb

†b +
N∑

k=1

2∑

i=0

ωi |i〉k 〈i| ,

y

Hint =
N∑

k=1

{
Ωk1

(|0〉k 〈1| e−iν1t + |1〉k 〈0| eiν1t
)

+Ωk2

(|0〉k 〈2| e−iν2t + |2〉k 〈0| eiν2t
)

+gk1

(
|0〉k 〈2| a + |2〉k 〈0| a†

)

+gk2

(
|0〉k 〈1| b + |1〉k 〈0| b†

)}
. (5.41)

Aqúı, a (a†) y b (b†) son los operadores de aniquilación (creación) asociados con los dos modos de
la cavidad, con frecuencias ωa y ωb, respectivamente. Los estados atómicos |i〉 (i = 0, 1, 2) tienen
frecuencias de Bohr ωi y están acoplados en dos configuraciones lambda. Las transiciones atómicas
|1〉 ↔ |0〉 y |2〉 ↔ |0〉 están acoplados a los campos clásicos con constantes de acoplamiento Ωk1
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y Ωk2, y también a dos modos de la cavidad, b y a, con constantes de acoplamieto gkb = gbub(zk)
y gka = gaua(zk), respectivamente. Sin pérdida de generalidad puede considerarse que todos los
acoplamientos son reales. En el cuadro de interacción, el Hamiltoniano de Ec. (5.41) se lee ahora

HI =
N∑

k=1

{
Ωk1

(|0〉k 〈1| e−i∆1t + |1〉k 〈0| ei∆1t
)

+Ωk2

(|0〉k 〈2| e−i∆2t + |2〉k 〈0| ei∆2t
)

+gk1

(
|0〉k 〈2| ae−i∆̃1t + |2〉k 〈0| a†ei∆̃1t

)

+gk2

(
|0〉k 〈1| be−i∆̃2t + |1〉k 〈0| b†ei∆̃2t

)}
, (5.42)

donde ∆i = ωi−ω0+νi, ∆̃i = ∆i−δi (i = 1, 2), ω01−ω1−ωb = −∆̃2 y ω02−ωa = −∆̃1. Asumiremos
ahora que los modos clásicos y cuánticos están muy desintonizados de las transiciones atómicas. En
tales casos podemos considerar un ĺımite de desintońıa grande, {∆̃i, ∆i} À {δi, gka, gkb, Ωk1, Ωk2},
con i = 1, 2 y k = 1, ..., N , y derivar un Hamiltoniano efectivo de segundo orden. Esta derivación
se explica con mayor detalle en el apéndice A.1, el resultado interesante es

HII = −~δ̄a†a− ~δ̄b†b
~

∑

k

(
Ω2

k1

∆1
+

g2
k2

∆2
b†b

)
σ−k σ+

k

+~
∑

k

(
Ω2

k2

∆2
+

g2
k1

∆1
a†a

)
σ+

k σ−k

+~
∑

k

(
Ωk1gka

∆1
a† +

gkbΩk2

∆2
b

)
eiδtσ−k

+~
∑

k

(
Ωk2gkb

∆2
b† +

gkaΩk1

∆1
a

)
e−iδtσ+

k . (5.43)

Aqúı, σ+
k = σ†k = |1〉k 〈2| son los operadores de subida y bajada, y las desintońıas δi han sido

escogidas de tal forma que δ1 = −δ + δ̄, δ2 = δ + δ̄.
En la ecuación
Como observamos a partir del Hamiltoniano en la Ec. 5.43, esta elección nos permite generar

un modo efectivo que corresponde a la suma de los modos b y a. Hemos descartado los términos
que requieren una población inicial del nivel superior, |0〉, que ha sido eliminado adiabáticamente
de la dinámica. Adicionalmente, asumiremos que todos los átomos están inicialmente en el estado
fundamental, |2〉, dentro de una cavidad vaćıa de campo. En las primeras dos ĺıneas de la Ec. (5.43),
las componentes constantes del corrimiento AC Stark puede compensarse ajustando las frecuencias
del láser, y las componentes que dependen del estado del campo son despreciables en general.
Con estas consideraciones y bajo la condición plausible Ω̃k ≡ Ωk1gka/∆1 = Ωk2gkb/∆2, es posible
reescribor el Hamiltoniano como

HII = −~δ̄ a†a− ~δ̄ b†b
+~J̃−(a† + b)eiδt~J̃+(b† + a)e−iδt, (5.44)

donde J̃+ ≡ ∑
k Ω̃kσ

+
k y J̃− ≡ ∑

k Ω̃kσ
−
k . Ahora, usaremos una segunda condición de desintońıa

grande, δ À {Ω̃k, δ̄} para derivar un nuevo Hamiltoniano efectivo

HIII = −~δ̄ a†a− ~δ̄ b†b

−~
δ
[J̃+, J̃−](a†a + b†b + 1 + ab + a†b†). (5.45)
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Aqúı, el conmutador puede calcularse como

1
δ
[J̃+, J̃−] = 2

∑

k

Ω̃2
k

δ
σk

z ≡ 2
∑

k

Ω̃k
effσk

z ≡
2
δ
J̃z.

Ahora, reemplazando estas expresiones y escogiendo δ̄ =
∑

k Ω̃k
eff ≡ Ωeff , el Hamiltoniano efectivo

puede escribirse como

H̄III = −~Ωeff a†a− ~Ωeff b†b

−2~

(∑

k

Ω̃k
effσk

z

)
(a†a + b†b + 1 + ab + a†b†).

(5.46)

Finalmente, recordando que todos los átomos están en el estado fundamental |2〉, y entonces el
autovalor de σk

z es igual a −1/2 de tal forma que la elección de δ̄ como se indicó antes puede
escribirse el Hamiltoniano efectivo actuando sobre el estado del campo y el estado fundamental de
los estados colectivos de la nube atómica como sigue:

Heff = ~Ωeff(ab + a†b†). (5.47)

Este Hamiltoniano efectivo está actuando solo en los grados de libertad de la cavidad y corresponde
a un Hamiltoniano de un oscilador paramétrico no degenerado (o degenerado en el caso a = b) el
cual actuando sobre el vaćıo del campo puede dar lugar a un estado de vaćıo comprimido de dos
modos. También puede producir compresión cuando en la cavidad están presentes dos campos en
cualquier estado inicial.

En el caso ideal daŕıa lugar a un estado de vaćıo squeezed perfecto. El formalismo input−output
es el escenario apropiado para estudiar la compresión de los modos de campo que salen de la cavidad,
puesto que estos son los campos que interesan para las aplicaciones en los protocolos de Teoŕıa de
la Información Cuántica mencionados anteriormente.

Tomamos el modelo de sistema abierto sugerido en [29]. El sistema está descrito a través del
Hamiltoniano de dos modos en la cavidad (5.47). Con el fin de producir un estado coherente de dos
modos o un estado comprimido ideal, deben introducirse dos campos clásicos que interactúen lineal-
mente con cada modo de la cavidad. Bajo estas condiciones los modos cuánticos interactúan con dos
baños independientes de tal forma que en la aproximación de Markov, ta Teoŕıa Input−Output pro-
porciona las siguientes ecuación de movimiento para los campos dentro de la cavidad (ver apéndice
A)

ȧ = −iε∗1 +
Ω
2

b† − γ1

2
a−√γ1Cin(t)

ḃ = −iε∗2 +
Ω
2

a† − γ1

2
b−√γ1Din(t), (5.48)

donde εi son los acoplamientos de los dos nuevos campos clásicos con los modos a y b respectivamen-
te, y se ha redefinido la constante de acoplamiento de tal forma que ahora es iΩ

4 lo cual puede hacerse
sin pérdida de generalidad en la descripción y por un criterio de pura conveniencia. Las cuadraturas
del campo se definen como X =

(
a + b + a† + b†

)
/23/2, y Y = −i

(
a + b− a† − b†

)
/23/2[134, 135].

Las soluciones a (5.48), en el espacio de frecuencias son

ã(ω) = α0δ(ω) +
2
√

γ1β

Ω2 − βα
Cin(ω) +

2
√

γ2Ω
Ω2 − βα

D†
in(−ω) (5.49)

b̃(ω) = β0δ(ω) +
2
√

γ2α

Ω2 − βα
Din(ω) +

2
√

γ1Ω
Ω2 − βα

C†
in(−ω) (5.50)

donde α0 = −i2 (Ωε2 − ε∗1γ2) /
(
Ω2 − γ1γ2

)
y β0 = −2i (Ωε1 − γ1ε

∗
2) /

(
Ω2 − γ1γ2

)
. A partir de

estas ecuaciones podemos calcular las fluctuaciones de las cuadraturas para el campo dentro de la
cavidad
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〈
X2(t)

〉
=

(2γ1γ2 + (γ1 + γ2)Ω)
(√

N −√M
)

8 (Ω2 − γ1γ2) (γ1 + γ2)
√

1 +
(γ1−γ2

2Ω

)2
(5.51)

〈
Y 2(t)

〉
=

(2γ1γ2 − (γ2 + γ1)Ω)
(√

M −√N
)

8 (γ1γ2 − Ω2) (γ1 + γ2)
√

1 +
(γ1−γ2

2Ω

)2
(5.52)

donde: M = B − √C; N = B +
√

C; B = (γ2
1+γ2

2+2Ω2)
8 y C = 1

16 (γ1 + γ2)
2
(
Ω2 + 1

4 (γ1 − γ2)
2
)
;

con α = γ1 − 2iω y β = γ2 − 2iω.
Por otro lado, a partir de las soluciones ( A.51) , los campos de salida están dados como

Cout(ω) = −√γ1α0δ(ω) +
Ω2 + α∗β
Ω2 − βα

Ci(ω) +
2
√

γ1γ2Ω
Ω2 − βα

D†
i (−ω) (5.53)

Dout(ω) = −√γ2β0δ(ω) +
Ω2 + β∗α
Ω2 − βα

Di(ω) +
2
√

γ1γ2Ω
Ω2 − βα

C†
i (−ω) (5.54)

Similarmente las cuadraturas normalmente ordenadas del campo de salida (que se definen en forma
análoga a las del campo en el interior) están calculadas a partir de las ecuaciones (5.53), el espectro
de las fluctuaciones en ω = 0 está dado por

: SY (0) := − Ω
√

γ1γ2(√
γ1γ2 + Ω

)2 . (5.55)

La condición ω = 0 para la frecuencia es equivalente a tomar ωa + ωb ≈ ν1 + ν2; que exactamente
la condición de matching. Esto garantiza que la condición de generación paramétrica se satisfaga,
y ocurra un proceso de dos fotones.

El estado de squeezeng perfecto se obtiene cuando las fluctuaciones en una de las cuadraturas
normalemente ordenadas (Y en nuestro caso) es igual a −1/4, mientras las fluctuaciones en las otras
cuadraturas tiende al infinito. En este caso los campos están en un estado que es un autoestado del
operador de cuadratura de fase.

Cuando ponemos el valor γ1 = γ2 y Ω =
√

γ1γ2 in (5.51 ), (5.52), se obtiene que la compresión
máxima es −1

8 , que también es el resultado de la solución del estado estacionario. Los valores
correspondientes de compresión para los campos del espectro del campo de salida en Ec. (5.55), (a
las mismas condiciones γ1 = γ2 y Ω =

√
γ1γ2) es igual a −1

4 ;) el cual es un estado de compresión
perfecta para el campo a la salida.

En conclusión es este caṕıtulo hemos presentado un esquema para obtener un operador efectivo
de compresión para el campo dentro de una cavidad, a través de la interacción del campo bimodal
de la cavidad con una nube de átomos de tres niveles. Esta compresión se produce debido a los dos
campos clásicos externos. La nube atómica proporciona un aumento de la compreión proporcional
a N̄ (número medio efectivo de átomos en la cavidad). El operador de compresión puede usarse
para generar estados squeezed de campos de dos modos degenerados y no degenerados. Se ha usado
la Teoŕıa Input−Output par comparar el campo a la salida con el campo dentro de la cavidad.
La compresión óptimo se obtiene cuando γ1 = γ2 y Ω =

√
γ1γ2; en este caso la compresión de la

cavidad está degradado a la mitad mientras que el de la salida es perfecto.



6. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

La presnte tesis gira alrededor de dos problemas de la Teoŕıa de la Información Cuántica.
El primero es el de la caracterización del entrelazamiento, recurso básico para la realización de
protocolos de procesamiento de información cuántica.

Como se destacó en el caṕıtulo 2, sin este recurso no se puede hablar de ventajas comparativas
del uso de sistemas cuánticos en estos procesos [7] respecto a sus equivalentes clásicos. La tenden-
cia generalizada en la caracterización de entanglement, ha sido la de estudiar las caracteŕısticas
matemáticas de un espacio de Hilbert lo más general posible a fin de encontrar una medida de
entanglement lo más general posible. Sin embargo, es claro que mientras eso suceda, se hacen ne-
cesarias la mayor cantidad posible de formas sencillas de caracterizar este recurso y comprender
como se comporta en presencia de diferentes efectos f́ısicos. La tasa de concurrencia [24] constituye
una de estas maneras de caracterizar el entanglement de sistemas de qubits a tiempos cortos. Se
han explorado dos formas de determinar esta medida de entanglement. El primer método consis-
te en determinar la expansión en serie de Taylor de la Concurrencia de Wootters [18]. Para ello
se ha expresado la concurrencia en términos de sus invariantes, lo cual conduce a una expresión
que permite derivar una jerarqúıa de ecuaciones, que a su vez relacionan las derivadas de la con-
currencia con el valor de ésta en el estado inicial. Adicionalmente, se presenta un nuevo enfoque al
mismo problema. Si se quiere estudiar el cambio de la concurrencia para la dinámica de un estado
entanglement sometido a un proceso unitario y un proceso disipativo tipo Limbland, a tiempos
cortos, entonces posible hacer esto usando un cálculo perturbativo de los autovalores de la matriz
R2 (caṕıtulo 3). Con este objetivo se presentan una generalización de la teoŕıa perturbativa usada
en mecánica cuántica al caso de R2. Pese a que el origen de la idea está motivada por la teoŕıa
perturbativa de la mecánica cuántica, tiene sus propios matices y diferencias. Una primera diferen-
cia radica en que R2, no es hermı́tica, a diferencia del Hamiltoniano en mecánica, por lo tanto es
necesario modificar este esquema a fin de encontrar una fórmula perturbativa generalizada de los
autovalores y autovectores de R2. La segunda diferencia clave está en que en mecánica cuántica,
solo se tiene un término perturbativo en el Hamiltoniano, lo cual hace que la forma de obtener
órdenes de aproximación más altos sea relativamente sencilla, a pesar de que los resultados son
menos confiables a medida que crece el orden (términos de orden mayor en el Hamiltoniano po-
dŕıan ser importantes a órdenes mayores a 2). Mientras que en nuestro esquema, se puede obtener
la expansión de la matriz R2 a cualquier orden en potencias de t. Esto permite en principio que se
pueda calcular (aunque el nivel de dificultad aumenta con el orden grandemente) las correcciones a
cualquier orden. El conocimiento de R2 a cualquier orden lo da la dinámica a través de la ecuación
maestra. Entonces la metodoloǵıa en este caso es

1. Encontrar la expansión de R2 hasta el segundo orden. Esto porque en realidad para la con-
currencia son necesarios los autovalores de R.

2. Usar las fórmulas desarrolladas en el caṕıtulo (3) para calcular perturbativamente los auto-
valores de R2.

3. Calcular, a partir de estos resultados la concurrencia a tiempos cortos.

El segundo problema de este trabajo está orientado hacia la búsqueda de realizaciones de pro-
tocolos de computación cuántica en sistemas de dimensionalidad más alta que la de los qubits. La
comunidad cient́ıfica[103, 104, 111, 109, 107, 113] viene usando estos sistemas para modelar los
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procesos de información cuántica en general. Una de los puntos poco claros es si estos sistemas
presentan una ventaja real respecto al procesamiento de información en qubits. Sin embargo, en
este trabajo no abordamos ese aspecto del problema, sino más bien se propone que lo mismo que
se puede hacer con qubits codificados en iones atrapados en una trampa electromagnética, puede
hacerse codificando la información en qutrits, es decir un estado de un sistema de tres niveles[52]. El
objeto f́ısico para la codificación son los niveles Zeeman de iones de Ba+ atrapados en una trampa
de Paul, usando pulsos de luz descritos clásicamente, en dos esquemas Raman, pueden codificarse
la información en qutrits. El primer paso es la realización de la compuerta lógica condicional equi-
valente a la CNOT para los qutrits, llamada GXOR[48]. Para ello se hace uso de la decomposición
de esta compuerta en una transformada de Fourier para qutrits y una compuerta condicional de
fase. Los grados de libertad del centro de masa juegan un rol fundamental en la manipulación de
los qutrits, los cuales son manipulados mediante el uso de los dos esquemas Raman (ver caṕıtulo
4 ). También se presenta una generalización de transformada de Fourier para n qutrits codificados
en iones atrapados, ayudados por la transformación de fase condicional implementada.

Un tercer problema se ha presentado en este trabajo. Está relacionado con la posibilidad de
comunicación entre nodos de una red de comunicación cuántica. En el caṕıtulo 2 se mencionó que el
entanglement es un recurso importante si se puede repartir los qubits entrelazados entre personas
que quieren comunicarse. Esto significa establecer un canal cuántico de comunicación, entre las
dos partes, que sea confiable. El problema es que, debido a la presencia de ruido, (como se ha
demostrado en el caṕıtulo 3) puede destruir el entamglement a pesar de haber permanentemente
un acoplamiento que trata de restaurar este entanglement. Entonces el problema de buscar una
sistema en el que el efecto de la decoherencia sobre el entanglement es vital para incrementar
las posibilidades de la realización de protocolos de comunicación cuántica a grandes distancias.
Una de las fuentes de ruido es justamente la naturaleza cuántica de los estados que se usan, los
cuales presentan un ĺımite de reducción fundamental impuesto por el principio de incertidumbre
de Heisenberg. Se ha propuesto que el uso de los estados comprimidos del campo electromagnético,
pueden ser útiles para la distribución de entanglement [138] en canales ruidosos. En este trabajo se
estudia la posibilidad de generar cualquier estado squeezeng de dos modos, mediante la realización
de un operador de compresión efectivo. Para ello se usa una nuve de átomos que se introducen
en una cavidad óptica bimodal, la manipulación de los niveles atómicos usando campos clásicos
permite que el campo de la cavidad sea preparado en un estado squeezing, los modos de la cavidad
se encuentran también acoplados a los niveles de los átomos de la nube. Se ha hecho un estudio
de los efectos de ruido de la cavidad a fin de saber si el campo que sale de la misma conserva las
propiedades de los estados comprimidos generadas mediante el esquema planteado. La utilidad de
este tipo de squeezing en los procesos de información cuántica está todav́ıa en estudio y debe ser
desarrollada aún más.

6.1. Conclusiones.

Basados en los resultados presentados en las páginas de este trabajo podemos llegar a las
siguientes conclusiones.

En cuanto a la tasa de concurrencia de tiempos cortos podemos decir:

1. El comportamiento de tiempo corto del entanglement para un sistema inicicialmente prepa-
rado en un estado ya sea maximalmente o no maximalmente entrelazado, y evolucionando
bajo dinámicas disipativas puede estudiarse mediante un enfoque perturbativo. El mimo que
permite calcular las derivasdas de la concurrencia de Wootters alrededor de t = 0. Una teoŕıa
perturbativa similar a los métodos estándar usados en mecánica cuántica permite encontrar
los autovalores de la matriz inicial R2 = ρ(0)ρ̃(0), y entonces calcular la concurrencia definida
por Wootters.

En lo que tiene que ver con la realización de computación cuántica en qutris en iones atrapa-
dos:
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2. El resultado más importante es que se muestra que la misma clase de arreglo usado para
computación cuántica de qubits es apropiada para la computación cuántica basada en qutrits,
la cual proporciona un incremento en la disponibilidad del espacio de Hilbert para la misma
cantidad de recursos f́ısicos. En principio, este esquema permite también distribución de
entanglement entre qutrits localizados en nodos distantes de una red cuántica.

Respecto a la generación de estados no clásicos en cavidades se puede decir que.

3. Se ha encontrado un esquema para obtener un operador efectivo de compresión para el campo
dentro de una cavidad, a través de la interacción del campo bimodal de la cavidad con una
nube de átomos de tres niveles. Este estdo comprimido se produce debido a los dos campos
clásicos extra. La nube atómica proporciona un aumento de compresión proporcional a

√
N.

El operador de compresión puede usarse para generar estados squeezed de campos de dos
modos degenerados y no degenerados. La teoŕıa de input−output permite deducir que la
compresión óptima en el interior de la cavidad se obtiene cuando γ1 = γ2 y Ω =

√
γ1γ2; en

este caso el campo en un estado comprimido de la cavidad está degradado a la mitad mientras
que el estado del campo de salida es perfecto.

Resumiendo podemos decir que se han explorado algunos aspectos de los fundamentos de la
Teoŕıa de la Información Cuántica, sus propiedades y su factibilidad de realización en sistemas
f́ısicos reales. Por supuesto, este constituye sólo un paso más hacia el entendimiento total del
problema, y por lo tanto, hacia la realización práctica de un protocolo de información cuántica que
todos esperan que sea una realidad en un futuro próximo.
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A. HAMILTONIANO EFECTIVO Y TEORÍA INPUT−OUTPUT

El objetivo de este apéndice es presentar los detalles más relevantes de los cálculos que conducen
a los resultados presentados en el caṕıtulo 5. En la sección A.1 se presentan algunos aspectos del
método de cálculo empleado para obtener Hamiltonianos efectivos. Luego se aplica este resultado
al caso de interacción de nubes atómicas con campos de una cavidad óptica, en dos reǵımenes
dispersivos diferentes, lo que permite la obtención de un operador efectivo de compresión degenerado
y no degenerado. En el apéndice A.2 se presenta la aplicación del método Input−Output para
sistemas abiertos, al caso de cavidades ópticas y nubes atómicas. Este cálculo permite obtener
información de como se transforma el estado comprimido generado en el campo de cavidad cuando
sale de ella. En particular se puede decir que es posible generar un estado de compresión perfecta
a la salida. En la sección A.3 se repite el cálculo del campo de salida, pero ahora suponiendo que
el estado del campo interno es un estado coherente.

A.1. Teoŕıa perturbativa

Consideremos el caso en el cual hay un Hamiltoniano dado por

H = H0 + V (A.1)

entonces la ecuación de Schrödinger estará dada por

i~
∂

∂t
|ψS〉 = (H0 + V ) |ψS〉 . (A.2)

Si el estado se somete a la transformación

|ψI〉 = e
i
~H0t |ψS〉 (A.3)

entonces tenemos que

i~
∂

∂t
|ψS〉 = i~e

i
~H0t ∂

∂t
|ψI〉+ e

i
~H0tH0e

i
~H0t |ψS〉

= i~e−
i
~H0t ∂

∂t
|ψI〉+ e−

i
~H0tH0 |ψI〉 (A.4)

Ahora ponemos e−
i
~H0te

i
~H0t, con lo cual tenemos

i~
∂

∂t
|ψS〉 = (H0 + V ) e−

i
~H0te

i
~H0t |ψS〉

= (H0 + V ) e−
i
~H0t |ψI〉 (A.5)

= H0e
− i
~H0t |ψI〉+ V e−

i
~H0t |ψI〉 .

Sustituyendo el primer miembro por el resultado anterior

i~e−
i
~H0t ∂

∂t
|ψI〉+ H0e

− i
~H0t |ψI〉 = H0e

− i
~H0t |ψI〉+ V e−

i
~H0t |ψI〉

i~e−
i
~H0t ∂

∂t
|ψI〉 = V e−

i
~H0t |ψI〉 , (A.6)
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y multiplicando por e
i
~H0t tenemos

i~
∂

∂t
|ψI〉 = e

i
~H0tV e−

i
~H0t |ψI〉 . (A.7)

Definimos ahora
HI = e

i
~H0tV e−

i
~H0t (A.8)

Obtenemos lo que se conoce como la ecuación de Schrödinger en el cuadro de interacción
(

i~
∂

∂t
−HI

)
|ψI〉 = 0

Si se hace una nueva transformación unitaria de la Ecuación de Schrödinger

|ψII〉 = e
i
~W (t) |ψI〉 (A.9)

debido a la unitariedad de la transformación podemos escribir:
(

i~
∂

∂t
−HI

)
e−

i
~W (t)e

i
~W (t) |ψI〉 =

(
i~

∂

∂t
−HI

)
e−

i
~W (t) |ψII〉 = 0 (A.10)

y multiplicando ambos miembros por e
i
~W (t) obtenemos

0 = e
i
~W (t)

(
i~

∂

∂t
−HI

)
e−

i
~W (t) |ψII〉

0 = i~
∂

∂t
|ψII〉+

(
i~e

i
~W (t) ∂

∂t
e−

i
~W (t) − e

i
~W (t)HIe

− i
~W (t)

)
|ψII〉

i~
∂

∂t
|ψII〉+ HII |ψII〉 = 0 (A.11)

Entonces tenemos:

HII = i~e
i
~W (t) ∂

∂t
e−

i
~W (t) − e

i
~W (t)HIe

− i
~W (t) (A.12)

Se sabe que toda transformación unitaria finita se puede construir a paratir del producto de
transformaciones unitarias infinitesimales. Consideraremos por lo tanto los primeros términos de la
expansión en serie de este nuevo operador e

i
~W (t) y de su conjugado

e
i
~W (t) = 1 +

i

~
W (t) +

1
2

(
i

~

)2

W 2(t) + ...

e−
i
~W (t) = 1− i

~
W (t) +

1
2

(
i

~

)2

W 2(t)− ...

Nos quedaremos al segundo orden por ahora. Reemplazando en (A.12)

HII =

(
1 +

i

~
W (t) +

1
2

(
i

~

)2

W 2(t)

)(
i~

∂

∂t
−HI

)(
1− i

~
W (t) +

1
2

(
i

~

)2

W 2(t)

)

y luego de algunos cálculos se obtiene, al segundo orden en i/~, la expresión

HII =
(

Ẇ (t)−HI − i

~
1
2

[
[W (t),HI ]− 2

[
W (t), Ẇ (t)

]]

+
1
6

(
i

~

)2 [
W (t),

[
W (t), Ẇ (t)

]]
(A.13)

−1
2

(
i

~

)2

[[W (t), [W (t),HI ]]]

)
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Tomando Ẇ (t) = HI(t), entonces se tiene que

W (t) =
∫ t

0
HI(t′)dt′ (A.14)

suponiendo que se pueden despreciar los términos de orden mayor que uno en i/~ se tiene que

HII =
i

2~
[W (t),HI(t)] =

i

2~

∫ t

0
dt′

[
HI(t′),HI(t)

]
(A.15)

En los casos en los que el conmutador [W (t),HI ] = 0 es un número complejo (c-number),
entonces todos los términos de orden mayor automáticamente serán nulos y en ese caso el resultado
anterior es exacto. Sin embargo, cuando esto no ocurre hay que calcular los conmutadores de orden
mayor y asegurarse de que sean despreciables en comparación con el de primer orden. En general
este trabajo es muy laborioso.

Una vez establecido el Hamiltoniano efectivo HII , el estado del sistema escrito en el cuadro de
interacción estará dado por

|ψI〉 = e−
i
~W (t)e−

i
~

∫ t
0 HII(t′)dt′e−

i
~W (0) |ψ (0)〉 (A.16)

y en el cuadro de Schrödinger tenemos

|ψS〉 = e−
i
~H0te−

i
~W (t)e−

i
~

∫ t
0 HII(t′)dt′e−

i
~W (0) |ψ (0)〉 (A.17)

en general una teoŕıa efectiva útil es aquella en la que se cumple que e−
i
~W (0) = 1, y HII(t′) no

depende del tiempo, lo cual conduce a un estado en el cuadro de Schrödinger dada por

|ψS〉 = e−
i
~H0te−

i
~

∫ t
0 HII(t′)dt′ |ψ (0)〉 (A.18)

En la sección siguiente usaremos este método para calcular el Hamiltoniano efectivo usado en
el caṕıtulo 5 de esta tesis.

A.1.1. Hamiltoniano efectivo en nubes atómicas en cavidades ópticas.

apen11
Consideremos el problema de una nube atómica, discutido en el caṕıtulo 5, que se introduce

en una cavidad óptica bimodal. Los dos modos de la cavidad están acopladas a dos transisiones
atómicas desde dos niveles metaestables |1〉 , |2〉 hasta un nivel excitado |0〉 común, en un esquema
lambda. Si adicionalmente el sistema se bombea con dos láseres clásicos, que van acoplados resonan-
temente a las transiciones |1〉 → |0〉 y |2〉 → |0〉, es posible obtener algunos procesos que involucran
la emisión-absorción de dos fotones a la frecuencia de los modos intracavidad. El Hamiltoniano que
representa este sistema puede escribirse de la forma siguiente:

H = H0 + H1

H0 = ωbb
†b + ωaa

†a +
N∑

k=1

2∑

i=0

ωki |i〉k 〈i| (A.19)

V1 =
N∑

k=1

{
Ωk1

(|0〉k 〈1| e−iν1 + |1〉 〈0| eiν1t
)

(A.20)

+Ωk2

(
|0〉k 〈2| e−iν2 + |2〉 〈0| eiν2)t

)

+gk1

(
|0〉k 〈2| a + |2〉k 〈0| a†

)

+g2

(
|0〉k 〈1| b + |1〉k 〈0| b†

)}
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en el cuadro de interacción este Hamiltoniano puede escribirse como:

H1 =
N∑

k=1

{
Ωk1

(
|0〉k 〈1| ei(ω0−ω1−ν1)t + |1〉 〈0| e−i(ω0−ω1−ν1)t

)
(A.21)

+Ωk2

(
|0〉k 〈2| ei(ω0−ω2−ν2)t + |2〉 〈0| e−i(ω0−ω2−ν2)t

)

+gk1

(
|0〉k 〈2| aei(ω0−ω2−ωa)t + |2〉k 〈0| a†e−i(ω0−ω2−ωa)t

)

+g2

(
|0〉k 〈1| bei(ω0−ω1−ωb)t + |1〉k 〈0| b†e−i(ω0−ω1−ωb)t

)}

escogiendo la relación entre las diferentes frecuencias en la forma

ω0 − ω2 − ωa = ∆1 − δ1 = ∆̄1 (A.22)
ω0 − ω1 − ωb = ∆2 − δ2 = ∆̄2

ω0 − ω1 − ν1 = ∆1

ω0 − ω1 − ν1 = ∆1

puede obtenerse el hamiltoniano de interacción como

H1 =
N∑

k=1

{
Ωk1

(|0〉k 〈1| e−i∆1t + |1〉 〈0| ei∆1t
)

(A.23)

+Ωk2

(|0〉k 〈2| e−i∆2t + |2〉 〈0| ei∆2t
)

+gk1

(
|0〉k 〈2| ae−i∆̄1t + |2〉k 〈0| a†ei∆̄1t

)

+g2

(
|0〉k 〈1| be−i∆̄2t + |1〉k 〈0| b†ei∆̄2t

)}

con ∆̄i = ∆i−δi. El esquema de cálculo de hamiltonianos efectivos en régimen dispersivo propuesto
antes exije que se calcule el operador W definido en la Ec. (A.14), por lo tanto

W (t) =
N∑

k=1

{
Ωk1

(
|0〉k 〈1|

∫ t

0
e−i∆1t′dt′ + |1〉 〈0|

∫ t

0
ei∆1t′dt′

)
(A.24)

+Ωk2

(
|0〉k 〈2|

∫ t

0
e−i∆2t′dt′ + |2〉 〈0|

∫ t

0
ei∆2t′dt′

)

+gk1

(
|0〉k 〈2| a

∫ t

0
e−i∆̄1t′dt′ + |2〉k 〈0| a†

∫ t

0
ei∆̄1t′dt′

)

+g2

(
|0〉k 〈1| b

∫ t

0
e−i∆̄2t′dt′ + |1〉k 〈0| b†

∫ t

0
ei∆̄2t′dt′

)}

con lo cual

W (t) =
N∑

k=1

{
Ωk1

(
|0〉k 〈1|

e−i∆1t − 1
−i∆1

+ |1〉k 〈0|
ei∆1t − 1

i∆1

)
(A.25)

+Ωk2

(
|0〉k 〈2|

e−i∆2t′ − 1
−i∆2

+ |2〉k 〈0|
ei∆2t′ − 1

i∆2

)

+gk1

(
|0〉k 〈2| a

e−i∆1t′ − 1
−i∆̄1

+ |2〉k 〈0| a†
ei∆̄1t′ − 1

i∆̄k1

)

+gk2

(
|0〉k 〈1| b

e−i∆̄2t′ − 1
−i∆̄2

+ |1〉k 〈0| b†
ei∆̄2t′ − 1

i∆̄2

)}
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Usando las Ecs. (A.23) y (A.25) puede calcularse el conmutador

[W (t),H1(t)] =
N∑

k=1

N∑

l=1

[{
Ωk1

(
|0〉k 〈1|

e−i∆1t − 1
−i∆1

+ |1〉 〈0| e
i∆1t − 1
i∆1

)
(A.26)

+Ωk2

(
|0〉k 〈2|

e−i∆2t − 1
−i∆2

+ |2〉 〈0| e
i∆k2t − 1
i∆k2

)

+gk1

(
|0〉k 〈2| a

e−i∆̄1t − 1
−i∆̄1

+ |2〉k 〈0| a†
ei∆̄1t − 1

i∆̄1

)

+g2

(
|0〉k 〈1| b

e−i∆̄2t − 1
−i∆̄2

+ |1〉k 〈0| b†
ei∆̄2t − 1

i∆̄2

)}

,
{
Ωl1

(|0〉l 〈1| e−i∆1t + |1〉l 〈0| ei∆1t
)

+Ωl2

(|0〉l 〈2| e−i∆2t + |2〉l 〈0| ei∆2t
)

+gl1

(
|0〉l 〈2| ae−i∆̄1t + |2〉l 〈0| a†ei∆̄1t

)

+gl2

(
|0〉l 〈1| be−i∆̄2t + |1〉l 〈0| b†ei∆̄2t

)}]
.

Los términos no nulos del conmutador serán

[W (t),H1(t)] (A.27)

=
N∑

k=1

N∑

l=1

{
Ωk1Ωl1

(
[|0〉k 〈1| , |1〉l 〈0|]

1− ei∆1t

−i∆1
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈1|]

1− e−i∆1t

i∆1

)

+Ωk1Ωl2

(
[|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|]

e−i(∆1−∆2)t − ei∆2t

−i∆1
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|]

ei(∆1−∆2)t − e−i∆2t

i∆1

)

+gl1Ωk1

(
[|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|] a†

e−i(∆1−∆̄1)t − ei∆̄1t

−i∆1
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] a

ei(∆1−∆̄1)t − e−i∆̄1t

i∆1

)

+gl2Ωk1

(
[|0〉k 〈1| , |1〉l 〈0|] b†

e−i(∆1−∆̄)
2
t − ei∆̄2t

−i∆1
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] b

ei(∆1−∆̄2)t − e−i∆̄2t

i∆1

)

+Ωl1Ωk2

(
[|0〉k 〈2| , |1〉l 〈0|]

e−i(∆2−∆1)t − ei∆1t

−i∆2
+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈1|]

ei(∆2−∆1)t − e−i∆1t

i∆2

)

+Ωk2Ωl2

(
[|0〉k 〈2| , |2〉l 〈0|]

1− ei∆2t

−i∆2
+ [|2〉 〈0| , |0〉l 〈2|]

1− e−i∆2t

i∆k2

)

+gl1Ωk2

(
[|0〉k 〈2| , |2〉l 〈0|] a†

ei(∆2−∆̄1)t − ei∆̄1t

−i∆2
+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] a

ei(∆2−∆̄1)t − e−i∆̄1t

i∆2

)

+gl2Ωk2

(
[|0〉k 〈2| , |1〉l 〈0|] b†

e−i(∆2−∆̄2)t − ei∆̄2t

−i∆2
+ [|2〉 〈0| , |0〉l 〈1|] b

ei(∆2−∆̄2)t − e−i∆̄2t

i∆k2

)

+Ωl1gk1

(
|0〉k 〈2| , |1〉l 〈0| a

e−i(∆̄1−∆1)t − ei∆1t

−i∆̄1
+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] a†

ei(∆̄1−∆1)t − e−i∆1t

i∆̄1

)

+Ωl2gk1

(
[|0〉k 〈2| , |2〉l 〈0|] a

e−i(∆̄1−∆2)t − ei∆2t

−i∆̄1
+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] a†

ei(∆̄1−∆2)t − e−i∆2t

i∆̄1

)

+gl1gk1

([
|0〉k 〈2| a, |2〉l 〈0| a†

] 1− ei∆̄1t

−i∆̄1
+

[
|2〉k 〈0| a†, |0〉l 〈2| a

] 1− e−i∆̄1t

i∆̄1

)
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+gl2gk1

(
[|0〉k 〈2| , |1〉l 〈0|] ab†

e−i(∆̄1−∆̄2)t − ei∆̄2t

−i∆̄1
+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] a†b

ei(∆̄1−∆̄2)t − e−i∆̄2t

i∆̄1

)

+gk2Ωl1

(
[|0〉k 〈1| , |1〉l 〈0|] b

e−i(∆̄2−∆1)t − ei∆1t

−i∆̄2
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] b†

ei(∆̄2−∆1)t − e−i∆1t

i∆̄2

)

+Ωl2gk2

(
[|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] b†

e−i(∆2−∆̄2)t − e−i∆2t

i∆̄2
+ [|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|] b

ei(∆2−∆̄2)t − ei∆2t

−i∆̄2

)

+gl1gk2

(
[|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|] ba†

e−i(∆̄2−∆̄1)t − ei∆̄1t

−i∆̄2
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] b†a

ei(∆̄2−∆̄1)t − e−i∆̄1t

i∆̄2

)

+gl2gk2

([
|0〉k 〈1| b, |1〉l 〈0| b†

] 1− ei∆̄2t

−i∆̄2
+

[
|1〉k 〈0| b†, |0〉l 〈1| b

] 1− e−i∆̄2t

i∆̄2

)}

Los diferentes términos tienen factores del tipo
(
e−i2∆it − e−i∆it

)
/ (−i∆i) ;

(
ei(∆1−∆2)t − e−i∆2t

)
/ (i∆1) ;(

e−i(∆̄1+∆̄2)t − e−i∆̄2t
)

/
(−i∆̄1

)
;

(
e−i(∆̄1−∆̄2)t − ei∆̄2t

)
/

(−i∆̄1

)
;(

ei(∆̄i−∆i)t − e−i∆it
)

/
(
i∆̄i

)
;

(
e−i(∆2+∆̄1)t − e−i∆̄1t

)
/ (−i∆2) ;(

1− ei∆̄it
)

/
(
i∆̄i

)
;

(
1− ei∆it

)
/ (i∆i) ;

Si nos fijamos en el esquema de interación átomo campo que se presenta en la Figura (5.3), los
casos ∆1 − ∆2; ∆̄1 − ∆̄2 podŕıan ser problemáticos para nuestros fines, sin embargo tomando
una difrerencia entre las desintońıas como ∆1 − ∆2 ≈ ∆1 ≈ ∆ y ∆̄1 − ∆̄2 ≈ ∆1 ≈ ∆; entonces
∆̄1 +∆̄2 ≈ 3∆, y ∆1 +∆2 ≈ 3∆. Adicionalmente ∆̄i−∆i = δi. Con lo cual los factores, en el ĺımite
de alto detuning (∆1, ∆2,∆ À {δi, Ωki, gki} con i = 1, 2), se pueden aproximar de la siguiente
manera (

e−i2∆it − e−i∆it
)
/ (−i∆i) ≈ 0;

(
e−i3∆te−iδ1t − e−i∆2t

)
e−iδ2t/

(−i∆̄1

) ≈ 0;(
ei∆t − e−i∆2t

)
/ (i∆1) ≈ 0

(
e−i3∆te−iδ2t − ei∆2t

)
e−iδ1t/

(−i∆̄2

) ≈ 0(
ei(∆̄i−∆i)t − e−i∆it

)
/

(
i∆̄i

) ≈ e−iδit

i∆̄i

(
1− ei∆̄it

)
/

(
i∆̄i

) ≈ 1
i∆̄i

1
i∆i

(
1− ei∆it

)
/ (i∆i) ≈ 1

i∆i
∆̄i ≈ ∆i

con estas suposiciones que pueden ser satisfechas con relativa facilidad en este contexto, podemos
ahora reducir el conmutador que hemos calculado en la Ec. (A.27) a

[W (t),H1(t)] =
N∑

k=1

N∑

l=1

{
Ωk1Ωl1

(
[|0〉k 〈1| , |1〉l 〈0|]

1
−i∆1

+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈1|]
1

i∆1

)
(A.28)

+Ωl2Ωk2

(
[|0〉k 〈2| , |2〉l 〈0|]

1
−i∆2

+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈2|]
1

i∆k2

)

+gl1gk1

([
|0〉k 〈2| a, |2〉l 〈0| a†

] 1
−i∆1

+
[
|2〉k 〈0| a†, |0〉l 〈2| a

] 1
i∆1

)

+gl2gk2

([
|0〉k 〈1| b, |1〉l 〈0| b†

] 1
−i∆2

+
[
|1〉k 〈0| b†, |0〉l 〈1| b

] 1
i∆2

)

+Ωk1gl1

(
[|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|] a†

e−iδ1t

−i∆1
+ [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] a

eiδ1t

i∆1

)

+gk1Ωl1

(
|0〉k 〈2| , |1〉l 〈0| a

eiδ1t

−i∆̄1
+ [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] a†

e−iδ1t

i∆̄1

)

+Ωk2gl2

(
|0〉k 〈2| , |1〉l 〈0| b†

e−iδ2t

−i∆2
+ [|2〉 〈0| , |0〉l 〈1|] b

eiδ2t

i∆k2

)

+gk2Ωl2

(
[|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] b†

e−iδ2t

i∆̄2
+ [|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|] b

eiδ2t

−i∆̄2

)
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Ahora, calcularemos los conmutadores:

[|0〉k 〈2| , |2〉l 〈0|] = [|0〉k 〈2| , |2〉k 〈0|] δkl

=
(|0〉k 〈2| |2〉k 〈0| − ||2〉k 〈0| 0〉k 〈2|

)
δkl

= (|0〉kk 〈0| − |2〉kk 〈2|) δkl = − [|2〉k 〈0| , |0〉l 〈2|]
[|0〉k 〈1| , |1〉l 〈0|] = [|0〉k 〈1| , |1〉k 〈0|] δkl

= (|0〉kk 〈0| − |1〉kk 〈1|) δkl = − [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈1|]

[|0〉k 〈1| , |2〉l 〈0|] = [|0〉k 〈1| , |2〉k 〈0|] δkl

= (|0〉k 〈1| |2〉k 〈0| − |2〉k 〈0| |0〉k 〈1|) δkl = − |2〉kk 〈1| δkl

[|2〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] = [|2〉k 〈0| , |0〉k 〈1|] δkl = |2〉kk 〈1| δkl

[|1〉k 〈0| , |0〉l 〈2|] = |1〉kk 〈2| δkl

los conmutadores que involucran operadores atómicos y operadores de campo se deben realizar
con cuidado [

|0〉k 〈2| a, |2〉l 〈0| a†
]

= [|0〉k 〈2| , |2〉l 〈0|] a†a + |0〉k 〈2| |2〉l 〈0|
[
a, a†

]

= (|0〉kk 〈0| − |2〉kk 〈2|) a†aδkl + (|0〉k 〈2|) (|2〉l 〈0|)[
|2〉k 〈0| a†, |0〉l 〈2| a

]
= [|2〉k 〈0| , |0〉k 〈2|] aa†δkl + |2〉k 〈0| |0〉l 〈2|

[
a†, a

]

= (|2〉kk 〈2| − |0〉kk 〈0|) aa†δkl − |2〉k 〈0| |0〉l 〈2|[
|0〉k 〈1| b, |1〉l 〈0| b†

]
= ([|0〉k 〈1| , |1〉k 〈0|]) b†bδkl + |0〉k 〈1| |1〉l 〈0|

[
b, b†

]

= (|0〉kk 〈0| − |1〉kk 〈1|) b†bδkl + |0〉k 〈1| |1〉l 〈0|[
|1〉k 〈0| b†, |0〉l 〈1| b

]
= [|1〉k 〈0| , |0〉l 〈1|] bb† + |1〉k 〈0| |0〉l 〈1|

[
b†, b

]

= (|1〉kk 〈1| − |0〉kk 〈0|) bb†δkl − |1〉k 〈0| |0〉l 〈1|
con lo cual el conmutador se transforma en

[W (t), H1(t)]
~2

=
N∑

k=1

N∑

l=1

{
−2

Ωk1Ωk1

i∆1
(|0〉kk 〈0| − |1〉kk 〈1|)

−2
Ωk2Ωk2

i∆k2
((|0〉kk 〈0| − |2〉kk 〈2|))

+Ωk1gk1

(
|2〉kk 〈1| a†

e−iδ1t

i∆1
+ |1〉kk 〈2| a

eiδ1t

i∆1

)

+gk1Ωk1

(
|1〉kk 〈2| a

eiδ1t

i∆̄1
+ |2〉kk 〈1| a†

e−iδ1t

i∆̄1

)

+Ωk2gk2

(
|1〉kk 〈2| b†

e−iδ2t

i∆2
+ |2〉kk 〈1| b

eiδ2t

i∆k2

)

+gk2Ωk2

(
[|1〉kk 〈2|] b†

e−iδ2t

i∆̄2
+ |2〉kk 〈1| b

eiδ2t

i∆̄2

)

+
gk1gk1

−i∆̄1
(|0〉kk 〈0| − |2〉kk 〈2|) a†a +

gk1gk1

i∆̄1
(|2〉kk 〈2| − |0〉kk 〈0|) aa†

+
gk2gk2

−i∆̄2
(|0〉kk 〈0| − |1〉kk 〈1|) b†b +

gk2gk2

i∆̄2
(|1〉kk 〈1| − |0〉kk 〈0|) bb†

}
δkl

−
N∑

k=1

N∑

l=1

gl1gk1

i∆̄1
((|0〉k 〈2|) (|2〉l 〈0|) + (|2〉k 〈0|) (|0〉l 〈2|))

−
N∑

k=1

N∑

l=1

gl2gk2

i∆̄2
|0〉k 〈1| |1〉l 〈0| −

gl2gk2

i∆̄2
|1〉k 〈0| |0〉l 〈1|
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por lo tanto, puede separarse el conmutador en dos partes

[W (t),H1(t)] =
N∑

k=1

{(
−2

Ωk1Ωk1

i∆1
− 2

Ωk2Ωk2

i∆2
− gk1gk1

i∆̄1
|0〉kk 〈0| (A.29)

−gk2gk2

i∆̄2
− 2

gk1gk1

i∆̄1
a†a− 2

gk2gk2

i∆̄2
b†b

)
|0〉kk 〈0|

+ |1〉kk 〈1|
(

gk2gk2

i∆̄2
+ 2

Ωk1Ωk1

i∆1
+ 2

gk2gk2

i∆̄2
b†b

)

+
(

2
Ωk2Ωk2

i∆2
+ 2

gk1gk1

i∆̄1
a†a +

gk1gk1

i∆̄1

)
|2〉kk 〈2|

+2 |2〉kk 〈1|
(

Ωk1gk1

i∆1
a†e−iδ1t +

Ωk2gk2

i∆2
beiδ2t

)

+2 |1〉kk 〈2|
(

Ωk1gk1

i∆1
aeiδ1t +

Ωk2gk2

i∆2
b†e−iδ2t

)}

−
N∑

k=1

N∑

l=1

gl1gk1

i∆̄1
((|0〉k 〈2|) (|2〉l 〈0|) + (|2〉k 〈0|) (|0〉l 〈2|))

−
N∑

k=1

N∑

l=1

gl2gk2

i∆̄2
((|0〉k 〈1|) (|1〉l 〈0|) + (|1〉k 〈0|) (|0〉l 〈1|))

las dos últimas ĺıneas en (A.29), involucran al nivel |0〉, por lo tanto los productos de operadores
colectivos atómicos que corresponden a átomos diferentes no pueden realizar transiciones al nivel
|0〉 , este nivel nunca está poblado.

Por lo tanto, puede escribirse un operador efectivo, en lugar de las dos últimas ĺıneas en (A.29),
dado por

−2N
N∑

k=1

gk1gk1

i∆̄1
|2〉kk 〈2| − 2N

N∑

k=1

gk2gk2

i∆̄2
|1〉kk 〈1| .

Entonces, se puede escribir el conmutador como

[W (t),H1(t)] = 2~2
N∑

k=1

{
−

(
Ωk1Ωk1

i∆1
+

Ωk2Ωk2

i∆2
+

gk1gk1

i2∆̄1
(A.30)

+
gk2gk2

i2∆̄2
+

gk1gk1

i∆̄1
a†a +

gk2gk2

i∆̄2
b†b

)
|0〉kk 〈0|

+
(

Ωk1Ωk1

i∆1
+

gk2gk2

i∆̄2
b†b +

gk2gk2

i2∆̄2
−N

gk2gk2

i∆̄2

)
|1〉kk 〈1|

+
(

Ωk2Ωk2

i∆2
+

gk1gk1

i∆̄1
a†a +

gk1gk1

i2∆̄1
−N

gk1gk1

i∆̄1

)
|2〉kk 〈2|

+ |2〉kk 〈1|
(

Ωk1gk1

i∆1
a†e−iδ1t +

Ωk2gk2

i∆2
beiδ2t

)

+ |1〉kk 〈2|
(

Ωk1gk1

i∆1
aeiδ1t +

Ωk2gk2

i∆2
b†e−iδ2t

)}
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HII =
i

2~
[W (t),H1(t)] (A.31)

= ~2
N∑

k=1

{
−

(
Ωk1Ωk1

∆1
+

Ωk2Ωk2

∆2
+

gk1gk1

2∆1
(A.32)

+
gk2gk2

2∆2
+

gk1gk1

∆1
a†a +

gk2gk2

∆2
b†b

)
|0〉kk 〈0|

+
(

Ωk1Ωk1

∆1
+

gk2gk2

∆2
b†b +

gk2gk2

2∆2
−N

gk2gk2

∆2

)
|1〉kk 〈1|

+
(

Ωk2Ωk2

∆2
+

gk1gk1

∆1
a†a +

gk1gk1

2∆1
−N

gk1gk1

∆1

)
|2〉kk 〈2|

+ |2〉kk 〈1|
(

Ωk1gk1

∆1
a†e−iδ1t +

Ωk2gk2

∆2
beiδ2t

)

+ |1〉kk 〈2|
(

Ωk1gk1

∆1
aeiδ1t +

Ωk2gk2

∆2
b†e−iδ2t

)}

Luego de eliminar el nivel |0〉 que no interviene en la dinámica, puede definirse el Hamiltoniano
efectivo de segundo orden, en la forma

HII = ~
N∑

k=1

|2〉k 〈2|
(

a†a
gk1gk1

∆1
+

Ωk2Ωk2

∆2
+

gk1gk1

2∆1
−N

gk1gk1

∆1

)

+~
N∑

k=1

|1〉k 〈1|
(

b†b
gk2g2k

∆2
+

Ωk1Ωk1

∆1
+

gk2gk2

2∆2
−N

gk2gk2

∆2

)

+~
N∑

k=1

|2〉k 〈1|
(

a†
Ωk1gk1

∆1
e−iδ1t + beiδ2t Ωk2gk2

∆2

)

+~
N∑

k=1

|1〉k 〈2|
(

b†
Ω2g2

∆2
e−iδ2t + a

Ωk1gk1

∆1
eiδ1t

)

De acuerdo a la teoŕıa perturvativa, desarrollada en la sección anterior debeŕıa, existe un factor del
tipo e−

i
~W (t) para el estado del sistema, y W (t) está definido como

W (t) =
N∑

k=1

{
Ωk1

∆1

(
|0〉k 〈1|

e−i∆1t − 1
−i

+ |1〉k 〈0|
ei∆1t − 1

i

)
(A.33)

+
Ωk2

∆2

(
|0〉k 〈2|

e−i∆2t′ − 1
−i∆2

+ |2〉k 〈0|
ei∆2t′ − 1

i∆2

)

+
gk1

∆1

(
|0〉k 〈2| a

e−i∆1t′ − 1
−i

+ |2〉k 〈0| a†
ei∆̄1t′ − 1

i

)

+
gk2

∆2

(
|0〉k 〈1| b

e−i∆̄2t′ − 1
−i

+ |1〉k 〈0| b†
ei∆̄2t′ − 1

i∆̄2

)}

tomando el ĺımite cuando gkαgα
∆α

, Ωkαgkα
∆α

, ΩkαΩkα
∆α

À gkα
∆α

, con α = 1, 2, se obtiene que W (t) = 0.
Por lo tanto la dinámica del sistema estará gobernada únicamente por el término de segundo
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orden

HII = ~
N∑

k=1

|2〉k 〈2|
(

a†a
gk1gk1

∆1
+

Ωk2Ωk2

∆2
+

gk1gk1

2∆1
−N

gk1gk1

∆1

)

+~
N∑

k=1

|1〉k 〈1|
(

b†b
gk2g2k

∆2
+

Ωk1Ωk1

∆1
+

gk2gk2

2∆2
−N

gk2gk2

∆2

)

+~
N∑

k=1

|2〉k 〈1|
(

a†
Ωk1gk1

∆1
e−iδ1t + b

Ωk2gk2

∆2
eiδ2t

)

+~
N∑

k=1

|1〉k 〈2|
(

b†
Ω2g2

∆2
e−iδ2t + a

Ωk1gk1

∆1
eiδ1t

)

tomando la condición Ω̄k = (Ωk1gk1/∆1) = (Ωk2gk2/∆2) y suponiendo que g2
k1/∆1 = g2

k2/∆2 = ζk

se tiene en un cuadro rotante con H
(1)
0 = ~((1− 2N) /2)

∑N
k=1 ζk (|2〉k 〈2|+ |1〉k 〈1|)

HII = ~
N∑

k=1

|2〉k 〈2|
(
a†aζk + ηk2

)
+ ~

N∑

k=1

|1〉k 〈1|
(
b†bζk + ηk1

)

+~
N∑

k=1

Ω̄k |2〉k 〈1|
(
a†eiδ1t + be−iδ2t

)
+ ~

N∑

k=1

Ω̄k |1〉k 〈2|
(
b†eiδ2t + ae−iδ1t

)

donde se ha definido Ω2
kα/∆kα = ηkα (α = 1, 2).

A.1.2. Hamiltoniano efectivo de cuarto orden

Usando como Hamiltoniano libre H
(2)
0 = ~

∑N
k=1 |2〉k 〈2|

(
a†aζk + ηk2

)
+~

∑N
k=1 |1〉k 〈1|

(
b†bζk + ηk1

)
,

puede encontrarse un nuevo cuadro de interacción definido por H ′
II = U †(t)HIIU(t), con

U(t, n̂a, n̂b) = exp

(
−i

N∑

k=1

υk(n̂a) |1〉k 〈1| t
)

exp

(
−i

N∑

k=1

υk(n̂b) |2〉k 〈2| t
)

=
N∏

k=1

Uk(t, n̂a, n̂b)

donde υk(n̂a) = a†aζk + ηk1 y υk(n̂b) = b†bζk + ηk2, y Uk(t, n̂a, n̂b) = exp (−iυk(n̂a) |1〉k 〈1| t)

exp (−iυk(n̂b) |2〉k 〈2| t)

HII = ~

(
N∑

k=1

Ω̄kU
† |2〉k 〈1|U

)
U †

(
a†e−iδ1t + beiδ2t

)
U

+~U †
(
b†e−iδ2t + aeiδ1t

)
U

(
N∑

k=1

Ω̄kU
† |1〉k 〈2|U

)

Recordemos que

n̂ma = a(n̂− 1)m

n̂ma† = a†(n̂ + 1)m
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y los hermı́ticos conjugados también son verdaderos. En general se tiene que cualquier función del
operador de número f(n̂) cumple la relación

f(n̂)a = af(n̂− 1)
f(n̂)a† = a†f(n̂ + 1)

Entonces, fácilmente puede demostrarse que

U †(t, n̂a, n̂b)a† = exp

(
i

N∑

k=1

υk(n̂a) |1〉k 〈1| t
)

exp

(
i

N∑

k=1

υk(n̂b) |2〉k 〈2| t
)

a†

= a† exp

(
i

N∑

k=1

υk(n̂a + 1) |1〉k 〈1| t
)

exp

(
i

N∑

k=1

υk(n̂b) |2〉k 〈2| t
)

= exp

(
i

N∑

k=1

ζk |1〉k 〈1| t
)

a†U †(t, n̂a, n̂b)

de igual forma también se tiene que:

U †(t, n̂a, n̂b)a = exp

(
−i

N∑

k=1

ζk |1〉k 〈1| t
)

aU †(t, n̂a, n̂b)

U †(t, n̂a, n̂b)b† = exp

(
i

N∑

k=1

ζk |2〉k 〈2| t
)

b†U †(t, n̂a, n̂b)

U †(t, n̂a, n̂b)b = exp

(
−i

N∑

k=1

ζk |2〉k 〈2| t
)

bU †(t, n̂a, n̂b)

con lo cual

U †(t, n̂a, n̂b)a†U(t, n̂a, n̂b) = exp

(
i

N∑

k=1

ζk |1〉k 〈1| t
)

a†

U †(t, n̂a, n̂b)aU(t, n̂a, n̂b) = exp

(
−i

N∑

k=1

ζk |1〉k 〈1| t
)

a

U †(t, n̂a, n̂b)b†U(t, n̂a, n̂b) = exp

(
i

N∑

k=1

ζk |2〉k 〈2| t
)

b†

U †(t, n̂a, n̂b)bU(t, n̂a, n̂b) = exp

(
−i

N∑

k=1

ζk |2〉k 〈2| t
)

b

Por otro lado

N∑

k=1

Ω̄kU
† |2〉k 〈1|U =

N∑

k=1

Ω̄kU
† |2〉k 〈1|U

=
N∑

k=1

Ω̄k

N∏

l=1

U †
l (t, n̂a, n̂b) |2〉k 〈1|

N∏

`=1

U`(t, n̂a, n̂b)

=
N∑

k=1

Ω̄kU
†
k(t, n̂a, n̂b) |2〉kk 〈1|Uk(t, n̂a, n̂b)
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entonces

U †
k(t, n̂a, n̂b) |2〉kk 〈1| =

∞∑
n=o

1
n!

(i (υk(n̂a) |1〉k 〈1|+ υk(n̂b) |2〉k 〈2|) t)n |2〉kk 〈1|

= |2〉kk 〈1|
∞∑

n=o

(iυk(n̂b)t)
n

n!

= |2〉kk 〈1| exp (iυk(n̂b)t)
|2〉kk 〈1|Uk(t, n̂a, n̂b) = |2〉kk 〈1|Uk(t, n̂a, n̂b)

=
∞∑

n=o

1
n!
|2〉kk 〈1| (i (υk(n̂a) |1〉k 〈1|+ υk(n̂b) |2〉k 〈2|) t)n

= |2〉kk 〈1|
∞∑

n=o

1
n!

(−iυk(n̂a)t)
n

= |2〉kk 〈1| exp (−iυk(n̂a)t)

N∑

k=1

Ω̄kU
† |2〉k 〈1|U =

N∑

k=1

Ω̄k |2〉kk 〈1| exp (i (υk(n̂b) + υk(n̂a)) t)

HII = ~
N∑

k=1

Ω̄k |2〉kk 〈1|
(
eiδ̂k1ta† + e−iδ̂k2tb

)
(A.34)

+~

(
N∑

k=1

Ω̄k |1〉kk 〈2|
(
e−iδ̂k1ta + eiδ̂k2tb†

))

donde hemos puesto Jα =
∑N

k=1 ζk |α〉k 〈α| ; α = 1, 2, y también δ̂k1 = −δ1 + υk(n̂b)− υk(n̂a) + J1;
δ̂k2 = −δ2 − υk(n̂b) + υk(n̂a) + J2

Entonces, consideramos ahora el caso en el cual

δα À Ω̄k, ηkα, ζk1 (A.35)

definidos arriba; en este caso repetimos el procedimiento usando el Hamiltoniano HII , para ello
calculamos a partir de la Ec. (A.34) un nuevo operador W ′(t), definido como en la Ec. (A.14)

W ′(t) = ~
N∑

k=1

Ω̄k |2〉kk 〈1|
(

eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)
(A.36)

+~

(
N∑

k=1

Ω̄k |1〉kk 〈2|
(

e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

a +
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

b†
))
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Entonces podemos calcular el conmutador [W ′(t),HII(t)] , de manera muy fácil, y obtener

[
W ′(t),HII(t)

]
= ~2

[
N∑

k=1

Ω̄k |2〉kk 〈1|
(

eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)
+ h.c. (A.37)

,
N∑

l=1

Ω̄l |2〉ll 〈1|
(
eiδ̂l1ta† + e−iδ̂l2tb

)
+ h.c.

]

= ~2
N∑

k=1

N∑

l=1

Ω̄kΩ̄l

×
[
|2〉kk 〈1|

(
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)
, |2〉ll 〈1|

(
eiδ̂l1ta† + e−iδ̂l2tb

)]

+~2
N∑

k=1

N∑

l=1

Ω̄kΩ̄l

×
[
|2〉kk 〈1|

(
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)
, |1〉ll 〈2|

(
ae−iδ̂l1t + b†eiδ̂l2t

)]

+~2
N∑

k=1

N∑

k=1

Ω̄kΩ̄l

×
[
|1〉kk 〈2|

(
a
e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b†
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)
, |2〉ll 〈1|

(
eiδ̂l1ta† + e−iδ̂l2tb

)]

+~2
N∑

k=1

N∑

k=1

Ω̄kΩ̄l

×
[
|1〉kk 〈2|

(
a
e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b†
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)
, |1〉ll 〈2|

(
ae−iδ̂l1t + b†eiδ̂l2t

)]

calcularemos los conmutadores. El conmutador del primer y tercer término en la Ec. (A.37) se
reduce al conmutador de los operadores atómicos, puesto que los operadores relacionados con los
campos conmutan. Tenemos para el primer término

[|2〉kk 〈1| , |2〉ll 〈1|]
(
eiδ̂l1ta† + e−iδ̂l2tb

)(
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)

= [|2〉kk 〈1| , |2〉kk 〈1|]
(
eiδ̂k1ta† + e−iδ̂k2tb

)(
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)
δk,l

= 0

y para el tercer término

[|1〉kk 〈2| , |2〉ll 〈1|]
(
eiδ̂l1ta† + e−iδ̂l2tb

)(
a†

e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)

= (|1〉kk 〈2| |2〉kk 〈1| − |2〉kk 〈1| |1〉kk 〈2|)
(
eiδ̂k1ta† + e−iδ̂k2tb

)

×
(

a†
e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)
δk,l

= (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)
(
eiδ̂k1ta† + e−iδ̂k2tb

)(
a†

e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)
δk,l
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El segundo y el cuarto término son un poco diferentes, veamos que pasa con el conmutador de los
operadores de campo

[(
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)
,
(
ae−iδ̂l1t + b†eiδ̂l2t

)]

éste se reduce a [
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a†, ae−iδ̂l1t

]
+

[
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b, b†eiδ̂l2t

]

y entonces [
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a†, ae−iδ̂l1t

]
=

1− e−iδ̂l1t

iδ̂k1

a†a− a
1− e−iδ̂l1t

iδ̂k1

a†

y [
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b, b†eiδ̂l2t

]
= bb†

1− eiδ̂l2t

−iδ̂k2

− b†
1− eiδ̂l2t

−iδ̂k2

b,

entonces el conmutador se lee ahora
[
W ′(t),HII(t)

]
(A.38)

= ~2
N∑

k=1

Ω̄2
k (|2〉kk 〈2| − |1〉kk 〈1|)

×
(
ae−iδ̂k1t + b†eiδ̂k2t

)(
eiδ̂k1t − 1

iδ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−iδ̂k2

b

)

+~2
N∑

k=1

Ω̄2
k (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)

×
(
eiδ̂k1ta† + e−iδ̂k2tb

)(
a
e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b†
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)

+ ~2
N∑

k=1

N∑

l=1

Ω̄k |2〉kk 〈1| |1〉ll 〈2|

×
(

1− e−iδ̂l1t

iδ̂k1

a†a− a
1− e−iδ̂l1t

iδ̂k1

a† + bb†
1− eiδ̂l2t

−iδ̂k2

− b†
1− eiδ̂l2t

−iδ̂k2

b

)

+~2
N∑

k=1

N∑

k=1

Ω̄kΩ̄l |1〉kk 〈2| |2〉ll 〈1|

×
[(

a
e−iδ̂k1t − 1

−iδ̂k1

+ b†
eiδ̂k2t − 1

iδ̂k2

)
,
(
eiδ̂l1ta† + e−iδ̂l2tb

)]

en la aproximación dada en la Ec. (A.35)

1− e−iδ̂l1t

iδ̂k1

a†a− a
1− e−iδ̂l1t

iδ̂k1

a† + bb†
1− eiδ̂l2t

−iδ̂k2

− b†
1− eiδ̂l2t

−iδ̂k2

b (A.39)

≈ 1

iδ̂k1

a†a− a
1

iδ̂k1

a† + bb†
1

−iδ̂k2

− b†
1

−iδ̂k2

b

≈ 1

iδ̂k1

(
a†a− aa†

)
+

(
bb† − b†b

) 1

−iδ̂k2

≈ − 1

iδ̂k1

− 1

iδ̂k2

≈ − 1
iδ1

− 1
iδ2
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entonces eligiendo la relación

δ1 =
(−δ + δ̄

)
(A.40)

δ2 =
(
δ + δ̄

)

(ver ecuación 5.3 del caṕıtulo 5 y la discusión a continuación de esta ecuación) se tiene el Hamil-
toniano efectivo HIII en la forma

HIII(t) (A.41)

=
~
2

N∑

k=1

Ω̄2
k (|2〉kk 〈2| − |1〉kk 〈1|)

×
(
ae−iδ̂k1t + b†eiδ̂k2t

)(
eiδ̂k1t − 1

δ̂k1

a† +
e−iδ̂k2t − 1

−δ̂k2

b

)

+~2
N∑

k=1

Ω̄2
k (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)

×
(
eiδ̂k1ta† + e−iδ̂k2tb

)(
a
e−iδ̂k1t − 1

−δ̂k1

+ b†
eiδ̂k2t − 1

δ̂k2

)

en el ĺımite dado por la Ec. (A.35)

HIII(t) =
~
2

N∑

k=1

Ω̄2
k (|2〉kk 〈2| − |1〉kk 〈1|)

×
((

aa†
1− e−iδ̂k1t

δ̂k1

+
e−iδ̂k1te−iδ̂k2t − e−iδ̂k1t

−δ̂k2

ab

)

+

(
eiδ̂k2teiδ̂k1t − eiδ̂k2t

δ̂k1

b†a† +
1− eiδ̂k2t

−δ̂k2

b†b

))
(A.42)

+~2
N∑

k=1

Ω̄2
k (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)

×
((

a†a
1− eiδ̂k1t

−δ̂k1

+ a†b†
eiδ̂k1teiδ̂k2t − eiδ̂k1t

δ̂k2

)

+

(
ba

e−iδ̂k2te−iδ̂k1t − e−iδ̂k2t

−δ̂k1

+ bb†
1− e−iδ̂k2t

δ̂k2

))

HIII(t) =
~
2

N∑

k=1

Ω̄2
k (|2〉kk 〈2| − |1〉kk 〈1|)

×
((

aa†
1
−δ1

+
e−iδ1te−iδ2t

δ2
ab

)

+
(

e−iδ2te−iδ1t

−δ1
b†a† +

1
δ2

b†b
))

(A.43)

+~2
N∑

k=1

Ω̄2
kΩ̄l (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)

×
((

a†a
1
δ1

+ a†b†
e−iδ1te−iδ2t

−δ2

)

+
(

ba
e−iδk2te−iδ1t

δ1
+ bb†

1
−δ2

))
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y ahora usando la condición Ec. (A.41) se obtiene finalmente

HIII =
~
2

N∑

k=1

Ω̄2
k (|2〉kk 〈2| − |1〉kk 〈1|)

{
×

((
aa†

1
− (−δ + δ̄

) + ab
ei(−δ+δ̄)tei(δ+δ̄)t

(
δ + δ̄

)
)

+

(
e−i(δ+δ̄)te−i(−δ+δ̄)

1
t

− (−δ + δ̄
) b†a† +

1(
δ + δ̄

)b†b

))

−
((

a†a
1(−δ + δ̄

) + a†b†
e−i(−δ+δ̄)te−iδ2t

− (
δ + δ̄

)
)

+

(
ba

ei(δ+δ̄)tei(−δ+δ̄)t

(−δ + δ̄
) + bb†

1
− (

δ + δ̄
)
))}

HIII = −~
2

N∑

k=1

Ω̄2
k (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)

×
{((

aa†
1
δ

+ ab
ei2δ̄t

δ

)
+

(
e−i2δ̄t

δ
b†a† +

1
δ
b†b

))

−
((

a†a
1
−δ

+ a†b†
e−2iδ̄t

−δ

)
+

(
ba

e2iδ̄t

−δ
+ bb†

1
−δ

))}

este Hamiltoniano puede reescribirse como

HIII = −~δ̄
(
aa† + b†b

)
+
~
δ

N∑

k=1

Ω̄2
k (|1〉kk 〈1| − |2〉kk 〈2|)

(
a†a + b†a† + ab + b†b

)

y preparando todos los átomos en el estado fundamental tenemos

HIII = −~δ̄
(
aa† + b†b

)
+
~
δ

N∑

k=1

Ω̄2
k

(
a†a + b†a† + ab + b†b

)

= −~δ̄
(
aa† + b†b

)
+
~
δ

N∑

k=1

Ω̄2
k

(
a†a + b†b

)
+
~
δ

N∑

k=1

Ω̄2
k

(
b†a† + ab

)

poniendo Ωeff =
∑N

k=1 Ω̄2
k/δ se obtiene

HIII = −~δ̄
(
aa† + b†b

)
+ ~Ωeff

(
a†a + b†b

)
+ ~Ωeff

(
b†a† + ab

)

y cuando se escoge δ̄ = Ωeff/δ se obtiene finalmente

HIII = ~
Ωeff

δ

(
b†a† + ab

)
(A.44)

este es el resultado mas importante del caṕıtulo 5
Por último nótese que decir que los operadores conmutan en el sentido de la Ec. (A.39) es

equivalente a despreciar los términos de corrimiento Stark AC en el Hamiltoniano HII . Si se hubiera
hecho eso, el cálculo es todav́ıa más directo.

A.2. Modelo input−output para los modos de la cavidad.

El objetivo es estudiar las relaciones entre el campo en la cavidad y el campo que sale de la
cavidad, suponiendo que no hay más pérdidas que las que dejamos escapar con propósitos de aplica-
ciones. Este proceso se puede estudiar haciendo uso de los métodos de la teoŕıa Input-Output. Para
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ello usamos como Hamiltoniano del sistema el que hemos desarrollado anteriormente (redefiniendo
la constante de acoplamiento efectivo)

Hsys = ~ωbb
†b + ~ωaa

†a + i~
ε

2

(
a†b†e−iωbte−iωat − baeiωbteiωat

)
(A.45)

como siempre el Hamiltoniano del baño podemos simular como:

Hbath = ~
+∞∫

−∞
dωωC†(ω)C(ω) + ~

+∞∫

−∞
dωωD†(ω)D(ω) (A.46)

La interacción entre los modos de la cavidad y el baño estará dada por

HB−S = i~
+∞∫

−∞
dωκ1(ω)

[
C†(ω)a− a†C(ω)

]
+ i~

+∞∫

−∞
dωκ2(ω)

[
D†(ω)b− b†D(ω)

]
(A.47)

La ecuación que gobierna la dinámica de los diferentes operadores, en la aproximación Markoviana,
está dada por

ȧ = − i

~
[a,Hsys]−

[
a, c†

] [κ

2
c +

√
κain(t)

]
−

[κ

2
c +

√
κain(t)

]
[a, c] (A.48)

y en nuestro caso, usando (A.45) tenemos

ȧ = −iωaa +
ε

2
b†e−iωbte−iωat − κ1

2
a−√κ1Cin(t)

ḃ = −iωbb +
ε

2
a†e−iωbte−iωat − κ1

2
b−√κ1Din(t)

ȧ† = iωaa +
ε

2
beiωbteiωat − κ1

2
a† −√κ1C

†
in(t)

ḃ† = iωbb +
ε

2
aeiωbteiωat − κ1

2
b† −√κ1D

†
in(t)

Hacemos los cambios de variable a → e−iωata; b → e−iωbtb, Cin(t) → e−iωatCin(t); Din(t) →
e−iωbtDin(t)

ȧ =
ε

2
b† − κ1

2
a−√κ1Cin(t) → ȧ† =

ε

2
b− κ1

2
a† −√κ1C

†
in(t)

ḃ =
ε

2
a† − κ1

2
b−√κ1Din(t) → ḃ† =

ε

2
a− κ1

2
b† −√κ1D

†
in(t)

ã(ω) =
1√
2π

∫
dteiωta(t) → ã†(ω) =

1√
2π

∫
dte−iωta†(t)

b̃(ω) =
1√
2π

∫
dteiωtb(t) → b̃†(ω) =

1√
2π

∫
dte−iωtb†(t)

C̃in(ω) =
1√
2π

∫
dteiωtCin(t) → C̃†

in(ω) =
1√
2π

∫
dte−iωtC†

in(t)

D̃in(ω) =
1√
2π

∫
dωeiωtDin(t) → D̃†

in(ω) =
1√
2π

∫
dte−iωtD†

in(t)

de la transformación anterior uno tiene

ȧ → d

dt
eiωata = iωae

iωata + eiωatȧ

=
1√
2π

∫
dω (iωa − iω) eiωate−iωta (ω)
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donde hemos sustituido a(t) = 1√
2π

∫
dωe−iωta(ω). Con la sustitución ωa − ω = −ω′ tenemos

ȧ → − 1√
2π

∫
dω′iω′e−iω′ta

(
ω′ + ωa

)

a† → 1√
2π

∫
dωe−iωateiωta† (ω)

en este caso hacemos ωa − ω = ω′ luego

a† → 1√
2π

∫
dω′e−iω′ta†

(
ωa − ω′

)

en forma análoga para los otros operadores, poniendo ωa − ω̄ = −ω̄′

b → 1√
2π

∫
dω̄′e−iω̄′tb

(
ωb + ω̄′

)

y ωa − ω̄ = ω̄′

b† → 1√
2π

∫
dω̄′e−iω̄′tb†

(
ωb − ω̄′

)

siguiendo el mismo razonamiento podemos reescribir las ecuaciones en la forma siguiente:

−iωa (ωa + ω) =
ε

2
b† (ωb − ω)− κ1

2
a (ωa + ω)−√κ1Cin (ωa + ω)

−iωa† (ωa − ω) =
ε

2
b (ωb + ω)− κ1

2
a† (ωa − ω)−√κ1C

†
in (ωa − ω)

−iω̄b (ωb + ω̄) =
ε

2
a† (ωa − ω̄)− κ1

2
b (ωb + ω̄)−√κ1Din (ωb + ω̄)

−iω̄b† (ωb − ω̄) =
ε

2
a (ωa + ω̄)− κ1

2
b† (ωb − ω̄)−√κ1D

†
in(t) (ωb − ω̄)

que puede ponerse como una ecuaciónmatricial en la forma

Ax̃(ω) = −b̃(ω),

con

x̃(ω) =




ã(ωa + ω)
b̃†(ωb − ω̄)
b̃(ωb + ω̄)
ã†(ωa − ω)




A =




1
2α −1

2ε 0 0
−1

2ε 1
2β 0 0

0 0 1
2β −1

2ε
0 0 −1

2ε 1
2α




donde α = κ1 − 2iω; β = κ2 − 2iω̄ este sistema se puede resolver calculando la inversa A−1 de A

A−1 =




−2 β
−βα+ε2

−2 ε
−βα+ε2

0 0
−2 ε

−βα+ε2
−2 α

−βα+ε2
0 0

0 0 −2 α
−βα+ε2

−2 ε
−βα+ε2

0 0 −2 ε
−βα+ε2

−2 β
−βα+ε2
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b =




√
κ1C̃in(ωa + ω)√
κ2D̃

†
in(ωb − ω)√

κ2D̃in(ωb + ω)√
κ1C̃

†
in(ωa − ω)




entonces las soluciones están dadas por

x̃(ω) = −A−1b̃(ω),

que pueden escribirse como

ã(ωa + ω) =
2β
√

κ1

ε2 − βα+
Cin(ωa + ω) +

2ε
√

κ2

ε2 − βα
D†

in(ωb − ω̄)

b̃†(ωb − ω̄) =
2ε
√

κ1

ε2 − βα
Cin(ωa + ω) +

2α
√

κ2

ε2 − βα
D†

in(ωb − ω̄)

b̃(ωb + ω) =
2α
√

κ2

ε2 − βα
Din(ωb + ω̄) +

2ε
√

κ1

ε2 − βα
C†

in(ωa − ω)

ã†(ωa − ω) =
2ε
√

κ2

ε2 − βα
Din(ωb + ω̄) +

2β
√

κ1

ε2 − βα
C†

in(ωa − ω)

entonces tenemos

ã(ωa + ω) =
2β
√

κ1

ε2 − βα
Cin(ωa + ω) +

2ε
√

κ2

ε2 − βα
D†

in(ωb − ω̄ (A.49)

b̃(ωb + ω̄) =
2α
√

κ2

ε2 − βα
Din(ωb + ω̄) +

2ε
√

κ1

ε2 − βα
C†

in(ωa − ω)

a partir de estas soluciones se calculan los campos de salida de la cavidad, en la siguiente forma:

Cout(ωa + ω) = Cin(ωa + ω) +
√

κ1ã(ωa + ω)

= Cin(ωa + ω) +
√

κ1

(
2β
√

κ1

ε2 − βα
Cin(ωa + ω) +

2ε
√

κ2

ε2 − βα
D†

in(ωb − ω̄)
)

Dout(ωb + ω̄) = Din(ωb + ω̄) +
√

κ2b̃(ωb + ω̄)

= Din(ωb + ω̄) +
√

κ2

(
2α
√

κ2

ε2 − βα
Din(ωb + ω̄) +

2ε
√

κ1

ε2 − βα
C†

in(ωa − ω)
)

entonces tenemos

Cout(ωa + ω) =
(

α∗β + ε2

ε2 − βα

)
Cin(ωa + ω) +

2εκ̄

−βα + ε2
D†

in(ωa − ω −∆)

Dout(ωb + ω̄) =
(

β∗α + ε2

ε2 − βα

)
Din(ωa + ω −∆) +

2κ̄ε

−βα + ε2
C†

in(ωa − ω)

si ponemos la diferencias de frecuencias como ωa − ωb = ∆, entonces ωa −∆ = ωb; ωa −∆ω

ã(ωa + ω) =
2β
√

κ1

ε2 − βα
Cin(ωa + ω) +

2ε
√

κ2

−βα + ε2
D†

in(ωa − ω −∆)

b̃(ωa −∆ + ω) =
2α
√

κ2

ε2 − βα
Din(ωa + ω −∆) +

2ε
√

κ1

−βα + ε2
C†

in(ωa − ω)

y los campos de salida se pueden poner como κ̄ = κ̄

Cout(ωa + ω) =
(

α∗β + ε2

ε2 − βα

)
Cin(ωa + ω) +

2εκ̄

−βα + ε2
D†

in(ωa − ω −∆) (A.50)

Dout(ωa + ω −∆) =
(

β∗α + ε2

ε2 − βα

)
Din(ωa + ω −∆) +

2κ̄ε

−βα + ε2
C†

in(ωa − ω)

con κ̄ =
√

κ1κ2
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A.2.1. Cuadraturas del campo interno

Si definimos las cuadraturas del campo como

X(ω) =
1

23/2

(
a (ω) + a†(ω) + b(ω) + b†(ω)

)

Y (ω) =
1

i23/2

(
a (ω) + b(ω)− a†(ω)− b†(ω)

)

entonces las correlaciones, normalmente ordenadas a distintas frecuencia de estos observables pue-
den calcularse como

〈
: X(ω)X(ω′) :

〉
=

1
23

(〈
a (ω) a

(
ω′

)〉
+

〈
a†(ω′)a (ω)

〉
+

〈
a (ω) b(ω′)

〉
+

〈
b†(ω′)a (ω)

〉

+
〈
a†(ω)a

(
ω′

)〉
+

〈
a†(ω)a†(ω′)

〉
+

〈
a†(ω)b(ω′)

〉
+

〈
a†(ω)b†(ω′)

〉

+
〈
b(ω)a

(
ω′

)〉
+

〈
a†(ω′)b(ω)

〉
+

〈
b(ω)b(ω′)

〉
+

〈
b†(ω′)b(ω)

〉

+
〈
b†(ω)a

(
ω′

)〉
+

〈
b†(ω)a†(ω′)

〉
+

〈
b†(ω)b(ω′)

〉
+

〈
b†(ω)b†(ω′)

〉)

〈
: Y (ω)Y (ω′) :

〉
= − 1

23

((〈
a (ω) a

(
ω′

)〉
+

〈
a (ω) b(ω′)

〉−
〈
a†(ω′)a (ω)

〉
−

〈
b†(ω′)a (ω)

〉)

+
〈
b(ω)a

(
ω′

)〉
+

〈
b(ω)b(ω′)

〉−
〈
a†(ω′)b(ω)

〉
−

〈
b†(ω′)b(ω)

〉

−
〈
a†(ω)a

(
ω′

)〉−
〈
a†(ω)b(ω′)

〉
+

〈
a†(ω)a†(ω′)

〉
+

〈
a†(ω)b†(ω′)

〉

−
〈
b†(ω)a

(
ω′

)〉−
〈
b†(ω)b(ω′)

〉
+

〈
b†(ω)a†(ω′)

〉
+

〈
b†(ω)b†(ω′)

〉)

Cada una de las correlaciones, que se encuentran en la ecuación precedente, pueden calcularse
a partir de las ecuaciones Ec. (A.49). Es fácil ver que en el estado de vaćıo del campo de entrada
se tiene

〈
ã†(ω)b̃(ω′)

〉
= 0 = 〈ã(ω)ã(ω′)〉 =

〈
b̃(ω)b̃(ω′)

〉
luego

〈
a†(ωa + ω)b†(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4εκ2α
′∗

〈
Din(ωa − ω −∆)D†

in(ωa + ω′ −∆)
〉

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′∗α′∗)

=
4εκ2α

′∗

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′∗α′∗)
δ(ω + ω′)

〈
a†(ωa + ω′)a (ωa + ω)

〉
=

4ε2κ2

〈
(Din(ωa − ω′ −∆))

(
D†

in(ωa − ω −∆)
)〉

(ε2 − β′∗α′∗) (ε2 − βα)

=
4ε2κ2

(ε2 − β′∗α′∗) (ε2 − βα)
δ
(
ω − ω′

)

〈
a†(ωa + ω)a

(
ωa + ω′

)〉
=

4ε2κ2

〈
(Din(ωa − ω −∆))

(
D†

in(ωa − ω′ −∆)
)〉

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′α′)

=
4ε2κ2

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′α′)
δ
(
ω − ω′

)

〈
b†(ωa −∆ + ω′)b(ωa −∆ + ω)

〉
=

4ε2κ1

〈
(Cin(ωa − ω′))

(
C†

in(ωa − ω)
)〉

(ε2 − β′∗α′∗) (ε2 − βα)

=
4ε2κ1

(ε2 − β′∗α′∗) (ε2 − βα)
δ(ω − ω′)
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〈
b†(ωa −∆ + ω)b(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4ε2κ1

〈
Cin(ωa − ω)C†

in(ωa − ω′)
〉

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′α′)

=
4ε2κ1

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′α′)
δ(ω − ω′)

〈
b†(ωa −∆ + ω)a†(ωa + ω′)

〉
=

4εκ1β
′∗

〈
Cin(ωa − ω)C†

in(ωa + ω′)
〉

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′∗α′∗)

=
4εκ1β

′∗

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′∗α′∗)
δ(ω + ω′)

〈
a (ωa + ω) b(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4ε2κ1

〈
Cin(ωa + ω)C†

in(ωa − ω′)
〉

(ε2 − βα) (ε2 − β′α′)

=
4ε2κ1

(ε2 − βα) (ε2 − β′α′)
δ(ω + ω′)

〈
b(ωa −∆ + ω)a

(
ωa + ω′

)〉
=

4αεκ2

〈
Din(ωa + ω −∆)D†

in(ωa − ω′ −∆)
〉

(ε2 − βα) (ε2 − β′α′)

=
4αεκ2δ (ω + ω)

(ε2 − βα) (ε2 − β′α′)

〈
a†(ωa + ω)b†(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4εα′∗κ2

〈
Din(ωa − ω −∆)D†

in(ωa + ω′ −∆)
〉

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′∗α′∗)

=
4εα′∗κ2

(ε2 − β∗α∗) (ε2 − β′∗α′∗)
δ(ω + ω′)

〈
a†(ωa + ω′)a (ωa + ω)

〉
=

4ε2κ2

|ε2 − βα|δ
(
ω − ω′

)

〈
a†(ωa + ω)a

(
ωa + ω′

)〉
=

4ε2κ2

|ε2 − βα|δ
(
ω − ω′

)

〈
b†(ωa −∆ + ω′)b(ωa −∆ + ω)

〉
=

4ε2κ1

|ε2 − βα|δ(ω − ω′)

〈
b†(ωa −∆ + ω)b(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4ε2κ1

|ε2 − βα|δ(ω − ω′)

〈
b†(ωa −∆ + ω)a†(ωa + ω′)

〉
=

4εβ′∗κ1

(ε2 − β′∗α′∗) (ε2 − β∗α∗)
δ(ω + ω′)

〈
a (ωa + ω) b(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4εβκ1

(ε2 − β′α′) (ε2 − βα)
δ(ω + ω′)

〈
b(ωa −∆ + ω)a

(
ωa + ω′

)〉
=

4αεκ2

(ε2 − βα) (ε2 − β′α′)
δ (ω + ω)
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〈
a†(ωa + ω)b†(ωa −∆ + ω′)

〉
=

4εκ2α
′∗

(ε2 − β′∗α′∗) (ε2 − β∗α∗)
δ(ω + ω′)

A partir de estas relaciones y de las definiciones β = (κ2 − 2i (ω + ∆)); β∗ = (κ2 + 2i (ω + ∆)) ;

α = (κ1 − 2iω) ; α∗ = (κ1 + 2iω) = α′; β′ = κ2 + 2i (ω −∆) ; β′∗ = (κ2 − 2i (ω −∆)) . Y haciendo
la sustitución Q = ε2 − κ1κ2; y κ = κ2 + κ1

La correlación a diferentes frecuencias de las cuadraturas están dadas por
〈
: X(ω)X(ω′) :

〉

=
1
23

( (
16εκ̄2

(
Q2 + 4

(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)− 64ω∆εκ
(
κ1Q− 4κ2ω

2
)− 64∆2ε3κ̄2

)
δ (ω + ω′)

(
Q2 − 4∆2κ2

1 + 4
((

κ2
2 + κ2

1 + 2ε2
)− 4∆2

)
ω2 + 16ω4

)2 + 16∆2
(
κ2

1Q
2 − 8κ1κ2Qω2 + 16κ2

2ω
4
)

×+
8ε2κδ (ω − ω′)(

Q2 + 4∆2κ2
1 + 4 (κ2 + 2Q + 4∆2)ω2 + 16ω4 + 8∆

(
ε2ω + 4ω3 + ωκ2

1

))2

)

〈
: Y (ω)Y (ω′) :

〉

= − 1
23

( (
16εκ̄2

(
Q2 + 4

(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)− 64ω∆εκ
(
κ1Q− 4κ2ω

2
)− 64∆2ε3κ̄2

)
δ (ω + ω′)

(
Q2 − 4∆2κ2

1 + 4
((

κ2
2 + κ2

1 + 2ε2
)− 4∆2

)
ω2 + 16ω4

)2 + 16∆2
(
κ2

1Q
2 − 8κ1κ2Qω2 + 16κ2

2ω
4
)

− 8ε2κδ (ω − ω′)(
Q2 + 4∆2κ2

1 + 4 (κ2 + 2Q + 4∆2)ω2 + 16ω4 + 8∆
(
ε2ω + 4ω3 + ωκ2

1

))2

)
.

Cuando ∆ = 0 se obtendrá el resultado

〈
: X(ω)X(ω′) :

〉

=
1
23

(
16εκ̄2

(
Q2 + 4

(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)
δ (ω + ω′)

(
Q2 + 4

(
κ2

2 + κ2
1 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)2

+
8ε2κδ (ω − ω′)(

Q2 + 4
(
κ2

2 + κ2
1 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)2

)

〈
: Y (ω)Y (ω′) :

〉

= − 1
23

((
16εκ̄2

(
Q2 + 4

(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

))
δ (ω + ω′)

(
Q2 + 4

(
κ2

2 + κ2
1 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)2

− 8ε2κδ (ω − ω′)(
Q2 + 4

(
κ2

2 + κ2
1 + 2ε2

)
ω2 + 16ω4

)2

)
.

Integrando en ω′ y ω se obtienen la fluctuación de la cuadratura en función del tiempo

〈
: X2(t) :

〉
=

(2κ1κ2 + (κ1 + κ2) ε)

8 (κ1 + κ2) (ε2 − κ1κ2)
√

1 + 1
4

(
κ1−κ2

ε

)2

×




√√√√
(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)

8
+

1
4
κε

√
1 +

1
4

(
κ1 − κ2

ε

)2

−

√√√√
(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)

8
− 1

4
κε

√
1 +

1
4

(
κ1 − κ2

ε

)2
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〈
: Y 2(t) :

〉
= −

(
2κ̄2 − κε

)

8κ (κ1κ2 − ε2)
√(

1 + 1
4

(
κ1−κ2

ε

)2
)

×




√√√√
(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)

2
+ κε

√
1 +

1
4

(
κ1 − κ2

ε

)2

−

√√√√
(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)

2
− κε

√
1 +

1
4

(
κ1 − κ2

ε

)2




A partir de estas realaciones se ha deducido el grado de compresión que poseen los campos
internos de la cavidad.

A.2.2. Cuadraturas del campo externo

Empezamos definiendo las cuadraturas del campo que sale de la cavidad en la forma

Xout(ω) =
1

23/2

(
Cout(ω) + Dout(ω) + C†

out(ω) + D†
out(ω)

)

Yout(ω) =
1

i23/2

(
Cout(ω) + Dout(ω)− C†

out(ω)−D†
out(ω)

)

por lo tanto las correlaciones, normalmente ordenadas, a diferente frecuencia de estas cuadraturas
están dadas por

〈
Xout(ω)Xout(ω′)

〉
=

1
23

(〈
Cout(ω)Dout(ω′)

〉
+

〈
C†

out(ω
′)Cout(ω)

〉

+
〈
Dout(ω)Cout(ω′)

〉
+

〈
D†

out(ω
′)Dout(ω)

〉

+
〈
C†

out(ω)Cout(ω′)
〉

+
〈
C†

out(ω)D†
out(ω

′)
〉

+
〈
D†

out(ω)Dout(ω′)
〉

+
〈
D†

out(ω)C†
out(ω

′)
〉)

〈
Yout(ω)Yout(ω′)

〉
= − 1

23

(〈
Cout(ω)Dout(ω′)

〉−
〈
C†

out(ω
′)Cout(ω)

〉

+
〈
Dout(ω)Cout(ω′)

〉−
〈
D†

out(ω
′)Dout(ω)

〉

−
〈
C†

out(ω)Cout(ω′)
〉

+
〈
C†

out(ω)D†
out(ω

′)
〉

−
〈
D†

out(ω)Dout(ω′)
〉

+
〈
D†

out(ω)C†
out(ω

′)
〉)

A partir de las ecuaciones del campo de salida dadas en la Ec. (A.50) se puede calcular cada
término de las correlaciones, el resultado es

〈
C†

out(ωa + ω′)Cout(ωa + ω)
〉

=
4ε2κ1κ2

|ε2 − βα|2 δ(ω − ω′)

〈
C†

out(ωa + ω)Cout(ωa + ω′)
〉

=
4ε2κ1κ2

|ε2 − βα|2 δ
(
ω − ω′

)

〈
D†

out(ωa −∆ + ω′)Dout(ωa −∆ + ω)
〉

=
4ε2κ1κ2

|ε2 − βα|2 δ(ω − ω′)

〈
D†

out(ωa −∆ + ω)Dout(ωa −∆ + ω′)
〉

=
4ε2κ1κ2

|ε2 − βα|2 δ(ω − ω′)
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〈
Cout(ωa + ω)Dout(ωa −∆ + ω′)

〉
=

α∗β + ε2

ε2 − βα

2εκ̄

ε2 − β′α′
δ(ω + ω′)

〈
Dout(ωa −∆ + ω)Cout(ωa + ω′)

〉
=

β∗α + ε2

ε2 − βα

2εκ̄

ε2 − β′α′
δ (ω + ω)

〈
C†

out(ωa + ω)D†
out(ωa −∆ + ω′)

〉
=

2εκ̄

ε2 − β∗α∗
β′α′∗ + ε2

ε2 − β′∗α′∗
δ
(
ω + ω′

)

〈
D†

out(ωa −∆ + ω)C†
out(ωa + ω′)

〉
=

α′β′∗ + ε2

ε2 − β′∗α′∗
2κ̄ε

ε2 − β∗α∗
δ
(
ω + ω′

)

todas las demás son cero. Reemplazando los valores de β y α tenemos
〈
: Xout(ω)Xout(ω′) :

〉

=
1
23

4ε
√

κ1κ2

((
ε2 − κ2κ1

)2 +
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2 − 4∆2

)
ω2 − 4∆2κ2

1 + 16ω4
)

A′2 + 16∆2
(
κ2

1 (ε2 − κ1κ2)
2 − 8 (ε2 − κ1κ2) ω2 + 16κ2

2ω
4
)

× (
2κ1κ2 + 8ω2 + 2ε2 + 8ω∆

)
δ
(
ω + ω′

)
+

1
23

16ε2κ1κ2

A + 8∆
(
ε2ω + 4ω3 + ωκ2

1

)δ(ω − ω′)
〈
: Yout(ω)Yout(ω′) :

〉

= − 1
23

4ε
√

κ1κ2

((
ε2 − κ2κ1

)2 +
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2 − 4∆2

)
ω2 − 4∆2κ2

1 + 16ω4
)

A′2 + 16∆2
(
κ2

1 (ε2 − κ1κ2)
2 − 8 (ε2 − κ1κ2) ω2 + 16κ2

2ω
4
)

× (
2κ1κ2 + 8ω2 + 2ε2 + 8ω∆

)
δ
(
ω + ω′

)
+

1
23

16ε2κ1κ2

A + 8∆
(
ε2ω + 4ω3 + ωκ2

1

)δ(ω − ω′)

donde se ha puesto

A′ =
(
ε2 − κ2κ1

)2 + 4
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2 − 4∆2

)
ω2 − 4∆2κ2

1 + 16ω4

A =
(
ε2 − κ2κ1

)2 + 4∆2κ2
1 + 4

(
2ε2 + 4∆2 + κ2

2 + κ2
1

)
ω2 + 16ω4

En el caso enque ∆ = 0 , las cuadraturas están dadas por

〈
: Xout(ω)Xout(ω′) :

〉
=

εκ̄
(
κ1κ2 + 4ω2 + ε2

)
(
(ε2 − κ2κ1)

2 + 4
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2

)
ω2 + 16ω4

)δ
(
ω + ω′

)

+
2ε2κ1κ2(

(ε2 − κ2κ1)
2 + 4

(
2ε2 + κ2

2 + κ2
1

)
ω2 + 16ω4

)δ(ω − ω′)

〈
: Yout(ω)Yout(ω′) :

〉
= − εκ̄

(
κ1κ2 + 4ω2 + ε2

)
(
(ε2 − κ2κ1)

2 + 4
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2

)
ω2 + 16ω4

)δ
(
ω + ω′

)

+
2ε2κ1κ2(

(ε2 − κ2κ1)
2 + 4

(
2ε2 + κ2

2 + κ2
1

)
ω2 + 16ω4

)δ(ω − ω′)

integrando en ω′ se tiene el espectro de fluctuaciones de las cuadraturas, normalmente ordenadas,
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dado por

〈: SXout(ω) :〉 = 〈: Xout(ω)Xout(ω) :〉

=
εκ̄

(
κ1κ2 + 4ω2 + ε2

)
(
(ε2 − κ2κ1)

2 + 4
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2

)
ω2 + 16ω4

)

+
2ε2κ1κ2(

(ε2 − κ2κ1)
2 + 4

(
2ε2 + κ2

2 + κ2
1

)
ω2 + 16ω4

)

〈: SY out(ω) :〉 =
〈
: Yout(ω)Yout(ω′) :

〉

= − εκ̄
(
κ1κ2 + 4ω2 + ε2

)
(
(ε2 − κ2κ1)

2 + 4
(
2ε2 + κ2

1 + κ2
2

)
ω2 + 16ω4

)

+
2ε2κ1κ2(

(ε2 − κ2κ1)
2 + 4

(
2ε2 + κ2

2 + κ2
1

)
ω2 + 16ω4

)

y poniendo ω = 0

〈: SXout(0) :〉 =
εκ̄κ1κ2

(ε2 − κ2κ1)
2 +

2ε2κ1κ2(
(ε2 − κ2κ1)

2
)

〈: SY out(0) :〉 = − εκ̄κ1κ2

(ε2 − κ2κ1)
2 +

2ε2κ1κ2

(ε2 − κ2κ1)
2

A.3. Estados coherentes de dos fotones.

Modificamos el modelo del sistema para incluir la interacción de dos campos clásicos con cada
modo de la cavidad. Esto conduce a nuevo Hamiltoniano para la dinámica de los dos campos en la
cavidad

Hsys = ~(ε1a + ε∗1a
†) + ~

(
ε2b + ε∗2b

†
)

+ i~
ε

2

(
a†b† − ab

)

donde se condidera que los acoplamientos respectivos con cada cavidad son ε1 y ε2. Usando el modelo
de baño dado en la sección anterior Ecs. (A.47) y (A.46); considerando válida la aproximación de
Markov las ecuaciones de Heisenberg para los campos dentro de la cavidad están dadas ahora por

ȧ = −iε∗1 +
ε

2
b† − κ1

2
a−√κ1Cin(t)

ḃ = −iε∗2 +
ε

2
a† − κ1

2
b−√κ1Din(t)

Puede transformarse el campo de tal forma que:

a = a + α0

b = b + β0

con α0 y β0, que no dependen del tiempo. Entonces

ȧ = ȧ′

ḃ = ḃ′

ȧ′ = −iε∗1 +
ε

2

(
b′† + β∗0

)
− κ1

2
(a + α0)−√κ1Cin(t)

ḃ′ = −iε∗2 +
ε

2

(
a′† + α∗0

)
− κ2

2
(b + β0)−√κ2Din(t)
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ȧ′ = −iε∗1 +
ε

2
β∗0 −

κ1

2
α0 +

ε

2
b′† − κ1

2
a−√κ1Cin(t)

ḃ′ = −iε∗2 +
ε

2
α∗0 −

κ2

2
β0 +

ε

2
a′† − κ2

2
b−√κ2Din(t)

de donde obtenemos

−iε∗1 +
ε

2
β∗0 −

κ1

2
α0 = 0

−iε∗2 +
ε

2
α∗0 −

κ2

2
β0 = 0

iε1 +
ε

2
β0 − κ1

2
α∗0 = 0

iε2 +
ε

2
α0 − κ2

2
β∗0 = 0

κ1

2
α0 =

(
−iε∗1 +

ε

2
β∗0

)

(
ε2

2
− κ1κ2

2

)
β∗0 = i (εε∗1 − κ1ε2)

luego

β∗0 =
2i (εε∗1 − κ1ε2)

ε2 − κ1κ2

κ1

2
α0 =

(
−iε∗1 +

ε

2
β∗0

)

=
(

iε∗1κ1κ2 − iεκ1ε2

ε2 − κ1κ2

)

α0 = − i2 (εε2 − ε∗1κ2)
ε2 − κ1κ2

β∗0 =
2i (εε∗1 − κ1ε2)

ε2 − κ1κ2

entonces

ȧ′ =
ε

2
b′† − κ1

2
a′ −√κ1Cin(t)

ḃ′ =
ε

2
a′† − κ2

2
b′ −√κ2Din(t)

cuya solusión es

ã′(ω) =
2
√

κ1β

ε2 − βα
Cin(ω) +

2
√

κ2ε

ε2 − βα
D†

in(−ω)

b̃′†(−ω) =
2ε
√

κ1

ε2 − βα
Cin(ω) +

2α
√

κ2

ε2 − βα
D†

in(−ω)

b̃′(ω) =
2
√

κ2α

ε2 − βα
Din(ω) +

2
√

κ1ε

ε2 − βα
C†

in(−ω)

ã′†(−ω) =
2
√

κ2ε

ε2 − βα
Din(ω) +

2
√

κ1β

ε2 − βα
C†

in(−ω)

ã′(ω) =
2
√

κ1β

ε2 − βα
Cin(ω) +

2
√

κ2ε

ε2 − βα
D†

in(−ω)

b̃′(ω) =
2
√

κ2α

ε2 − βα
Din(ω) +

2
√

κ1ε

ε2 − βα
C†

in(−ω)
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y volviendo a los campos originales tenemos.

ã(ω) = α0δ(ω) +
2
√

κ1β

ε2 − βα
Cin(ω) +

2
√

κ2ε

ε2 − βα
D†

in(−ω) (A.51)

b̃(ω) = β0δ(ω) +
2
√

κ2α

ε2 − βα
Din(ω) +

2
√

κ1ε

ε2 − βα
C†

in(−ω)

X(ω) =
1

23/2

(
ã(ω) + b̃(ω) + ã†(ω) + b̃†(ω)

)

Entonces,〈
ã(ω)b̃(ω′)

〉
= β0α0δ(ω)δ(ω′) + 4εκ1β

|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)
〈
ã†(ω′)ã(ω)

〉
= |α0|2 δ(ω)δ(ω′) + 4κ2ε2δ(ω−ω′)

(ε2−β∗α∗)(ε2−βα)〈
b̃(ω)ã(ω′)

〉
= α0β0δ(ω)δ(ω′) + 4κ2εαδ(ω+ω′)

(ε2−β∗α∗)(ε2−βα)〈
b̃†(ω′)b̃(ω)

〉
= |β0|2 δ(ω′)δ(ω) + 4κ1ε2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)
〈
ã†(ω)ã(ω′)

〉
= |α0|2 δ(ω)δ(ω′) + 4κ2ε2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)〈
ã†(ω)b̃†(ω′

〉
= β∗0α∗0δ(ω)δ(ω′) + 4κ2αε

|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)〈
b̃†(ω)ã†(ω′)

〉
= α∗0β

∗
0δ(ω)δ(ω′) + 4κ1εβ∗

|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)〈
b̃†(ω)b̃(ω′)

〉
= β0β

∗
0δ(ω)δ(ω′) + 4κ1ε2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)

〈ã(ω)ã(ω′)〉 = α0α0δ(ω)δ(ω′)〈
b̃†(ω′)ã(ω)

〉
= β∗0α0δ(ω)δ(ω′)〈

b̃(ω)b̃(ω′)
〉

= β0β0δ(ω)δ(ω′)〈
ã†(ω′)b̃(ω)

〉
= β0α

∗
0δ(ω)δ(ω′)

〈
ã†(ω)b̃(ω′)

〉
= β0α

∗
0δ(ω)δ(ω′)〈

ã†(ω)ã†(ω′)
〉

= α∗0α
∗
0δ(ω)δ(ω′)〈

b̃†(ω)ã(ω′)
〉

= α0β
∗
0δ(ω)δ(ω′)〈

b̃†(ω)b̃†(ω′)
〉

= β∗0β∗0δ(ω)δ(ω′)
luego, tenemos en este caso

〈
: X(ω)X(ω′) :

〉
=

1
23

(((α0α0 + α∗0α
∗
0 + β0β0 + β∗0β∗0 + 2 (α0β0 + β∗0α∗0))

+2
(
|α0|2 + |β0|2

)
+ 2 (α∗0β0 + α0β

∗
0)

)
δ(ω)δ(ω′)

+
4ε

|ε2 − βα|2 (κ1 (β + β∗) + κ2 (α∗ + α)) δ
(
ω + ω′

)

+
8ε2 (κ1 + κ2)
|ε2 − βα|2 δ

(
ω − ω′

)

integrando se obtiene la dependencia temporal de la fluctuación X como función del tiempo

A = ε2 +
1
4

(κ1 − κ2)
2

〈
X̃2(t)

〉
=

1
23

(((α0α0 + α∗0α
∗
0 + β0β0 + β∗0β∗0 + 2 (α0β0 + β∗0α∗0))

+
1
24

2ε (2κ1κ2 + (κ1 + κ2) ε)

8
√

1
16 (κ1 + κ2)

2 A

√(
(κ2

1+κ2
2+2ε2)
8

)2

− 1
16 (κ1 + κ2)

2 A

×



√(
κ2

1 + κ2
2 + 2ε2

)

8
+

√
1
16

(κ1 + κ2)
2 A

−
√(

κ2
1 + κ2

2 + 2ε2
)

8
−

√
1
16

(κ1 + κ2)
2 A


 .
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Para los campos fuera de la cavidad tenemos a partir de (A.51)

Cout(ω) = Cin(ω) +
√

κ1ã(ω)

= Cin(ω)−√κ1α0δ(ω) +
√

κ1

(
2
√

κ1β

ε2 − βα
Cin(ω) +

2
√

κ2ε

ε2 − βα
D†

in(−ω)
)

Dout(ω) = Din(ω) +
√

κ2b̃(ω)

= Din(ω)−√κ2β0δ(ω) +
√

κ2

(
2
√

κ2α

ε2 − βα
Din(ω) +

2
√

κ1ε

ε2 − βα
C†

in(−ω)
)

Cout(ω) = −√κ1α0δ(ω) +
ε2 + α∗β
ε2 − βα

Ci(ω) +
2κ̄ε

ε2 − βα
D†

i (−ω) (A.52)

Do(ω) = −√κ2β0δ(ω) +
ε2 + β∗α
ε2 − βα

Di(ω) +
2κ̄ε

ε2 − βα
C†

i (−ω)

donde, como antes α = (κ1 − 2iω) ; β = (κ2 − 2iω); y , por otro lado tenemos:

〈Cout(ω)Dout(ω′)〉 = κ̄β0α0δ(ω)δ(ω′) +
2εκ̄(ε2+βα∗)
|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)〈

C†
out(ω

′)Cout(ω)
〉

= κ1 |α0|2 δ(ω)δ(ω′) + 4κ1κ2ε2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)

〈Dout(ω)Cout(ω′)〉 = κ̄α0β0δ(ω)δ(ω′) +
2εκ̄(ε2+αβ∗)
|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)〈

D†
out(ω

′)Dout(ω)
〉

= κ2 |β0|2 δ(ω)δ(ω′) + 4κ1κ2ε2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)〈
C†

out(ω)Cout(ω′)
〉

= κ1 |α0|2 δ(ω)δ(ω′) + 4κ1κ2ε2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)
〈
C†

out(ω)D†
out(ω

′)
〉

= κ̄β∗0α∗0δ(ω)δ(ω′) +
2εκ̄(ε2+α∗β)
|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)〈

D†
out(ω)Dout(ω′)

〉
= κ2 |β0|2 δ(ω)δ(ω′) + 4ε2κ1κ2

|ε2−βα|2 δ (ω − ω′)
〈
D†

out(ω)C†
out(ω

′)
〉

= κ̄β∗0α∗0δ(ω)δ(ω′) +
2εκ̄(ε2+β∗α)
|ε2−βα|2 δ (ω + ω′)

〈Cout(ω)Cout(ω′)〉 = κ1α0α0δ(ω)δ(ω′)〈
D†

out(ω
′)Cout(ω)

〉
= κ̄β∗0α0δ(ω)δ(ω′)

〈Dout(ω)Dout(ω′)〉 = κ2β0β0δ(ω)δ(ω′)〈
C†

out(ω
′)Dout(ω)

〉
= κ̄β0α

∗
0δ(ω)δ(ω′)

〈
C†

out(ω)Dout(ω′)
〉

= κ̄β0α
∗
0δ(ω)δ(ω′)〈

C†
out(ω)C†

out(ω
′)
〉

= κ1α
∗
0α
∗
0δ(ω)δ(ω′)〈

D†
out(ω)Cout(ω′)

〉
= κ̄α0β

∗
0δ(ω)δ(ω′)〈

D†
out(ω)D†

out(ω
′)
〉

= κ2β
∗
0β∗0δ(ω)δ(ω′)

Las currelaciones están dadas por

〈
: X̃out(ω)X̃out(ω) :

〉
=

1
23

(
4εκ̄

(
ε2 + α∗β + αβ∗

)

|ε2 − βα|2 δ
(
ω + ω′

)
+

16κ1κ2ε
2

|ε2 − βα|2 δ
(
ω − ω′

)
(A.53)

+
(
κ1

(
2< (α0α0) + 2 |α0|2

)
+ κ2

(
2< (β0β0) + 2 |β0|2

)

+2κ̄ (α0β
∗
0 + α0β0 + β0α0 + α∗0β0 + β∗0α∗0)) δ(ω)δ(ω′)

)

〈
: X̃out(ω)X̃out(ω′) :

〉
=

1
23

4
εκ̄

((
2ε2 + 2κ2κ1 + 8ω2

)
δ (ω + ω′) + 4εκ̄δ (ω − ω′)

)

κ2
2κ

2
1 − 2κ2κ1ε2 + 4κ2

2ω
2 + 4ω2κ2

1 + 16ω4 + 8ω2ε2 + ε4
(A.54)

+
1
23

(
κ1

(
2< (α0α0) + 2 |α0|2

)
+ κ2

(
2< (β0β0) + 2 |β0|2

)

+2κ̄ ((α0β
∗
0 + β0α

∗
0) + (α0β0 + β∗0α∗0))) δ(ω)δ(ω′)

Por otro lado, se tiene que:

〈Xout (ω)〉 =
1

23/2
(
√

κ1α0 +
√

κ2β0 +
√

κ1α
∗
0 +

√
κ2β

∗
0) δ (ω)

〈
Xout

(
ω′

)〉
=

1
23/2

(
√

κ1α0 +
√

κ2β0 +
√

κ1α
∗
0 +

√
κ2β

∗
0) δ

(
ω′

)



A. Hamiltoniano Efectivo y Teoŕıa Input−Output 113

〈Xout (ω)〉 〈Xout

(
ω′

)〉
=

1
23

(
√

κ1α0 +
√

κ2β0 +
√

κ1α
∗
0 +

√
κ2β

∗
0)

× (
√

κ1α0 +
√

κ2β0 +
√

κ1α
∗
0 +

√
κ2β

∗
0) δ (ω) δ

(
ω′

)

〈Xout (ω)〉 〈Xout

(
ω′

)〉
=

1
23

(
2κ1

(
< (α0α0) + |α0|2

)
+ 2κ2

(
< (β0β0) + |β0|2

)
(A.55)

+2κ̄ ((α0β
∗
0 + α∗0β0) + (α0β00 + α∗0β

∗
0)) δ (ω) δ

(
ω′

))

La fluctuación a la frecuencia ω se tiene integrando sobre ω′ las relaciones (A.54) y (A.55).
Siguiendo la relación (

: ∆X̃out(ω) :
)2

=
〈
X̃2 (ω)

〉
− 〈X (ω)〉2

(
: ∆X̃out(ω) :

)2
=

〈
X̃2

out (ω)
〉
− 〈Xout (ω)〉2

=
1
23

4

(
εκ̄

(
2ε2 + α∗β + αβ∗

)
+ 4κ1κ2ε

2

|ε2 − βα|2
)

y a partir de (A.54) se tiene finalmente:

: SXout(ω) :=
1
23

4
εκ̄

((
2ε2 + 2κ2κ1 + 8ω2

)
+ 4εκ̄

)

κ2
2κ

2
1 − 2κ2κ1ε2 + 4κ2

2ω
2 + 4ω2κ2

1 + 16ω4 + 8ω2ε2 + ε4

Similarmente la cuadratura Y está definida por

Ỹout(ω) =
1

i23/2

(
Cout(ω) + Dout(ω)− C†

out(ω)−D†
out(ω)

)

y la correlación a diferentes frecuencias estará dada por

〈
: Yout(ω)Yout(ω′) :

〉
= − 1

23

(
4

(
εκ̄

(
2ε2 + α∗β + αβ∗

)

|ε2 − βα|2
)

δ
(
ω + ω′

)

−4
(

4κ1κ2ε
2

|ε2 − βα|2
)

δ
(
ω − ω′

)

+κ1α0α0 + κ̄β0α0 − κ1 |α0|2 − κ̄β∗0α0

+κ̄α0β0 + κ2β0β0 − κ̄β0α
∗
0 − κ2 |β0|2

−κ1 |α0|2 − κ̄β0α
∗
0 + κ1α

∗
0α
∗
0 + κ̄β∗0α∗0

−κ̄α0β
∗
0 − κ2 |β0|2 + κ̄α0β

∗
0 + κ2β

∗
0β∗0

)
δ(ω)δ(ω′)

〈
Ỹ (ω)

〉
=

1
23/2i

(
√

κ1α0 +
√

κ2β0 −√κ1α
∗
0 −

√
κ2β

∗
0) δ (ω)

〈
Ỹ

(
ω′

)〉
=

1
23/2i

(
√

κ1α0 +
√

κ2β0 +
√

κ1α
∗
0 +

√
κ2β

∗
0) δ

(
ω′

)
〈
Ỹ (ω)

〉〈
Ỹ

(
ω′

)〉
= − 1

23
(
√

κ1α0 +
√

κ2β0 −√κ1α
∗
0 −

√
κ2β

∗
0) δ (ω)

× (
√

κ1α0 +
√

κ2β0 −√κ1α
∗
0 −

√
κ2β

∗
0) δ

(
ω′

)
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〈
Ỹ (ω)

〉 〈
Ỹ

(
ω′

)〉
= − 1

23
(κ1α0α0 + κ̄α0β0 − κ1α0α

∗
0 − κ̄α0β

∗
0

+κ̄β0α0 + κ2β0β0 − κ̄β0α
∗
0 − κ2β0β

∗
0

−κ1α
∗
0α0 − κ̄α∗0β0 + κ1α

∗
0α
∗
0 + κ̄α∗0β

∗
0

−κ̄β∗0α0 − κ2β
∗
0β0 + κ̄β∗0α∗0 + κ2β

∗
0β∗0) δ (ω) δ

(
ω′

)

Por lo tanto, el espectro de las fluctuaciones en función de la frecuencia está dado por
〈
: ∆Ỹout(ω) :

〉2
=

〈
Ỹ 2 (ω)

〉
−

〈
Ỹ (ω)

〉2

= − 1
23

4

(
εκ̄

(
2ε2 + α∗β + αβ∗

)− 4κ1κ2ε
2

|ε2 − βα|2
)

: SY (ω) := − εκ̄
(
ε2 − 2εκ̄ + κ2κ1 + 4ω2

)

κ2
2κ

2
1 − 2κ2κ1ε2 + 4κ2

2ω
2 + 4ω2κ2

1 + 16ω4 + 8ω2ε2 + ε4

lo cual muestra que la fluctuación no cambia si el campo dentro de la cavidad está dezplazado
por una cantidad ε1, ε2 en cada modo , Sin embargo a partir de(A.52) puede notarse que los dos
campos output están también desplazados por una cantidad

√
κ1α0 y

√
κ2β0 respectivamente.

Ahora sabemos que el espectro de la fluctuación en términos del espectro normalmente ordenado
está dado por

SY (ω) =: SY (ω) : − εκ̄
(
ε2 − 2εκ̄ + κ2κ1 + 4ω2

)

κ2
2κ

2
1 − 2κ2κ1ε2 + 4κ2

2ω
2 + 4ω2κ2

1 + 16ω4 + 8ω2ε2 + ε4
+

1
4

luego se tiene

SY (0) =: SY (0) : − εκ̄

(ε + κ̄)2
+

1
4

ahora sabemos que

SY (0) =
1
4
− εκ̄

(ε + κ̄)2
=

(ε− κ̄)2

4 (ε + κ̄)2

entonces el parámetro de compresión

e−r =
(ε− κ̄)2

4 (ε + κ̄)2

luego
r = −2 ln [|ε− κ̄| /2 |ε + κ̄|]

Por otro lado tenemos que α0 = − i2(εε2−ε∗1κ2)
ε2−κ1κ2

y β∗0 =
2i(εε∗1−κ1ε2)

ε2−κ1κ2〈
X̃ (ω)

〉
= 1

23/2

(√
κ1α0 +

√
κ2β0 +

√
κ1α

∗
0 +

√
κ2β

∗
0

)
δ (ω)〈

Ỹ (ω)
〉

= 1
23/2i

(√
κ1α0 +

√
κ2β0 −√κ1α

∗
0 −

√
κ2β

∗
0

)
δ (ω)

Luego los dos campo de salida se comporta como si estuviera dezplazado por un valor α =
√

κ1α0

yβ =
√

κ2β0, luego el parámetro de desplazamiento a la salida se puede estimar a partir de

α = − i2
√

κ1 (εε2 − ε∗1κ2)
ε2 − κ1κ2

β = −2i
√

κ2 (εε1 − κ1ε
∗
2)

ε2 − κ1κ2
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si ponemos ε2 = ε∗1 = η; tenemos que

α = − i2η
√

κ1 (ε− κ2)
ε2 − κ1κ2

β = −2iη∗
√

κ2 (ε− κ1)
ε2 − κ1κ2

si se considera que las dos tasas de decaimiento son las mismas tenemos κ1 = κ2 = κ

α = − i2η
√

κ

ε + κ
= β∗



B. DESCOMPOSICIÓN DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

En este apéndice presentamos los detalles de la descomposición de la transformación que define
la Transformade de Fourier Cuántica que actúa sobre qutrits.

A partir de la discusión matemática de la sección 4.4.2 se ve que la Transformada de Fourier
en la base {|2〉 , |0〉 , |0〉} está dada por

F = −i
1√
3




e2iπ/3 e4iπ/3 1
e4iπ/3 e2iπ/3 1

1 1 1


 =




F22 F21 F20

F12 F11 F10

F02 F01 F00


 . (B.1)

En el caṕıtulo 2 se mostró que una transformación unitaria que actúa sobre un espacio de tres di-
mensiones puede descomponerse en el producto de tres operaciones que actúan sobre un subespacio
de dos dimensiones. Sin embargo, dado que la intensión era simplemente que esta decomposición se
puede realizar en esa sección no se determinaron las fases relativas. Por lo tanto la descomposición
del operador está dado por

F =




eiκ 0 0
0 e−i(κ+η) 0
0 0 eiη







cos γ 0 ieiλ sin γ
0 1 0

ie−iλ sin γ 0 cos γ


 (B.2)

×



1 0 0
0 cosα ieiε sinα
0 ie−iε sinα cosα







cosβ −eiδ sinβ 0
− e−iδ sinβ − cosβ 0

0 0 −1


 ,

en la que se ha añadido una transformación diagonal que actúa en el espacio de tres dimensiones
y permite fijar las fases apropiadas. De aqúı se ve que los elementos de la transformada de fourier
está dadas por

F22 = eiκ cos γ cosβ + eiκeiλe−iεe−iδ sin γ sinα sinβ.
F21 = −eiκeiδ cos γ sinβ + eiκeiλe−iε sin γ sinα cosβ.
F20 = −ieiκeiλ sin γ cosα.

F12 = −e−i(κ+η+δ)e cosα sinβ.

F11 = −e−i(κ+η) cosα cosβ.

F10 = −ie−i(κ+η+ε) sinα.

F02 = ieiηe−iλ sin γ cosβ − ieiηe−iεe−iδ cos γ sinα sinβ.
F01 = −ieiηe−iλeiδ sin γ sinβ − ieiηe−iε cos γ sinα cosβ.
F00 = −eiη cos γ cosα.

Comparando las Ecs. (B.1) y (B.2) se obtiene el conjunto de ecuaciones

iei(η−λ) sin γ cosβ − iei(η−ε−δ) cos γ sinα sinβ =
1√
3
e−iπ/2 (B.3)

−iei(η−λ+δ) sin γ sinβ − iei(η−ε) cos γ sinα cosβ =
1√
3
e−iπ/2 (B.4)

−eiη cos γ cosα =
1√
3
e−iπ/2 (B.5)

−e−i(κ+η+δ) cosα sinβ =
1√
3
e4iπ/3e−iπ/2 (B.6)

(B.7)
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−e−i(κ+η) cosα cosβ =
1√
3
e2iπ/3e−iπ/2 (B.8)

−ie−i(κ+η+ε) sinα =
1√
3
e−iπ/2 (B.9)

eiκ cos γ cosβ + ei(κ+λ−ε−δ) sin γ sinα sinβ =
1√
3
e2iπ/3e−iπ/2 (B.10)

−ei(κ+δ) cos γ sinβ + ei(κ+λ−ε) sin γ sinα cosβ =
1√
3
e4iπ/3e−iπ/2 (B.11)

−iei(κ+λ) sin γ cosα =
1√
3
e−iπ/2 (B.12)

Las condiciones para las fases, desde las ecuaciones (B.5,B.6, B.8, B.9, B.12) son:

κ + η + δ = −11π/6 + mπ

κ + η = −7π/6 + nπ

κ + η − ε = lπ

κ + λ = pπ

η = kπ − π/2

las soluciones son
ε = −7π/6 + (n− l)π; κ = −2π/3 + (n− k)π;
η = kπ − π/2; λ = 2π/3 + (n + p− k)π;
δ = −2π/3 + (m− n)π;

relaciones que aparecen en las otras ecuaciones:

η − λ = 5π/6− (n + p)π; η − ε− δ = 5
6π + π/2 + (k + l −m)π;

η − λ + δ = π/6− (p−m)π; η − ε = π/6 + π/2− (n− l)π;

Reemplazando en las restantes ecuaciones:

ei5π/6(−1)n+p sin γ cosβ − ei5π/6+iπ/2(−1)k+l−m cos γ sinα sinβ =
−1√

3
,

eiπ/6(−1)p−m sin γ sinβ + eiπ/6+iπ/2(−1)n−l cos γ sinα cosβ =
1√
3
,

eiκ cos γ cosβ + eiκeiλ sin γe−iεe−iδ sinα sinβ =
1√
3
e2iπ/3e−iπ/2,

−eiκeiδ cos γ sinβ + eiκeiλe−iε sin γ sinα cosβ =
1√
3
e4iπ/3e−iπ/2,

(
−3 + i

√
3
)

(−1)n+p sin γ cosβ +
(√

3 + 3i
)

(−1)k+l−m cos γ sinα sinβ = −2,

−3(−1)n+p sin γ cosβ +
√

3(−1)k+l−m cos γ sinα sinβ = −2,√
3(−1)n+p sin γ cosβ + 3(−1)k+l−m cos γ sinα sinβ = 0,

(−1)n+p sin γ cosβ =
1
2
,

(−1)k+l−m cos γ sinα sinβ =
−1
2
√

3
,
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(
3 + i

√
3
)

(−1)p−m sin γ sinβ +
(
−
√

3 + 3i
)

(−1)n−l cos γ sinα cosβ = 2,

3(−1)p−m sin γ sinβ −
√

3(−1)n−l cos γ sinα cosβ = 2,√
3(−1)p−m sin γ sinβ + 3(−1)n−l cos γ sinα cosβ = 0,

(−1)p−m sin γ sinβ =
1
2
,

(−1)n−l cos γ sinα cosβ = − 1
2
√

3
,

por lo tanto

(−1)n+p sin γ cosβ = 1
2 , (−1)p−m sin γ sinβ = 1

2 ,
(−1)k+l−m cos γ sinα sinβ = −1

2
√

3
, (−1)n−l cos γ sinα cosβ = − 1

2
√

3
,

(−1)p−m sin β
(−1)n+p cos β

= 1, (−1)k+l−m sin β
(−1)n−l cos β

= 1,
(−1)k+l−m cos γ sin α

(−1)p−m sin γ
= − 1√

3
, (−1)n−l cos γ sin α

(−1)n+p sin γ
= − 1√

3
,

de donde β = π/4. Se puede reescribir las ecuaciones en la forma.

eiκ cos γ cosβ + eiκeiλe−iεe−iδ sin γ sinα sinβ =
1√
3
e2iπ/3e−iπ/2,

e−2iπ/3(−1)n−k cos γ cosβ + ei11π/6(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ =
1√
3
eiπ/6,

e−5iπ/6(−1)n−k cos γ cosβ + e−5iπ/6+π/2(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ =
1√
3
,

−1
2
(
√

3 + i)(−1)n−k cos γ cosβ +
1
2
(1− i

√
3)(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ =

1√
3
,

(3 + i
√

3)(−1)n−k cos γ cosβ − (
√

3− 3i)(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ = −2,

3(−1)n−k cos γ cosβ −
√

3(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ = −2,√
3(−1)n−k cos γ cosβ + 3(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ = 0,

(−1)n−k cos γ cosβ = −1
2
,

(−1)p+l−m sin γ sinα sinβ =
1

2
√

3
,

escribiendo las relaciones de las fases

κ + λ− ε− δ = 11π/6 + (p + l −m)π,

κ + δ = −4
3
π + (m− k) π,

κ + λ− ε =
7
6
π + (p + l − n)π,

se obtiene en las ecuaciones restantes

−eiκ (cos γ) eiδ sinβ + eiκeiλ (sin γ) e−iε sinα cosβ =
1√
3
e4iπ/3e−iπ/2,

(−1)m−ke−iπ/6 cos γ sinβ − (−1)p+l−ne−iπ/6+iπ/2 sin γ sinα cosβ =
−1√

3
,

(−1)m−k
(
3− i

√
3
)

cos γ sinβ − (−1)p+l−n
(√

3 + i3
)

sin γ sinα cosβ = −2,

3(−1)m−k cos γ sinβ −
√

3(−1)p+l−n sin γ sinα cosβ = −2,

−
√

3(−1)m−k cos γ sinβ − 3(−1)p+l−n sin γ sinα cosβ = 0,

(−1)p+l−n sin γ sinα cosβ =
1

2
√

3
,

(−1)m−k cos γ sinβ =
−1
2

,



B. Descomposición de la Transformada de Fourier 119

de donde se obtiene

(−1)n−k cos γ cosβ = −1
2 , (−1)p+l−m sin γ sinα sinβ = 1

2
√

3
,

(−1)m−k cos γ sinβ = −1
2 , (−1)p+l−n sin γ sinα cosβ = 1

2
√

3
,

(−1)n+p sin γ cosβ = 1
2 , (−1)k+l−m cos γ sinα sinβ = −1

2
√

3
,

(−1)p−m sin γ sinβ = 1
2 , (−1)n−l cos γ sinα cosβ = − 1

2
√

3
,

y
(−1)k+1 cos γ cosα = 1√

3
, (−1)m cosα sinβ = 1√

3
,

(−1)n cosα cosβ = 1√
3
, (−1)p sin γ cosα = 1√

3
,

(−1)l sinα =
1√
3
,

por lo tanto
ε = −7π/6 + (n− l)π
η = kπ − π/2
δ = −2π/3 + (m− n)π
κ = −2π/3 + (n− k)π
λ = 2π/3 + (n + p− k)π

→

κ + η + δ = −11π/6 + mπ
κ + η = −7π/6 + nπ
κ + η − ε = lπ
κ + λ = pπ
η = kπ − π/2

ε = −π/6, η = −π/2, δ = −2π/3, κ = π/3, λ = 2π/3

cosα = −
√

2
3
, sinα =

√
1
3

cosβ =
1√
2
, sinβ =

1√
2

cos γ =
1√
2
, sin γ =

1√
2
.

Para verificar las soluciones multiplicamos las diferentes matrices




eiπ/3 0 0
0 eiπ/6 0
0 0 e−iπ/2







1√
2

0 ie2iπ/3 1√
2

0 1 0
ie−2iπ/3 1√

2
0 1√

2




×




1 0 0

0 −
√

2
3 ie−iπ/6

√
1
3

0 ieiπ/6
√

1
3 −

√
2
3







1√
2

−e−2iπ/3 1√
2

0
− e2iπ/3 1√

2
− 1√

2
0

0 0 −1




de donde se obtiene



1
2 + 1

6 i
√

3 −1
2 + 1

6 i
√

3 1
12 i

(
1 + i

√
3
) (−1 + i

√
3
)√

3
1
12

(√
3 + i

)√
3

(−1 + i
√

3
)

1
6

(√
3 + i

)√
3 1

12 i
(√

3 + i
) (−√3 + i

)√
3

−1
3 i
√

3 −1
3 i
√

3 −1
3 i
√

3




=




1
2 + 1

6 i
√

3 −1
2 + 1

6 i
√

3 − i√
3

−1
2 + 1

6 i
√

3 1
2 + 1

6 i
√

3 − i√
3

−1
3 i
√

3 −1
3 i
√

3 −1
3 i
√

3




= − i√
3



−1

2 +
√

3
2 i −1

2 −
√

3
2 i 1

−1
2 −

√
3

2 i −1
2 +

√
3

2 i 1
1 1 1


 = − i√

3




e2iπ/3 e4iπ/3 1
e4iπ/3 e2iπ/3 1

1 1 1






B. Descomposición de la Transformada de Fourier 120

por lo tanto las transformaciones unitarias que permiten la descomposición de la Transformada de
Fourier para Qutrits son

Ud =




eiκ 0 0
0 e−i(κ+η) 0
0 0 eiη


 =




eiπ/3 0 0
0 eiπ/6 0
0 0 e−iπ/2




U1 =




1 0 0
0 cosα ieiε sinα
0 ie−iε sinα cosα


 =




1 0 0

0 −
√

2
3 i e−iπ/6√

3

0 i eiπ/6√
3

−
√

2
3




U2 =




cos γ 0 ieiλ sin γ
0 1 0

ie−iλ sin γ 0 cos γ


 =




1√
2

0 i e2iπ/3√
2

0 1 0
i e−2iπ/3√

2
0 1√

2




U3 =




cosβ −eiδ sinβ 0
− e−iδ sinβ − cosβ 0

0 0 −1


 =




1√
2

− e−2iπ/3√
2

0

− e2iπ/3√
2

− 1√
2

0
0 0 −1




Estas relaciones se usan en el caṕıtulo 4 a fin de determinar los parámetros f́ısicos, asociados a
los grados de libertad de los iones atrapados, que posibilitan la realización f́ısica de la Transformada
de Fourier para qutrits.
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